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NOÇÕES GERAES

i. Grandeza é tudo o que pôde auqmentar ou diminuzr.
A extensão, o tempo, o peso, os prazeres, as dores, os vicios,

as paixões, etc., podendo augmentar ou diminuir, constituem di-
versos generos de grandezas.

Distinguem-se, porém, estes diversos géneros de grandezas uns
dos outros, porque em uns é possivel verificar se duas grandezas
são iguaes, e em outros é completamente impossivel verificar essa
igualdade.

Não é difficil descobrir, por exemplo, se duas linhas têem iguaes
comprimentos, ou se dois corpos têem o mesmo peso; não acon-
tece, porém, o mesmo a duas dores, que podem ser mais ou me-
nos fortes, porque nenhum meio ha de verificar a sua igualdade.

2. Sabendo-se verificar se duas grandezas são iguaes, é possivel
tambem verificar se duas ou mais partes d'uma são iguaes entre
si, ou são iguaes a uma parte da outra. ,

Chama-se parte aliquota d'uma grandeza a qualquer das partes
iguaes em que o seu todo póde imaginar-se decomposto. As por-
ções d'uma grandeza, que não são suas partes aliquotas, chamam-
se partes aliouantas,
3. Quantidade é toda a grandeza que p6de imaqinar-se decom-

posta em partes iguaes.
Duas quantidades são commensura'veis, quando ambas

se podem decompôr em partes da mesma grandeza.
As quantidades, que não podem decompór-se em partes da

mesma grandeza, são incommensuraveis. Quando duas quan-
tidades são incommensuraveis, nenhuma parte aliquota d'uma é
parte aliquota da outra.

Qualquer quantidade diz-se tantas vezes maior que uma das suas
partes aliquotas, e uma d'estas tantas vezes menor que o seu todo,
quantas são as ditas partes.
~. Comparar duas quantidades é examinar quantas vezes
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urna t! maior (~ 3) ou menor do que a outra, ou do que uma das
sua s partes aliquotas. ' .

Medir uma quantidade é comparai-a com uma quantidade conheci-
da do mesmo genero. Esta quantidade conhecida chama-se unidade.
Unidade é a quantidade conhecida, que serve para com ella se

medirem as quantidades desconhecidas do mesmo qenero.
A unidade é arbitraria, quando as quantidades, com que ella se

compara, podem augmentar ou diminuir continuamente, isto é, por
graus insensiveis. .
. Deixa de ser arbitraria a unidade. quando as quantidades, a que
ella serve de termo de comparação, augmentam, ou diminuem
descontinuamente I.

É arbitraria a unidade de tempo, por exemplo, porque o tempo
pó de augmentar passando por todos os instantes intermedios; não
é arbitraria a unidade empregada para medir a população de uma
cidade, porque a população não póde variar, senão augmentando
ou diminuindo de um, dois ou mais habitantes.

Em geral, deixa de ser arbitraria a unidade, quando a quanti-
dade, com que ella se compara, é formada por uma collecção de
objectos similhantes. '
5. Numero é a expressão pela qual se designa o resultado da

comparação da quantidade com a unidade.
Numero oommensuravel t! o numero, que representa uma

quantidade eommensuraoel com a unidade adoptada.
Numero inoommensuravel é o numero, que representa uma

quontidade incommensuraoel com a unidade adoptada.
A mesma quantidade podem corresponder diversos numeros,

cornmensuraveis ou incommensuraveis, conforme for maior ou me-
nor a unidade escolhida.

6. O numero commensuravel póde ser inteiro ou [raccionario.
Numero inteiro é o que designa uma quantidade composta de

partes iquaes á unidade escolhida.
Numero fraooionario é o que designa uma quantidade cam-

pos/a de partes iquaes a uma parle aliquota da unidade escolhida.
O numero fracciona rio póde ser proprio ou improprio.
Numero fraooionario proprio é o que exprime uma quanti-

dade menor que a unidade.
Numero fraooionario improprio é o que exprime uma quan-

tidade maior que a unidade. O numero [raccicnario improprio cha-
ma-se lambem numero mixto, porque póde sempre conceber-se
formado por duas partes, uma expressa por um numero inteiro e
outra por um numero fraccionario propriamente dito.

1Alguns auctores-dividern as quantidades em continuas e descontinuas ou âis-
cr:etas, QU!-Inticlades continuas, silo as que podem variar por graus insensi veis; quan-
tidades discretas ou descontínuas silo as que só podem augmentar ou diminuir
por graus aprecia veis. '
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o numero pôde tambem ser abstracto ou concreto.
Numero abstraoto é o numero que não depende da unidade

escolhida.
Numero oonoreto é o que depende da unidade escolhida.
7. Aríthmetica é a sciencia, que trata da formação e proprie-

dades elementares dos numeros e das suas combinações ou operações
principaes.

PARTE I
NUMEROS ABSTRACTOS

LIVRO I
NUMERAÇi\O-OPERAÇÕES SOBRE INTEIROS

CAPITULO I
Numeração

8. Numeração é a arte que ensina a enunciar e escreier os nu-
meros. A numeração póde ser {aliada ou escripui. Numeração
fallada é a que ensina a enunciar os numeroso Numeração es-
oripta é a que ensina a escrever obreoiaâamente os numeres por
meio de certos siqnaes proprios. .

9. Tem-se comencionauo chamar um ao numero que designa
a quantidade, que se toma para unidade; dois ao numero que de-
'signa a quantidade composta de uma unidade e mais outra uni-
dade; tres ao numero, que representa a quantidade composta de
duas partes, das quaes uma contém duas unidades e a outra uma
só; quatro ao numero composto de tres unidades e mais uma;
e assim successivamente oinoo, seis, etc. até dez aos numeros
que representam as quantidades, que se vão formando das ante-
riores e mais urna unidade.

Juntando uma unidade ao numero dez, e depois outra ao numero
resultante, e continuando sempre a juntar unidade ao ultimo nu-
mero, que se tiver formado, tem-se a serie dos numeres inteiros,
qu~ evidentemente não tem limite algum no seu crescimento, por-
que, por maior que seja um numero inteiro, ainda se fôrma outro
maior accrescentando-Ihe um.

Sendo illimitada a serie dos numeros inteiros, é impossível desi-
gnar cada um d'elles por 11mnome especial. Pôde, porém, empre-
gar-se o mesmo nome para designar numeros diversos, com tanto
que elle se refira a unidades de differente grandeza.

Tem-se. com effeito, adoptado novas unidades com as denomi-
nações de dezenas ou unidades de segunda ordem, centenas
ou unidades de terceira ordem, milhares ou unidades de quarta orr
dem, dezenas de milhar ou unidades de quinta ordem. ele.
Cada uma d'estas unidades é dez vezes maior, que a de ordem
'immediatamentc inferior, de modo que a dezena, ou unidade de
segunda ordem, contém dez unidades de primeira ordem, 011 uni-
dades principaes, a centena, ou unidade de terceira ordem, con-
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tém dez dezenas, e assim por diante, como se vê no quadro, que
se segue:

vale um
» dez unidades
» dez dezenas ou cem uni-

dades
» dez centenas
» dez milhares
» dez dezenas de milhar

ou cem mil unidades
dez centenas de milhar
dez milhões

» dez dezenas de milhão ou
cem milhões

» dez centenas de milhão
» dez MI liões
» dez dezenas de billião ou

cem billiões
dez centenas de billião

» dez tt'illiões
dez dezenas de triiuõo ou

cem trilliões
Quatrillião ou mil trilliões. . . . . . . . . . . . . . . . )) dez dezenas de trillião
Dezena de quatrillião ou dez mil trilliões. » dez quatrilliões

e~ cl~

Vê-se agora, como podem ser expressos por o mesmo nome nu-
meros muito difIerentes. A palavra quatro, por exemplo, designa
sempre o mesmo numero de unidades, porém, como estas podem
ser de diversas ordens, aquelle mesmo vocabulo póde representar
quatro unidades, quatro dezenas, quatro centenas, etc.

Com os nomes dos nove primeiros numeros inteiros e com os
vocabulos dezena ou dez, centena ou cem, milhar ou mil. milhão,
billião, etc. é possível, pois, enunciar, não a serie illimitada dos
nu meros inteiros, mas uma sufficiente quantidade d'elJes. Basta
para isso reflectir que todo o numero póde sempre suppor-se com-
posto de diversas partes, cada uma das quaes envolva menos de
dez unidades de cada ordem.

tO. Na pratica, em vez de se enunciar um numero dizendo que
elle tem duas, tres, quatro, ... nove dezenas, é costume usar-se
das palavras vínte, trinta, quarenta, ... noventa, cuja significação
é geralmente conhecida. Assim, por exemplo, o numero composto
de quatro unidades de segunda ordem, ou dezenas e de tres uni-
dades enuncia-se dizendo quarenta e Ires unidades ou simplesmente
quarenta e tres.

A palavra cem substitue-se por cento, quando é seguida de al-
gum outro numero. Em vez, porém, de se dizer dois, ires, cinco
centos, diz-se duzentos, trezentos, quinhentos.

Os numeros dez e um, dez e dois, dez e tres, •.. dez e nove, tam-
bem se costumam designar por outras denominações, a saber,
onze, doze, treze,. •• dezenooe.

Unidade .
Dezena da unidade (ou simplesmentedezena).
Centena da unidade(ou simplesmenteoentena)

Milhar ou mil. .
Dezena de milhar ou dez mil. .
Centena de milhar ou oem mil .

Milhão ou mil milhares .
Dezena de milhão ou dez mil milhares .
Centena de milhão oucem mil milhares .

Billião ou mil milhões .
Dezena de billião ou dez mil milhões .
Centena de billião ou cem mil milhões .

Trillião ou mil billiões .
Dezena de trillião ou dez mil billiões .
Centena de trillião ou cem mil bilHões .
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if. Na contagem do dinheiro portnguez emprega-se sempre a
palavra conto para designar um milhão de reis, e por isso, em vez
de se dizer tantos billiões de reis ou tantos trilliões de reis, costu-
ma dizer-se tantos mil contos ou tantos contos de contos.

A antiga moeda portugueza denominada cruzado, que valia qua-
trocemos réis, era tambem frequentemente empregada como uni-
dade na contagem do dinheiro. Dizia-se, pur exemplo, vinte mil
cruzados (ou oito contos de reis), cem mil cruzados (ou quarenta
contos de reis), etc. A palavra milhão tambem se empregava na
contagem do dinheiro, porém então a unidade, a que ella se refe-
ria, era o cru zado. Tanto valia portanto dizer dez milhões (de cru-
zados) como quatro mil contos.

:l2. Para se escreverem ahreviadarnente todos os numeros in-
teiros empregam-se dez letras 011 caracteres especiaes chamados
algarismos, e mais vulgarmente letras de conta.

As figuras e nomes dos algarismos são os seguintes:
O :l 234. v 6789

zero ou cifra, um ; dois, tres, quatro, cinco, seis, sete, oito, nove

D'estes algarismos o primeiro não tem valor algum, e por isso cha-
ma-se algarismo insignificativo, todos os outros chamam-se algaris-
mos significativos e têem o valor indicado (§ 9) pelo proprio nome.
i3. Qualquer dos algarismos significativos, 4, por exemplo, póde

representar 11 unidades de primeira ordem, 4. unidades de segunda
ordem ou dezenas, 4. centenas, etc.

Para se conhecer, pois, qual é a ordem das unidades a que se
refere um certo algarismo é necessario, ou escrever por extenso
ao lado d'esse algarismo a ordem das unidades, que lhe correspon-
dem, ou estabelecer alguma convenção pela qual se possa conhecer
o valor particular das unidades de que se trata.

A convenção, que tem sido adoptada, consiste em collocar os al-
garismos, com que se escreve um certo numero, ao lado uns dos
outros e em tal ordem, que o algarismo das unidades de primeira
ordem esteja a direita do algarismo das dezenas, este á direita do
das centenas, o das centenas á direita do algarismo dos milhares
e assim successivamente.

D'este modo é facil conhecer se um algarismo representa uni-
dades, dezenas, centenas, etc., porque, conforme elle occupar o
primeiro, segundo, terceiro, etc. Iogar a contar da direita, assim
representara unidades de primeira, segunda, terceira, etc. ordem.

O numero composto de 2 unidades de primeira ordem, 7 uni-
dades de segunda ordem ou dezenas, 8 unidades de terceira ordem
ou centenas e f unidade de quarta ordem ou milhar escrever-se-
ha, pois, assim, f872.

Se se trocasse a ordem aos algarismos escrevendo, por exemplo,
2781, ter-se-la um numero composto de i unidade, 8 dezenas, 7
centenas e 2 milhares.
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Póde, porém, acontecer, que se queira escrever um numero, em
que faltem unidades de ordem inferior a ordem das maiores uni-
dades, que n'elle se contém. como é, por exemplo, o numero dez,
que só contém 1 unidade de segunda ordem. E evidente que n'este
caso é indispensavel indicar por algum signal o legar onde deve-
ria estar o algarismo que falta. O signal, que para este effeito se
emprega, é O (zero), que, como já se sabe, costuma ser conside-
rado tambem como algarismo. Vê-se portanto que -1 significa 1
unidade de primeira ordem, 10 significa I unidade de segunda 01'-
dem ou dez unidades ele primeira. 100 representa uma unidade
de terceira ordem ou c/'m de primeira, etc.

Um numero composto de 3 unidades e 4. centenas sserevcr-se-ha
assim, tl03, isto é, collocando um O entre os dois algarismos signi-
ficativos, a fim de que, estando o 4 no terceiro logar, a contar da
direita, se possa conhecer que o primeiro algarismo da esquerda
representa unidades de terceira ordem ou centenas.

14. Dos princípios expostos conclue-se que qualquer algarismo
tem dois valores, um absoluto e outro relatio«. O absolut» não va-
ria, seja qual for a posição que o algarismo tenha no numero, o
relativo depende d'essa posição. No numero ~l3, por exemplo, am-
bos os algarismos téern o mesmo valor absoluto 3, porém o valor

, rela tiro de um é 3 unidades de primeira ordem e o do outro é 3
unidades de segunda ordem ou dezenas, isto é, 30 unidades de
primeira ordem.

N'esta mudança de valor, por que passa um algarismo, quando se
desloca relativamente aos outros algarismos cio mesmo numero, re-
side o principio fundamental da numeroçõo escripta. Enuncia-se este
principio dizendo: todo algarismo escriptc á esquerdo de outro repre-
senta unidades dez vezes maiores do que se esticesse no lagar ti' esse outro.

Hi. lla duns regras para ler números inteiros, uma para os que
se escrevem com ires ou menos algarismos, e' outra para os que
têem mais de tres algarismos.

A primeira consiste em dizer os nomes dos algarismos ria es-
querda para a direita, acrescentando a cada um d'elles o nome da
unidade correspondente ao logar que occupa.

Segundo esta regra, o numero [126 deve ler-se quatro centenas,
2 dezenas e (j unidades, ou, attendenclo ás excepções (~ 10) aucto-
risadas pelo uso, quatrocentas, .ointe e 6 unidades. () numero 89
que, pela regra geral, deve ler-se H dezenas e 9 unidades, lê-se na
pratica dizendo ouenta e 9 unidades.
,Os numeres, que téern mais de Ires algarismos, lêem-se tlioi-

dinâo-os em classes de Ires algarismos, da dire/trt para a esquerda,
lendo a primeira classe da esquerda, filie lJóde ter 1/11'1108 de tres al-
garismos, como se (asse um numero isolado, acrescentando-lhe com-
tudo .o ,,!ome da unidade a que se refere o seu primeiro alqarisllU)
da direita, depois le-se do mesmo modo a classe que se seque, tom-
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bem com () nome da unidade correspondente ao ultimo algarismo e
assim se continua ote se ter lido a ultima classe da direita.

O numero 423'60'~'705 consta de tres classes e lê-se 423' mi-
lhões, 604 mil, 705 unidades. O numero 32'603'0'18'005'322 lê-se
32 trilliões, 603 bilhões, 48 milhões, 5 mil, 322 unidades; o nu-
mero 8'007'000'627'438'005 lê-se 8 quatrilliões, 7 triüiões, 627 mi-
lhões, 438 mil e 5 unidades.

16. Sabendo-se ler qualquer numero inteiro, não póde haver
difficuldade em escrever um numero. cujo enunciado se ouve.

Heduz-se tudo a ir escrevendo successivamente da esquerda para
a direita os numeros correspondentes ás classes que se vão dizen-
do, tendo com tudo o cuidado de escrever os zeros que forem ne-
cessarios para que nenhuma classe, excepto a primeira da esquer-
da, tenha menos de tres algarismos, e para que não fiquem juntas
classes, que devam estar separadas por outras. .

O numero quatro milhões, tres mil e cinco unidades, por exem-
plo, contém só trcs classes, cada uma das quaes apenas se escreve
com um algarismo, e por isso é necessario completar as duas ul-
timas, escrevendo dois zeros á esquerda de cada uma d'ellas, isto
é, 4003005.

O numero seis billiões, quarenta e duas mil e ires unidades, con-
tém no seu enunciado apenas tres classes; porém, devendo estar
entre a classe dos billiões e a dos milhares a dos milhões. segue-se
que o numero deve ser escripto com quatro classes, uma das quaes,
a dos milhões, ha de constar só de zeros, como em seguida se vê,
6000042 1l03.

17. Na escripturação cornrnercial costuma empregar-se um si-
gnal ({;) chamado cif-rão, para separar a classe dos milhares da
classe das unidades, quando o numero se refere a reis, e outro si-
gnal (:) para separar a classe dos milhares da dos contos. Muitas
vezes deixa-se mesmo de escrever a ultima classe da direita, quando
os algarismos d'ella. são todos zeros e á direita da casa dos milha-
res está o cifrão.

Em vez de se escrever 4235620000 réis, escrcver-se-ha, pois,
4235:6'i0~uOO ou, mais' simplesmente ainda, 4235:6'i0~.

Os dois pontos de onhogrnpnia, que. como fica' dito, servem
para separar a segunda da terceira classe da direita, não devem
comtudo empregar-se com este fim no calculo numerico, quando
for necessario indicar operações, porque, como mais tarde se dirá,
a arithrnetica serve-se d'elles em outros casos com uma significa-
ção inteiramente tli\'ersa.

-18. A numeração dos numeres fraccionarios funda-se na dos nu-
meros iuteiros. Reflectindo na definição (~ 6) de numero fraccío-
nario, reconhece-se facilmente, que este pórle ser representado por
dois numeros inteiros, dos quaes um indique, quantas são as par-
tes da unidade, de que consta a quantidade e o outro, qual é a
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grandeza de cada uma d'essas partes da unidade, isto é, quantas
d'ellas fazem uma unidade.

O·primeiro d'aquelles numeros chama-se numerador e o segundo
denominador. O numerador escreve-se geralmente pela parte su-
perior de um pequeno traço, ou linha divisaria, e o denominador
escreve-se por baixo da mesma linha. A expressão ~, por exem-
plo, representa um numero Iraccionario composto de 7 partes iguaes
entre si e de grandeza tal, que são necessárias 4 para fazerem
uma unidade.

Os numeros fracciona rios escriptos por este modo chamam-se
quebrados. O quebrado é proprio (~ 6), quando o numerador é me-
nor que o denominador e é improprio no caso contrario. Os que-
brados costumam ler-se, ou dizendo primeiro o numerador e de-
pois o denominador seguido da terminação a-os, ou dizendo o nu-
merador seguido da preposição sobre e depois o denominador. O
quebrado ~~, por exemplo, lê-se dizendo dezesete, vinte e seis ávos,
ou dezesete sobre vinte e seis.

19. Exceptuam-se d'esta regra: LO, os quebrados cujo denomi-
nador é algum numero digito, isto é, um dos nove primeiros nu-
meros inteiros; 2.°, os quebrados, cujo denominador é 10, 100,
J 000, ou, em geral, um numero Inteiro escripto com o algarismo
1. seguido de qualquer numero de zeros.

O quebrado, que tem por 'denominador um numero digito, lê-se
dizendo o numerador e depois urna das palavras meios, terços, quar-
tos, ... nonos, conforme o denominador é 2, 3, 4, .. , 9.

i 2 3 8 "
Os quebrados 2' 3' 4" .. 9' etc. lêem-se assim, um meio,

dois terços, tres quartos, ... oito rnnos, etc.
Quando o denominador é 10, 100, 1000, etc. o quebrado lê-se

dizendo o numerador e depois a palavra. decirnas, centesimas, mil-:
1 . O b d 1.7 1.9 27 l' 1 tesunas, etc. s que ra os iO' iDO' iODO' etc. eem-se gera men e
dizendo 17 décimas, 19 centesimas, 27 millesimas, etc.

Chamam- se partes decimaes da unidade ás que se obtéem de-
compondo esta em 10, 100, 1000, 10000, etc. partes iguaes.

20. Numero decimal é o que exprime, quantas partes âeci-
maes da unidade se contêem n'uma certa quantidade.

Para se formarem os numeros decimaes imaginam-se, como para
os numeros inteiros (~ 9), unidades de diversas ordens chamadas
décimas, centesimas, millesimar.decimas millesimas, etc., cada uma
das quaes contém 10 unidades da ordem immediatamente inferior.
Distinguem-se estas novas unidades, das que se admittlram para
a numeração dos inteiros, chamando a umas unidades decimaes e
a outras unidades inteiras.
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Os nomes e valores das ditIerentes ordens de unidades decimaes
são os seguintes:
Unidade , vale lO decimas
Decima da unidade (ou simplesmentedecima). . . .. n lO centesimas
Centesima da unidade(ousimplesmentecentesima) )J lOmillesimas
Millesima. . . . . . . . . .. )J lO decimas millesi-

mas
Decima millesima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . " lO ceniesimas mille-

simas
Centesima millesima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. " lO millionesimas
Millionesima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. » lO decimas millio-

nesimas
Decima millionesima.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . » iO centesimas millio-

nesimas
Centesima millionesima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. » lO billionesimas
Billionesima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • 1.0 decimas billione-

simas
Decima billionesima ..... " . .. .. . . . . . . . . . . . . .. • 10 centesimas billio-

nesimas
Centesima billionesima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • 1.0 trillionesimas
Trillionesima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. , 1.0 decimas trillione-

simas
Decima trillionesima.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 10 centesirnas triüio-

nesimas
etc. etc.

Empregando estas diíferentes unidades bastam os dez algaris-
mos para se escrever qualquer numero decimal, comtanto que haja
algum meio, por onde se conheça a espécie de unidades, a que se
refere cada um dos algarismos.

Os meios, que se têern admittido por convenção, consistem: 1.0,
em collocar uma virgula á direita do algarismo que representa
unidades de primeira ordem; 2.°, em escrever o algarismo que se
refere ás âecimas á direita do que se refere ás unidades, o das
centesimas á direita do das decanos, e assim successivamente, de
mo lo que qualquer algarismo represente unidades tO vezes maio-
res que as unidades a que se refere o algarismo que lhe fica á di-
rei ta; 3.0, em collocar zeros nos legares correspondentes a unida-
des, que não existem no numero, que se quer escrever, quando
porventura este contenha unidades de ordem inferior.

D'estas convenções resulta, que os numeras decimaes equivalem
a numeros fraccionarios escriptos como os inteiros, isto é, sem de-
nominadores.

O numero 8li5,6i23 consta, ~ois, de 84,5 unidades e de 6 âeci-
mas, 7 centésimas, 2 millesimas e 3 decimas millesimas. O numero
0,5067 é formado por 5 decimas, 6 miiiesimas e 7 decimas millesimas .
.21. O numero decimal, que não tem unidades inteiras, lê-se como

se fosse um numero inteiro com a difIerença de se dizer no fim o
nome da unidade a que se refere o ultimo algarismo da direita.
O numero 0,3':236'458 lê-se, portanto, assim, 3 milhões, 236 mil,
458 âecimas millianesimas.
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Para se conhecer mais promptarnente, qual é u nome da unidade
correspondente ao ultimo algarismo da direita, divide-se toda a
parte decimal em classes de tres algarismos da esquerda para a
direita. E evidente que a primeira classe da esquerda tem por ul-
timo algarismo o das millesimas, a segunda classe acaba em mil-
lionesimàs, a terceira em hillionesimas, e assim snecessivamente
até á ultima classe da direita, cujo nome é fácil de conhecer, ou
ell» tenha tres ou menos algarismos. No exemplo acima apresen-
tado na tres classes, a ultima das quaes apenas tem o primeiro
algarismo da esquerda, e por isso facilmente sr, reconhece que o
ultimo algarismo representa décimas das unidades a que se refere
a segunda classe, isto é, dccimas: millionesimas.

22. O numero. decimal maior que unidade póde tambem ler-se
, exactamente, como se lêem os que não possuem unidades ·intciras.

Ha comtudo para ler aquelles numeras outra regra. que consiste
em ler primeiro a parte inteira seguida do vocábulo unidades, e
depois a parle decimal acompanhada do nome da unidade do ul-
timo algarismo da direita.

O numero 45'07,ü'R90'3-Í7'zS1 póde ler-se de dois modos: ou
dizendo 45 triltiões, 676 bilhões, ~90 milhões, 347 mil, 'i81 deci-
mas bülumesimas; ou l~mil, 507 unidades, 6 bitliõee, 000 milhões,
3'~7 mil, ~81 dccimos biüionesimas.

, Em geral, qunndo os numeres decirnaes tem muitos algarismos,
prefere-se o segundo modo de os ler ao primeiro.

EXEROIOIOS

J. Escrever com algarismos os numeres seguintes: doze milhões, dezoito mil,
vinte e quatro unidades; quarenta e oito quintilliões; doze quatrilliões, sessenta bil-
liões, duzentos e cineomta milhões, oitocentas mil e sete ttnidades; trezento« sextil-
liões, oito mil e quatro unidades,

II. Ler os s~guintes numeros : 88903675; 7000250; 430000i87200W;
20108470038000024005.

III. Qual é o menor e o maior dos numeros inteiros que se escrevem com seis
algarismos?

IV. Qual é o numero inteiro immediatamente superior ~ 30872(>99 e o imrne-
diatamente inferior a 250oo370000?

V. Escrever com algarismos os quebrados: sele oilat'os; cinco, doze ávos; deze-
seis sobre vinte e sete; seiscentos vÍllle e tres, novecentos oitenta e quatro ávos; du-
zentos e quareiüa e oito sobl'e mil e qU01'enta,e tres.

V
2 9 iS 324 4065327

I. Ler os numeros: '5; 7; ã5; 1000; 27õõ6T'
VII. Escrever com algarismos os numeros: tres millionesimas; vinte ~ sete tril-

lionestmas ; setenta milhões, trinta mil, ci?l~oenta e oito decimas billionesimas; ses-
senta mil e sele deeimas mzllesimas; sete unidades e oitenta e duas centesimas mil-
lionesima«; vinte e tres milhõe«, sessenta e sete millionesilllas; seiscentas snsue e cinco
11!il,trezentas vinte e oito unidades e oito biiuõe«, duzentas mil e setenta tnllione-
slmas.

VIII. Ler os seguintes numeros: 0,0005; 0,00'170625; 0,9806528374.6'
943,62706; 86473,1103; 4000006,003020603; 11000000,5000000006. '
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CAPITULO II
Addição e subtracção de inteiros

23. Addição é uma operação que tem por fim reunir muitos nu-
meras em um só, isto é, achar um só numero, que contenha tantas
unidades e partes da unidade, quantas são as unidades e partes
da unidade contidas em diversos numeros dados.

Os numeros dados chamam-se parcellas ou addições e o numero,
que se procura, denomina-se somma ou total.

A addição indica-se escrevendo as parcellas em seguida umas das
outras e interpondo a duas parcellas consecutivas o signal + que
signitica mais. A expressão 5 + 6+ 4 lê-se cinco, mais seis, mais
quatro ..

Quando todas as parcellas de uma adrlição são numeros inteiros
(~ 6), o total ou somma não pó de conter senão unidades e é por
consequencia um numero inteiro tambem.

24. As leis da numeração ensinam a achar a sornma ele dois nu-
meros inteiros referidos LÍ mesma unidade, quando algum d'elles
é igual a um. As mesmas leis permutem também determinar, sem
grande diíflculdade, a somma de dois inteiros referidos á mesma
unidade, embora nenhum d'elles seja um. Basta, para alcançar esse
resultado, juntar 1 a uma das parcellas, depois juntar 1 á som ma
obtida, e ir assim proseguindo até se haverem juntado a uma das
parcellas tantas unidades, quantas são as que se contê em na outra
parcella.

A somma ()+ 3 achar-se-ha portanto juntando a 6 cada uma das
3 unidades, que se contêem na segunda parcella. Juntando a 6 uma
unidade obtem-se (~ 9) 7, juntando a 7 outra unidade acha-se 8,
e finalmente, juntando a 8 a terceira e ultirun unidade, chega-se ao
resultado 9, que se procura.

Chegar-se-la ao mesmo resultado se ti parcella 3 se juntasse
cada uma das unidades contidas na parcella 6.

Com eITeito, imaginando uma scrie de seis unidades e depois
outra série de tres unidades, como abaixo se vê

é claro que o numero que contiver todas as unidades da primeira
serie e todas as da segunda é a somrna G+ 3; porém, como o nu-
mero total (Ias unidades das duas series é o mesmo, seja qual for
a ordem por que ellas se vão juntando, segue-se flue esse numero
total será lambem igual á somma das unidades, que existem nas
series

Empregando o signal = para indicar a igualdade dos numeros
aos quaes se interpõe, poderá exprimir-se o resultado, a que pre-
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cedentemente se chegou, do seguinte modo
6+3=3+6

A expressão precedente chama-se uma igualdade, e lê-se dizendo
seis mais tres igual a ires mais seis.

Em geral dá-se o nome de igualdade a toda a expressão com-
posta de duas partes separadas entre si pelo signal =. A expressão
escripta à esquerda do signal ele igualdade (=) chama-se primeiro
membro da igualdade; a ex pressão escripta á direi ta do mesmo si-
gnal chama-se segundo membro.

Do mesmo modo se prova que a somma de mais de duas par-
cellas não depende da ordem por que ellas se vão juntando umas
ás outras. Assim tem-se, por exemplo

6+3+2=3+6+2=~+2+6=6+2+3
Enuncia-se esta propriedade da addição, dizendo que ella é uma

operaçõo commutativa.
De ser commutativa a addição , resulta que a somma de tres ou

mais parcellas não muda de valor, quando algumas d'ellas se sub-
stituem pela sua som ma parcial. Assim a somma 6 + 3 + ~ será
igual á somma 6+5 porque, sendo commntativa a addição é

6+3+2=3+2+6=5+6=6+5
I

Enuncia-se esta propriedade da addição, dizendo que ena é uma
operação associativa.

2~. O processo exposto para achar a somma de diversos nume-
ros inteiros é, em geral, excessivamente moroso. Na simplificação
d'elle é que consiste propriamente a operação chamada addição.

Quando a addição consta só de duas -parcellas e ambas são nu-
meros digitos (~ 19), o processo não tem simplificação. Para este
caso extremamente simples é costume decorar todas as som mas de
dois números digitos, ou recorrer á tabuada de som mar.

Em todos os outros casos é facil simplificar o processo da addi-
ção recorrendo às propriedades que ella tem de ser commutativa
e associativa.

A táboa ou taboada de sommar construe-se muito facilmente es-
crevendo em uma linha horisontal os números inteiros 0, 1, 2,
3) ... 9, por baixo dos numeros d'esta linha os numeros, que se
obtêem juntando t a cada um dos nu meros da primeira linha, por
baixo d'esta linha outra, cujos numeros se formem dos da segunda
linha como os d'esta se formaram dos da primeira linha, e assim
successivamente até haverem dez linhas horisontaes.
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Taboada de sommar

o i 2 3 4 5 6 7 8 9
- - - - - - - - - -
i 2 3 4 5 6 7 8 9 ro
- - - - - - - - - -
):l 3 4 5 6 7 8 9 10 ii
- - - - - - - - - -
3 4 5 6 7 8 9 10 ii i2
- - - - - - - - - -
4 5 6 7 8 9 10 ii i2 i3
- - - - - - - - - -
5 6 7 8 9 10 ii i2 °i3 i4
- - - - - - - - - -
6 7. 8 9 10 :ti i2 i3 i4 15
- - - - - - - - - -
7 8 9 ro ii i2 i3 i4 i5 i6
- - - - - - - - - -
8 9 lO ii i2 i3 i4 i5 i6 i7
- - - - - - - - - -
9 lO li i2 i3 i4 i5 i6 ,1.7 i8

Para achar por meio da taboada precedente a som ma dos nu-
meros, 6 e 3 por exemplo, procura-se um d'elles na primeira li-
nha horisontal e o outro na primeira linha vertical, percorre-se a
linha vertical do primeiro numero, e a horisontal do segundo, e
o numero que apparecer no cruzamento das duas linhas será a
somma dos numeros com que se .entrou na taboada.

26. A somma de dois numeros inteiros, dos quaes um só é
digito, acha-se juntando o numero digito ao numero de unidades
da outra parcella e acrescentando ás dezenas d'esta as dezenas
que porventura resultarem d'aquella somma.

Se os dois numeros forem 24, e õ, ter-se-há, advertindo que a
addição é uma operação associativa,

24+5= 20+ 4+5 = 20+ 9= 29
Se os numeros forem 24, e 8, será analogamente

24+8= 20+ 4+ 8= 20+ 12
e como 20 + '12= 2 dezenas +,. dezena + 2 unidades = 3 deze-
nas + 2 unidades, ter-se-ha finalmente

24+8=32
27. A somma de mais de dois numeros digites obtem-se som-

mando dois d'elles, juntando a esta somma uma das outras par-
cellas, e continuando assim até não haver mais parcellas.

Para effectuar a somma indicada 8 + 3 + 5+ 7, effectuar-ss-ha
primeiro a somma parcial 8 + 3, por exemplo, e ter-se-há

8+3+5+7=H+5+7



depois sommar-se-ha 1t com ti e virá
8+3+5+7= 1.6+7

e finalmente
o resultado é (§ 2oi) independente da ordem das parcellas.

28. A sornma de quaesquer números inteiros póde achar-se ima-
ginando-os decompostos nas unidades de diversas ordens e jun-
tando: 1.0, as unidades de primeira ordem; 2.°, as unidades de
segunda ordem ou dezenas; 3.°, as centenas e assim successiva-
mente até ás unidades de ordem mais elevada.

Sendo [13r> + 267 +8to a somma que se quer eílectuar, escre-
ver-se-hão as parcellas como abaixo se vê

435 = 4 centenas +3 dezenas +5 unidades
267=2 )J +6 .+7»
8iO=8 +i +0

e sommando depois os numeros 5, 7 e O, que representam uni-
dades, os numeres 3, 6 e I, que se referem a dezenas, e os nu-
meros 4, '2 e 8, relativos a centenas, obter-se-lia a somma procu-
rada, visto que a addição é commutativa,

A primeira somma 5 + 7'+ O é (§ 25) 12, e, como este nnmero
.equivale a 1 dezena e 2 unidades, segue-se que juntando a dezena
aos nu meros da segunda columna, ter-se-lia 3 + 6 + 1+ t dezenas,
ou (§ '1.7) 11 dezenas, isto é, t centena e t dezena. Acrescentando
a centena ás centenas da terceira columna acha-se 4 + 2+8+ t
centenas, que é igual a 15 centenas ou 1 milhar e 5 centenas. A
sornma total comprebende portanto 1 milhar, 5 centenas, t dezena
e 2 unidades, e é por consequencia igual a '1512.

29. Na pratica escrevem-se as parceüas umas 710r baixo das ou-
tras, de modo que fiquem na mesma columna vertical os algarismos,
que se relerem a unidades da mesma ordem, e passa-se pela parte
inferior de todas ellas uma linha horisontal. Sommam-se as unida-
des e escrevem-se as unidades d' esta somma pur baixo da linha ho-
risonsal e na columna das unidades, [untam-se as dezenas, que pro-
vierem d'aquella somma, á columna das dezenas e escrevem-se n'esta
columna, e por baixo da horisonial, as unidades da somma da se-
gunda columna, juntam-se as dezenas d'esta nova somma á colusnna
das centenas e oae-se procedendo assim até se haver concluido a
somma dos numeres da ultima columna da esquerda.

Para sommar os numeras 3025, 64.84. e 2375 faz-se o seguinte:
3025
M84
2375
H884

Durante a operação dír-se-ha õ e ta. são 9, 9 e 5 são {4. (escre-
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ve-se 4) vae 1; i e 2 são 3 e 8 são i i e 7 são 18 (escreve-se 8)
vae t: 1 e 4 slo 5 e 3 são 8; 3 e 6 são 9 e 2 são it.

30. Quando a somma dos nu meros de cada columna é inferior
a 10 é indifferente começar a addição pela direita, pela esquerda
ou por qualquer outra columna; não acontece, porém, o mesmo,
quando uma ou mais d'aquellas sommas excede 10, por causa das
unidades, que então lêem de passar de uma columna para a que
lhe fica á esquerda. Na pratica convem por isso começar a opera-
ção sempre pela direita.

31. Quando as parcellas são muitas, ou muito grandes, póile ha-
ver inconveniente em juntar mentalmente as unidades, que vão de
uma columna, ás da columna immediata, porque, se houver sus-
peita de que a operação ficou errada, será necessario recorneçal-a
para descobrir se tal erro existe e onde. Este inconveniente existe
sempre. porém, é evidentemente muito mais sensivel em qualquer
. d'aqueíles dois casos. '

Obvia-se a elle escrevendo as unidades, que devem passar de
columna, em uma segunda linha horisontal e na columna para que
passam, e effectuando no fim uma segunda somma, como em se-
guida se vê.

678Q43
506372
4,58294,
930645
4520lj,4

2i222i
2~74,254

Seguindo este processo póde começar-se a addição por qualquer
dos lados, e não é preciso portanto voltar ao principio para conti-
nuar a operação, quando se receia que haja erro.

Se são muitas as parcellas, pOI' exemplo 40, 60,80, etc., é con-
veniente distribuil-as por grupos de vinte ou mais parcellas, pouco
mais ou menos, sommar as parcellas de cada grupo e, depois de
se haver verificado que estas sommas parciaes estão certas, som-
mar todas as sommas obtidas. Este meio é muitas vezes empregado
na pratica.
32. Subt~acção ou diminuição é uma operação que tem por

fim achar uma das porcellas de uma, addição, quando se dão todas
as outros parcellas e a somma. A subtracção é evidentemente uma
operação inversa da addição,

Sendo 28 a somma de quatro parcellas e 5, 7 e 13 tres d'essas
parcellas, é necessario effectuar uma subtracção ou diminuição para
se obter o valor da parcella desconhecida.

A parcella desconhecida chama-se resto, excesso, ou difTerença i,
1 Na linguagem commercial emprega-se geralmente a palavra saldo para desi-

gnar o resto, excesso ou diflerença.
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cada urna das parcellas conhecidas tem o nome de subtractivo ou
diminuidor, e a somma denomina-se additivo ou diminuendo.

A subtracção indica-se escrevendo o additivo ou diminuendo e
depois os subtracuoos ou diminuidores precedidos do signal -, que
significa menos.

A expressão 18-3-õ-4. lê-se dezoito, menos ires, menos
cinco, menos quatro, e indica urna subtracçãona qual 18 é o ad-
ditivo ou diminuendo e 3, õ e 4. são os subtractivos ou diminuidores.

Designando por urna letra do alphabeto, R por exemplo, a par-
cella desconhecida, isto é o resto, será

lli-3-5-'=R w lli=3+5+'+R

Na subtracção ou diminuição ordinária, ou simples ha só um
subtractivo ou diminuidor. Quando ha mais de um subtractivo, a
subtracção chama-se successiva, porque o resto final depende de
mais de uma subtracção ordinaria.
33. O resto de uma subtracção successiva póde obter-se effe-

ctuando primeiro uma subtracção ordinaria com o additivo, ou di-
minuendo e qualquer dos subtractívos, depois outra subtracção or-
dinaria com o resto da primeira subtracção, tomado como additivo,
e outro subtractivo, depois uma terceira subtracção com o resto
da ultima e um novo subtractivo, e assim successl vamente até não
haver mais subtractivos.

E1Iectuar a subtracção 18-3-õ-lj. é achar um numero desco-
nhecido R, que satisfaça á condição de tornar a somma 3+õ+4+R
igual a 18..Como, porém, suppondo conhecida a parcella R, aquella
somma póde obter-se (§ 31) distribuindo as parcellas em grupos
e sornmando as som mas d'esses grupos, segue-se que reunindo em
um grupo todas as parcellas menos uma, 4. por exemplo, ter-se-há

i8 = ,+ (3+5+R)

usando de parenthesis, como é costume, para designar o resultado
das operações indicadas dentro d' elle.

Da igualdade precedente deduz-se (§ 32)
i8-'=3+5+R

e d'esta, considerando 3+ R como urna só parcella, deduz-se tam-
bem

i8-'-5=3+R
e finalmente

Reflectindo n'este raciocínio reconhece-se, que o valor de R de-
pende de tres subtracções ordinarias, das quaes a primeira tem
por additivo 18 e por subtractivo 4, a segunda tem por additivo o
r~~to d'esta subtracção e por subtractivo 5 e a ultima tem por ad-
ditivo o resultado d'esta ultima operação e por subtractivo 3.
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o mesmo raciocinio nos conduziria -evidentemente aos seguintes
resultados

.....

i8-3-lJ,-5=R i8-3-5-lJ,=R

e, como duas quantidades iguaes a uma terceira (R) são iguaes en-
tre si, segue-se que

i8-3 -lJ, - 5= i8- 3- 5-lJ,= i8- 4.- 5- 3

isto é, o resto de uma subtracção successiva não depende da ordem
por que se etfectuam as subtracções ordinarias.

;:14. O resto de uma subtracção successiva póde achar-se effe-
ctuando uma só subtracção ordinaria, na qual o subtractivo seja a
somma de todos os subtractivos da subtracção successiva, isto é,

i8-3-5-4.= i8-(3+5+4)

Com efíeito, o resto R da subtracção successiva i8 - 3 - 5 - 4,
é a parcella R que faz

i8=3+1í+4.+R

e distribuindo estas parcellas por dois grupos, dos quaes um con-
tenha unicamente R, tem-se

i8=(3+5+4)+R ou i8-(3+5+4)=R

e portanto i8-(3+5+4.)=i8-3-5-lJ,

Esta igualdade mostra, que o parenthesis precedido do signal -
póde supprimir-se, quando dentro d'elle está urna sornma indicada,
, comtanto que cada um dos siqnaes +, que estiver dentro do paren-
thesis, se mude em-.

35. Subtrahir um numero de uma somma indicada equivale a
subtrahir esse numero de qualquer das parcellas, ou da somma de
duas ou mais d'ellas, isto é,

8+4.+5+6-3=8+~+5-~+6

Com eífeito, se a expressão 8+ (4,+ 5 - 3)+ 6 representa real-
mente o excesso da somma 8+ 4,+ 5+ 6 sobre 3, deve (~ 32) ser
verdadeira a igualdade

8+4.+5+6=8+~+5-~+6+3

Ora é fácil verificar que esta igualdade é verdadeira, porque,
podendo decompor-se a somma 8+ (4, + 5 - 3) + 6 + 3 em gru-
pos, de sorte que um d' elles contenha as parcellas 4,+;)- 3 e
3, será

8+ (4.+5-3)+6+3=8+ (4.+5-3+3)+6

e portanto 8+(4+5-3)+6+3=8+(4.+5)+6

ou 8-jU(~+5-3)+6+3=8+lJ,+5+6
2
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Do mesmo modo se prova, que é
8+4+5+6-3=8+~-~+5+6

36. O resto de uma subtracção não muda de valor, qttando se
junta, ou subtrahe o mesmo numero tanto ao additivo, ou 'dimi-
nuendo, como a um dos subtractivos, ou diminuidores, isto é, da
igualdade '

i8-3-5-4=R
deduz-se
(i8+2)-3-(õ+2)-4=R ou (i8-2)-3-(õ-2)-4=R

Com effeito da primeira igualdade deriva (~ 32)
i8=3+õ+4+R

e, como juntando a mesma quantidade, 2, a quantidades iguaes,
iS e 3+5+ .i+ R, se obtéem sommas iguaes, segue-se que

i8+2=3+õ+4+R+ 2

ou, reunindo em um grupo as parcellas 5 e 2 (§ 3i),

i8+2=~ +(õ+2)+4+R

e finalmente (§ 32)
(i8+2)-3- (õ+2)-4=R= i8-3-õ-tI,

Subtrahindo a mesma quantidade, 2, a quantidades iguaes, iS e
3+ 5+ 4, +R, obtéem-se restos iguaes, e portanto será

i8- 2= 3+ õ+ 4+ R - 2

i8-2=3+(õ-2)+tI,+Rou (§ 35)
e finalmente (§ 32)

(i8-2)-3-(õ-2)-4=R=f8-3-õ-4

Esta igualdade deduz-se também mui facilmente da primeira parte
d'esta proposição e více-versa. ,

37. Conhecendo-se os principios da numeração é possivel achar
o resto de uma subtracção ordinaria, porque, sendo, por exem-
plo (§ 34)

f2-4=U-(i+i+f+i)=n-i-i-i-i

é evidente, que pelas leis da numeração se sabe que i2 - i é igual
a ti, ti - i igual a to, e assim successivamente, e portanto que

n-4=8

Este processo torna-se tanto mais laborioso, quanto maior é o
subtractivo, e por isso convém simpliâcal-o para o tornar verdadei-
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ramente praticavel. Na simplificação d'elle consiste propriamente a
operação denominada subtracção, ou diminuição.
38. Quando ambos os termos da subtracção são numeros digitos,

póde achar-se o resto recorrendo á taboada de sommar (~ 25).
Como, porém, todas as subtracções dependem d'aquella especie

de subtracções, que são em numero limitado, é claro que o mais
conveniente será conservar na memoria os restos de todas as sub-
tracções, em que são digitos tanto o additivo, como o subtractivo.

Querendo, comtudo, recorrer á taboada de sommar para achar,
por exemplo, o valor de 9 - 3, procurar-se-ha o subtractiyo 3 na
primeira columna vertical da esquerda (ou na linha horisontal su-
perior) e percorrer-se-ha depois a linba horisontal correspondente
áquelle 3 (ou a columna vertical d'este) até se encontrar o addi-
tivo 9. O resto da subtracção será" o numero escripto no extremo
superior da columna vertical (ou o ultimo da esquerda da linha ho-
risontal) que passa por 9.

39. O resto da subtracção de dois numeros, que não são digi-
tos, no caso em que cada algarismo do additivo não tem valor me-
nor, que o que representa unidades da mesma ordem no subtra-
ctivo, é um numero, que tem por algarismo das unidades o excesso
das unidades do additivo sobre as unidades do subtractivo, por al-
garismo das dezenas o excesso das dezenas do additivo sobre as
do subtractivo, e assim successivamente.

Para demonstrar isto tome-se a subtracção indicada 3578- 1436,
que póde escrever-se assim

3 milhares +5 centenas +7 dezenas +8 unidades - (i milhar ++~centenas +3 dezenas +6 unidades)
ou (~ 34)

3 milhares +5 centenas +7 dezenas +8 unidades - i milhar-
- ~ centenas - 3 dezenas - 6 unidades

e, como o resto não muda de valor (~ 35) se em cada subtracção
ordinaria se tirar o subtractivo de qualquer parcella do additivo,
segue-se que será

3578- H36 = (3 - i) milhares + (5 -~) centenas + (7 - 3) dezenas ++ (8 - 6) unidades

ou (~ 37 ou 38) 3578-H36=~i~2

40. Quando algum algarismo do additivo tem valor menor, que
o seu correspondente no subtractivo, não se póde applicar exacta-
mente o processo descripto (~ 39), porque deixa de ser possivel
a subtracção, cujos termos são aquelles algarismos. Vence-se esta
difficuldade juntando 10 ao algarismo do additivo e { ao algarismo
do subtractivo, que fica á esquerda do correspondente algarismo
do subtractivo.



\!O

Querendo, por exemplo, achar o valor de 6957 - 382 ter-se-ba

6957 - 382= 6 milhares + (9"'_ 3) centenas + (5- 8) dezenas ++ (7 ~ 2) unidades

a, como (§ 36) este resto não varia por se juntarem 10 dezenas
ao additivo (5 dezenas) e 10 dezenas ou 1 centena ao subtractivo
(3 centenas), ter-se-há

6957-382=6 milhares + (9-4) centenas + (i5-8) dezenas +. + (7 - 2) unidades

ou 6957- 382= 6575

Similbantemente se acha

6258 - 479= 6 milhares + (2 - 4) centenas + (5-7) dezenas ++ (8 - 9) unidades
6258-479 = (6 - i) milhares + (i2 - 5) centenas + (i5 - 8)

dezenas + (i8 - 9) unidades
6258-479=5779

N'este exemplo foi necessario juntar 10 unidades -t- tO dez-e-
nas + 10 centenas ao additivo, e 1 dezena + 1 centena + 1 milhar
ao subtractivo.

4.1. Na pratica escreve-se o subtractivo por baixo do additivo,
de modo que as unidades da mesma ordem fiquem em columna
vertical, e subtrahe-se depois o algarismo das unidades do subtra-
ctivo do algarismo das unidades do additivo e, não sendo possivel
esta subtracção, subtrabe-se o mesmo algarismo da somma de 10
com o algarismo das unidades do additivo, e junta-se 1 ao alga-
rismo das dezenas do subtractivo; procede-se elepois com os alga-
rismos das dezenas, como se procedeu com os das unidades, e as-
sim se vae continuando até ao fim da subtracção.

Sendo 24865 o additivo e 19786 o subtractivo, dispõe-se a ope-
ração assim

24865
i9786
5079

e diz-se: 6 para 15 vão 9 e fica 1, 1 e 8 são 9 para 16 7 e vae t
e 7 8 para 8 nada, 9 para 14 ~ e vae 1 e 1 2 para 2 nada.
42. Complemento arithmetico de um numero é a differença

entre esse numero e a unidade da ordem immeâiauunenie superior
á do primeiro algarismo da esquerda do numero.

O complemento arithmetico de 735 é. pois, iOOO- 735 ou
265.

O complemento é o resto de uma subtracção, na qual todos os



algarismos do subtractivo têem valor igualou superior ao dos cor-
respondentes do additivo, e portanto será (~ 4,0)

iOOO- 735= (tO-8) centenas + (tO -4) dezenas+ (tO-5) unidades

e diminuindo t a cada um dos termos d'estas dífferenças (~ 36)
excepto aos da ultima

tOOü- 735= (9 - 7) centenas + (9- 3) dezenas+ (tO- 5) unidades

Raciocinando do mesmo modo acha-se
iOOOO-5070=(9-5) milhares +<9-0) centenas+(tO-7) dezenas

Conclue-se do exposto, que, para achar o complemento arithme-
tico de um numero, deve substituir-se cada algarismo do nijmero,
a partir da esquerda, pelo que lhe falta para 9, e o ultimo alga-
rismo significativo da direita pelo que lhe {alta para 10.

Por meio dos complementos é fácil reduzir qualquer subtracção
a outra, cujo subtractivo seja t unidade da ordem immediatamente
superior á do primeiro algarismo significativo da esquerda do ad-
ditivo.

Reduz-se a subtracção 864,õ-2073 a outra, em que o subtra-
ctivo seja tOOOo, juntando (~ 36) o complemento do subtractivo
~anto a este, como ao additívo. Sabe-se, com effeito, que

8645 - 2073= (8645+7927)- (2073+7927)
e .

8645 - 2073= ~6572-10000 = 6572

Quando o suhtractivo tem menos algarismos que o additivo, ha
vantagem em acrescentar zeros á esquerda d'aquelle, para que am-
bos fiquem com igual numero de algarismos. Será, por exemplo,

3795-247 =3795-0247 =(3795 +9753)-(0247 +9753)
ou 3795-247 = 13548- iOOOO=3548

Na pratica, quando as subtracções se fazem por complementos,
escreve-se o additivo e por baixo o complemento do subtractivo, som-
ma-se este com aquelle e subtrahe-se { ao primeiro algarismo da
esquerda do resultado. Sendo 67854302 o additivo e 230680 o sub-
tractivo dispõe-se a operação assim

67854302
99769320

1)67623622

Nas subtracções successívas procede-se de modo similhante, tendo
sempre o cuidado de preparar os subtractivos, de sorte que tenham
tantos algarismos como o additivo.

Na subtracção successiva 3724 - 47 - 64,2 considerar-se-hão
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como subtractivos os numeros 0047 e 0642, cujos complen entos
são 9953 e 9358 e ter-se-ha (~ 36)
372~-:- 6,7- 66,2= (3726,+ 9953+ 93(8) - (0047+ 9953)- (066,2+ 9358)

ou 3726,- lJ.7- 66,2= 23035- 20000= 3035
I

A operação dispõe-se assim
3726,
9953
9358

2):i035
,

43. Nas expressões compostas de addição e subtracção chama-se
termo a qualquer numero separado de outro pelo signal + ou -.

O valor numerico de uma expressão composta de diversos ter-
mos não depende da ordem, por que elles estiverem escriptos,
comtanto que cada um esteja sempre precedido do mesmo signal
+ou-.

Para demonstrar esta proposição convem distinguir os casos, em
que os termos, que mudam de Jogar, são consecutivos, ou não.

f.0 caso. Sejam quaes forem os signaes dos dois termos conse-
cutivos, é claro que ou ambos têem o mesmo signal, ou não,

Se ambos (4. e 5) têem o signal +, basta considerar como uma
só parcella o resultado de todas as operações indicadas á esquerda
d'elles para se obter (~ 27)

(8-6)+4+5= (8":"6) +5 +4

e por consequencia.

8-6+4+5-3=8-6+5+4-3

Estando precedidos os dois lermos (3 e 2) do signal -, e con-
siderando como additivo o resultado de todas as operações indica-
das á esquerda d' elIes, ter-se-há (~ 33)

(9+ 7)-3-'-2 = (9+ 7)-2-3

e

Estando o primeiro termo (5) precedido do signal + e o im-
mediato (1..) do signal -, e considerando como uma só parcella o
resultado ele todas as operações indicadas á esquerda de ambos,
tem-se (~ 35)

(6-3)+5-4=(6-3)-4+5

e 6-3+5-4+7=6-3-4+5+7

Se o primeiro (4) dos dois termos tiver o signal - e o outro
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(5) o signal + o principio ainda será verdadeiro, como se vê na
ultima igualdade.

2.° caso. Do raciocínio antecedente conclue-se, que em uma ex-
pressão composta de diversos termos, póde qualquer d'elles, com
o signal que o precede, mudar para outro logar trocando-o sue-
cessivamente com o seu immediato. Por meio d'estas successivas
mudanças é facil fazer com que dois termos quaesquer troquem
reciprocamente os seus logares.

Querendo que os termos 6 e 7 da expressão 8+6 - 5 - 2 ++ 7 - 3 troquem reciprocamente de legar, levar-se-há o 6 sue-
cessivamente para a direita até oecupar o penultimo logar, e achar-
se-hão as expressões 8-5+6-2+7-3,8-15-2+6+7-3,
8-5-2+7+6-3 que, pelo primeiro caso têem todas o mesmo
valor, e trazendo depois successivamente o 7 para a esquerda, até
chegar ao Ioga r, que primitivamente occupava o 6, apparecem ex-
pressões 8-5+7-2+6-3 e 8+7-5-2-+ 6-3, quetam-
bem são iguaes entre si e ás primeiras.

Na pratica não é necessario effectuar estas successivas frocas
para se reconhecer que é

8+6-5-2+7-3=8+7~5-2+6-3
4,4'. O valor numerico de uma expressão composta de qualquer

numero de termos póde obter-se subtrabindo a somma de todos
os termos precedidos do signal - da somma de todos os termos
precedidos do signal +. N' este enunciado considera-se o primeiro
termo da esquerda precedido do signal +.

Demonstra-se esta proposição trocando os logares aos termos,
de modo que todos os que tiverem o signal - fiquem depois dos
que tiverem o signal +. Tem-se pois

8+6-5-2+7-3=8+6+7-5-2-3
e pelo ~ 3" será

8+6-5-2+7-3=~+6+n-~+2+~
45. Achar por meio dos complementos o valor de

~628+ 16329- lJ.65- 72+ iOlJ.9- i560
Escrevem-se á esquerda dos termos precedidos do signal - os

zeros necessarios para que todos fiquem com tantos algarismos,
quantos são os do maior dos termos precedidos do signal +, to-
rnem-se depois os complementos dos termos precedidos do signal
-, sommem-se estes complementos com os termos precedidos do
signal +, e do primeiro algarismo da esquerda da sornma tirem-se
tantas unidades, quantos eram os subtractivos.

A operação dispõe-se assim
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i63~9
99535
999~8 ) "I
iO~9
98~~O

3)i7909

4.6. Todo o p'drenthesis precedido do signal + p6de suppriinir-se,
comtanio que os signaes + e -, que estioerem dentro d'elle, con-
tinuem a alfectar os mesmos termos, isto é,

i8+(9+ ~- 5+ 6- 3)= i8+ 9+ ~- 5+ 6- 3

Está demonstrado (~ 34.) que
i8+(9+:l1-5+6-3)= i8+ [(9+2+6)-(5+3)]

e é claro que
i8+ [(9+2+6)-(5+3)J = i8+(9+!+6)-(5+3)

porque a somma 5 + 3 póde (~ 35) subtrahir-se indífferentemente
da somma 18 + (9+2 + 6), ou de qualquer das suas parcellas
(9 + 2 + 6).

Sabendo-se pois (~~ 3i e 34.) que

I •

i8+ (9+~ +6)-(5+3) = i8+9+!+6-5-3

ter-se-ba afinal (~ 4.3)
i8+ (9+ 2- 5+ 6·- 3)= i8+ 9+ ! - 5+6- 3

I

4.7. Todo o parenthesis precedido do signal- pf)de suprimir-se,
comtanto que os signaes + e -, que estiverem dentro d'elle, se tro-
quem em - e +, isto é,

i8-(9 +2 -5+ 6-3) = i8-9-2 +5-6+3

Sabe-se com efIeito (§ 4.4.) que
i8-(9+2-5+6-3)= f.8- [(9+2+6)-(5+3)]

e, porque (~ 36) o resto não varia juntando 5+ a tanto ao addi-
tivo 18, como ao subtractivo (9 +2 +6) - (5 + 3),

i8-[(9 +!+6)-(5+3)J = i8+5+3- [(9+~+6)-(5+3)++ (5+3)Jou (§ 32)
i8- [(9+!+6)-(5+3)J = 18+5 +3-(9 +2+6)

e (~ 34.) portanto
i8-[(9+2+6)-(5+3)] = i8+5+3-9-2-6

e (§ 4.3)
i8- (9+ 2- 5+ 6-1) = i8- 9-!a + 5- 6+ 3



EXEROIOIOS

1. Effectuar as seguintes addições começando pela direita, ou pela esquerda:
6543+829+ i2635+395479+48=? lO035i +22700062+ i00070+729+
+80059=?
II. Effectuar as seguintes subtracções indicadas: 26580367- i5892609 =?

~00055- 429=? iooOOOO- 897439=? 4005000- 25it:0807=? 927 - 62-
-325-409==?
III. O cardeal D. Henrique nasceu em Almeirim a 3i de janeiro de:l512 e íal-

leceu na mesma terra a 31 de janeiro de Hi80. Que idade tinha quando morreu?
IV. Achar os complementos nos numeros 8; 1.0000; 82675; 99999; 99800;

599360; 999007.
V. Elfectuar por complementos as seguintes subtracções indicadas: 8000-

-999=? 58it:7-980=? iOOOO-8174=? 9872-lOOO-i99-990-
-5090=?
VI. UmcoJlegio,que tem 126 alumnos, está dividido em 5 classes: na primeira

ha quarenta alumnos, na terceira 25, na quarta 27, e finalmente na quinta classe
ha 16 alumnos. Quantos são os alumnos da segunda classe?
VII. Effectuar por complementos as seguintes addições : 5248 + 3897 =?

50248+326=? 82456+30627+59+ 348 = ?
VlII. Achar a sommadas parcellas: (623- 325), (96G4- 327), (5089- 2607)

e (1.8008- 92(6) sem effectuar estas subtracções indicadas.
IX. Calcular o resultado das seguintes operações indicadas i2648 - 3206++51.08+92358- 27635-12008 + lO7- 59028.

CAPITULO III
Multiplicação de numeros inteiros e de potencias de inteiros

4~.Multiplicação ~ uma operação pela qual se acha um nu-
mero, que se [ôrma de outro, como um terceiro numero se [ôrma
da unidade.

Na multiplicação dão-se dois numeres, que se chamam factores
e pede-se um, que é o producto,

Chama-se especialmente multiplicando ao factor, de que é for-
mado o producto, e multiplicador ao factor, que se fórma da uni-
dade, como o producto deve formar-se do multiplicando. Quando
um dos factores é t, o producto é por definição igual ao outro
factor.

Chamando-se, em geral. modulo d'uma operação ao numero
que combinado por meio d'elta com outro numero dá no resultado
este mesmo numero, será i o modulo da multiplicação. N'isto se
distingue a multiplicação da addição, cujo modulo é evidentemente
zero.

Indica-se um producto escrevendo o multiplicando seguido do
multiplicador e collocando entre ambos um dos signaes • ou X
que se lê multiplicado por. Mais tarde se reconhecerá que não é
essencial escrever o multiplicando á esquerda do multiplicador.

Não se costuma empregar o signal de multiplicação, quando al-
gum dos factores é o resultado de operações indicadas dentro de
um parenthesis, ou quando é representado por uma letra do al-
phabeto.



As expressões 5.3, ou 5X3 e 5. !' ou 5X !' i~dicam dois
productos, que se lêem cinco multiplicado por tres e cinco multi-
plicado por tres quartos.

49. Um producto põâe sempre considerar-se equivalente a unLa
somma de parcellas iguaes.

Se o multiplicador é numero inteiro, todas as parcellas são iguaes
ao multiplicando, porque, sendo necessario repetir a unidade como
parcella para com ella se formar o multiplicador, segue-se que
deve tambem repetir-se (§ 48) o multiplicando como parcella para
similhantemente se formar O producto. E por isto que da igual-
dade

se deriva
3={+{+{

5x3=5+5+5
Se o multiplicador for numero fracciona rio, será necessarío de-

compor a unidade em partes iguaes e repetir como parcella, não
a unidade, mas uma d'essas partes, para se saber como o multi-
plicador se fórma da unidade, e por consequencia como é que o
producto deve formar-se do multiplicando.

O quebrado !, por exemplo, é a somma de tres partes, cada
uma das quaes é quatro vezes menor que a, unidade (§ t9) e se

i. .representa por 4' Isto e
3 { { {'=4+4+4

O producto de qualquer numero, 5, por ~ deve, pois, ser igual~ ,
á somma de tres partes, ou parcellas, que sejam também quatro
vezes menores que 5.

50. Da proposição precedente conclue-se, que o producto deve
ser da mesma espécie que o multiplicando, e que o multiplicador
póde sempre reputar-se numero abstracto, porque serve apenas
para indicar o modo por que o producto ha de ser formado do mul-
tiplicando.

Da mesma proposição, e do que se expoz no ~ 3, conclue-se
tambem que, se o multiplicador for inteiro, o pro dueto será tantas
vezes maior que o multiplicando, quantas forem as unidades do
multiplicador.

51. Póde um producto considerar-se como multiplicando em uma
segunda multiplicação, e formar portanto com um novo factor um
producto de tres factores.

Considerando 5 X 3 como multiplicando e 4- como multiplicador,
tem-se evidentemente (~ .\9)

5x3x~=5x3+5x3+5x3+5X~
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ou 5x3xg,=5+5+5++5+5+5++5+5+5++5+5+5
Um producto de tres factores póde tambem considerar-se como

multiplicando em urna outra multiplicação, dando por isso ori-
gem a um producto de quatro factores. Escrevendo 6 vezes o se-
gundo membro da precedente igualdade tem-se uma somma igual
a 5X3X4X6.

Similhantemente se podem formar prodúctos de õ, 6 ou mais
factores. Em geral a ordem por que elles estão escriptos indica a
ordem por que devem suppor-se feitas as operações. Em seguida
se provará que o resultado final não depende d'esta ordem.' ,

õ2, Oproducto de dois.numeros inteiros não muda de valor, quan-
do o multiplicando se converte em multiplicador e este em multipli-
cando.

O producto õ X 3, em que õ é o multiplicando, é igual (§ t,9)
á sornma 5+õ+ õ ; suppondo, porém, que 3 e o multiplicando,
tem-se o producto 3X5=3 + 3+3+ 3+ 3.

Para demonstrar o principio enunciado é preciso portanto pro-
var que é verdadeira a igualdade,

5+5+5=3+3+3+3+3'
cujos membros são duas sommas dispostas de modo que o nu-
mero das parcellas de uma é igual a qualquer das parcellas da
outra.

Decompondo em unidades as parcellas da primeira somma vem
5+5+5=i+i+l+i+i++i+i+i+l+i++1+I+i+i+1

e, como o valor do segundo membro é o mesmo, seja qual for a
ordem (§ 27) por que se juntam as parcellas, segue-se que, som-
mande as unidades escriptas em cada columna vertical, virá

5+5+5=3+3+3+3+3
Admitindo a convenção (~ 48) de escrever o multiplicando antes

do multiplicador, o principio demonstrado póde exprimir-se pela
igualdade 5x3=3x3
que se traduz no seguinte enunciado: o producto de dois numeras
inteiros não depende da ordem dos factores. A multiplicação é, pois,
uma operacão commutativa (~ 24).

õ3. O producto de tres numeros inteiros não muda de valor,
quando se trocam os logares aos ultimos dois, isto é,

líx3x~=5x~x3
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Com effeito, sabe-se (§ ti f) que é
5x3xlJ.=5+5+5+

+5+5+5+
+5+5+5++5+5+5

Reunindo ou associando n'um grupo todas as parcellas de cada
columna (§ 24) tem-se

5x3xlJ.=5x4+5x4+5X4
e por consequencia (§ 49)

5x3x4=5xlJ.x3
Substituindo cada parcella por t e recorrendo á definição ode

multiplicação, acha-se
5x3 x4=5(3 x4)=5(4x3)

Logo: L o multiplica-se um pl'oductn de dois factores inteiros
(tiX3) por qualquer numero inteiro (l~) multiplicando um s6 dos
factores (3) pelo dito numero inteiro; ~.o a multiplicação é uma
operação assocuuira (§ 2'~).
M. O proâucto de qualquer numero de factores inteiros não muda

de valor, quando se troca a ordem a dois factores quaesquer.
Para se demonstrar esta proposição convem distinguir o caso

em que os dois factores estão consecutivos, d'aquelle em que es-
tão separados por um ou mais factores.

1.o caso. Se os dois factores, 6 e 7, estão consecutivos basta
considerar, como um só factor ( 5i), o producto de todos os fa-
ctores escriptos á sua esquerda, para se reconhecer (§ 53) que
elIes podem mudar de logar. Tem-se pois

4x 3x6 x 7=(lJ.x3)6x 7.=(lJ.x3)7x 6=4 x3 x 7x6
e lJ.x3x6x7x5x2=lJ.x3x7x6x5x~

2. o caso. Não estando seguidos os dois factores, rs e 6, é per-
mittido levar qualquer d'ellos para o logar do que está immedia-
tamente antes ou depois, e em seguida mudal-o do novo logar
para o do que se lhe segue e assim succe sivamente, até que o
factor em questão occupe o Ioga r, que se quizer. Por estas sue-
cessivas trocas o factor 6 do producto 3X rsX 7X 2X6 pôde
. caminhar para a esquerda, de orte que este producto se trans-
forme nos productos 3XrsX 7Xô X2, 3XflX6X7 X2 e
3X 6 X;) X 7 X 2 iguaes ao primeiro producto, e deslocando
agora o ractor 5 para a direita, até elle chegar ao primitivo logar
do 6, chega-se a concluir que

3x5x7x~x6=3x6x7x~x5
\

Este raciocínio é inteiramente análogo ao do 2,0 caso do ~ -i3.
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55. Multiplicar um producto por um inteiro equivale a multi-
plicar pelo inteiro um dos factores, ou o producto de dois ou mais
d'elles.

O producto dos factores 2.3.5.7.6 e 4. pode obter-se multi-
plicando 4. pelo producto, 3.7 por exemplo, dos factores 3 e 7,
isto é

2.3.5.7.6 x 4= ~(3.7 x 4).5.6

Com effeito (~ 54.) é
2.3.5.7.6 = (2.5.6).3.7

e n'este ultimo producto de tres factores tambem é (~ 54.)
(2.5.6) .3.7 = 3.7 (2•5•6)= (3•7)(2.5.6)

e por consequencia (~ 54)
2.3.5.7.6= (2•5•6)(3.7)

e 2.3.5.7.6 x 4= (2•5•6)(3.7) x 4

Ora o segundo membro é um producto dos tres factores (~ 53)
(2.5.6), (3.7) e 4.. logo

2.3.5.7.6 x 4= 2.5.6 (3.7 x 4)

ou 2.3.5.7.6 x 4= 2(3.7 x 4).5.6

56. O producto de dois numeros inteiros pó de sempre obter-se
(~ 4.9) por meio da addição; quando, porém, os numeros não são
dígitos, a addição póde tornar-se bastante laboriosa por envolver
consideravel numero de parcellas, ou por ser grande o valor de
cada uma. Felizmente é facil simplificai-a, quando todas as suas
parcellas são iguaes, e é exactamente n'essa simplificação, que con-
siste propriamente a operação ,d'arithmetica denominada multipli-
cação.

Para se descobrirem as simplificações, que podem introduzir-se
na addição, quando as parcellas são tguaes, é conveniente conhecer
as proposições, que se seguem. ,

57. O proâucto de dois factores. dos quaes um consta de varios
termos e outro é um numero inteiro, é igual á expressão, que se
obtem substituindo cada um d'cquelles termos pelo seu producto por
o factor int!]iro, isto é ,

~-6+~3=8x3-6x3+'x3

Considerando 8 - 6 + 4. como multiplicando tem-se (~ 4.9)
(8-6 + 4)3= (8- 6t4~+

+(8-6 4 +
+(8-6 4

Supprimindo os parenthesis (~ 4.6)e trocando a ordem aos termos



30

(~ 4.3) acha-se
(8-6+~)3=8+8+8-

-6-6-6+
+~+~+~

e por consequencia (~~ 4.6, 4.7 e 4.9)
~-6+~3=8x3-6x3+~x3

Se 8-6+ 4. fosse multiplicador, bastaria saber (~ 52) que o
valor do producto é o mesmo, seja qual fôr o multiplicando ou o
multiplicador, para se concluir que o principio ainda é verdadeiro
n' este caso. ~ facil comtudo demonstrai-o directamente porque
sendo o multiplicador (~ 4.6)

8-6+~=i+i+i+i+i+i+i+i--i-i-i-i-i-i+
+i+i+i+i

bastará substituir (~ ~8) cada uma d'estas unidades pelo multipli-
cando 3 para se obter o numero que se fórma de 3, como
8 - 6+ 4. se fórma da unidade. Será pois

3~-6+~=3+3+3+3+3+3+3+3--3-3-3-3-3-3+
+3+3+3+3

e finalmente (~~ 46, 4.7 ~ 4.9)
3~-6+~=3x8-3x6+3x~

Diz-se por isto que a multiplicação I! operação distributiva re-
lativamente ás operações indicadas na expressão 8 - 6+ 4..

58. Do principio demonstrado no ~ anterior resulta que uma
expressão composta de addições e subtracções, na qual cada um dos
termos é producto de dois {actores, póde converter-se em um só pro-
dueto, quando o mesmo numero I! {a'clor em todos- os termos.

Tendo, por exemplo, a expressão 7X3--6x3+~X3-2X3,
na qual todos os termos são productos em que entra o factor 3,
poder-se-há escrever a igualdade (~ 57)

7x3-6 x3+5 x 3-2x 3= (7-6+5-2)31
na qual o segundo membro é um só producto.

O factor 3 é, em relação aos productos 7X3, 6X3, 5X3,
2X3, um factor commum. Tirar o factor commum 3 a uma ex-
pressão

7x3-6x3+5x3-2x3
é substituir a esta expressão o producto indicado

(7-6+5-2)3
59. O producto de duas sommas indicadas é igual á somma dos
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productos parciaes de todos os termos d'uma das sommas por cada
um dos termos ãa outra somma, iste é

(3+5+7) (2+4)=3.2+ 5. ~+7 .~+3 .4+5 .4+7.4

Considerando o factor 3+5+7 como um só numero, tem-se
(~ iS7)

(3+5+7) (2+4)= (3+5+ 7)2+(3+5+7)4

, effectuando as multiplicações (~ 57) indicadas no segundo mem-
bro, vem

(3+5+7) (2+4) =3.2+5· 2+7.2+3.4+5.4+ 7.4

60. O producto de duas differenças indicadas é igual a uma ex-
Ipressão composta de termos, cada um dos quaes é o producto d'um
dos termos d'uma das differenças por um termo da outra differença
e está precedido do signal + ou - conforme os termos, que se mul-
tiplicam, téem o mesmo signal ou signal contrario, isto é

(8-4-2) (6-3) =8.6-4. &-2.6-8.3 +4.3 +2.3

Considerando 8 - 4.-2 como um só numero, tem-se (~ iS7)
(8-4- 2)(6'- 3)= (8-4 - 2)6-(8 - 4- 2)3

Effectuando as multiplicações indicadas no segundo membro
(~ 57), vem .

(8-4-2) (6-3) = 8.6-4.6-2.6-(8.3 -4. 3-2.3)

ou (~ 47)
(8-4-2)(6-3)=8.6-4.6-2.6-8.3+4.3+2.3

6 L É facil applicar a proposição demonstrada no ~ precedente
ao caso em que ambos os factores contêem addições e subtracções
indicadas. Sendo, por exemplo 8-3+6 e 9+4.-2 os dois fa-
ctores, será (~ 57)

(8-3+6) (9+4-2) = (8-3+6) 9+ (8-3 +6) 4-(8-3 + 6)2

e (~§ 57 e 4.7) finalmente

(8-3+6) (9+4-2) =8.9-3.9+6.9 +8.4-3.4+6.4-8.2+3.2-6.2
. ,

62. O producto de um numero inteiro por to, 100, iOOO, etc.
é o mesmo numero inteiro seguido de 1, 2, 3, etc. zeros, isto e

~34>< 100= 23400

Considerando tOO como multiplicando (~ iS2) reconhece-se que
234.X too equivale (~ 49) á somma de 234 parcellas iguaes a
100 unidades, ou a t centena, e por consequencia que aquelle
producto é igual a 234 centenas, ou a um numero com zero de



3!:

unidades, zero de dezenas, 4 centenas, 3 milhares e 2 dezenas de
milhar. ,

Do mesmo modo se raciocinaria, se o segundo factor fosse iOOO,
toOOO, etc.

63. O producto de dois numeros inteiros, dos quaes tem ou am-
bos terminam á direita em zeros, acha-se multiplicando os ditos nu-
meros sem fazer caso dos zeros, e escrevendo á direita do produclo
obtido todos os zeros de que não se fez çaso, isto é

23400 x 860 = 234 x 86 x iOOO

Com effeito, sendo (~ 62)
23400 x 860 = (234. tOO) (86. tO)

(234. tOO) (86 • to) = 23j, (86 • to) tOO

234(86. iO). too = 234 .86. io, roo
e (~ 55)

será (~ 6~) 23400 x 860 = (234 • 86) iOOO
•6~. O producto de dois numeras inteiros póde achar-se (~ 49)

som mando tantas parcellas iguaes a um d'elles, quantas são as
unidades do outro. Quando, porém, os numeros não são digitas,
póde simplificar-se muito este ·processo, se acaso fôr possível obter
com promptidão o producto de dois numeras digitas. Para esse
fim é que se decoram nas escolas primarias todos estes produ-
ctos. Póde tambem recorrer-se á taboada da multiplicação, que
com muita facilidade fornece os productos de dois numeros digi-
tas. É innegavel, porém, que o melhor meio de facilitar o pro-
cesso da multiplicação é ter de cór o que vulgarmente se chama
taboada de multiplicar.

Taboa da multiplicação
I

i 2 3 4 5 6 7 8 9
- - - - - - - - -
2 4 6 8 lO 1.2 i4 i6 i8
- - - - - - - - -
3 6 9 i2 i5 i8 2i ~4 27
- - - - - - - - -
4 8 i2 i6 20 24 28 32 36
- - - - - - - - -
5 to i5 20 25 30 35 40 45
- - - - - - - --..,- -
6 i2 i8 24 30 36 1~2 48 M
- - - - - - - - -
7 U 2i 28 35 42 49 56 63
- - - - - - - - -
8 16 24 32 40 ]1,8 D6 64 72
- - - - - - - - -
9 i8 27 36 45 54 63 a 8i
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Construe-se esta taboada escrevendo em uma linha horisontat
todos os numeros digitos por ordem de grandeza, por baixo de
cada um d'elles a somma do dito numero comsigo mesmo, em
uma terceira linha horisontal a somma dos numeros da segunda
linha com os que lhes correspondem na primeira. e assim sue-
cessivamente, de modo que os números de cada linha horisontal
sejam as sommas dos numeros da linha precedente com os ela pri-
meira, até chegar á ultima linha. que é a que começa por 9.

Vê-se, pois, que, os números da segunda linha são os productos
dos da primeira por 2, os da terceira são os productos dos da pri-
meira por 3, os da quarta os productos dos mesmos números por
4, e assim successivamente até aos da ultima que são os productos
de todos os numeros digitos por 9.

Querendo achar o producto de dois numeros digitos entra-se
com elles na taboada, exactamente como se se quizesse achar a
somma de dois numeros digitos por meio da taboada de som mar
(§ 25), e achar-se-há no cruzamento das linhas, horisontal e ver-
tical, que contêem os ditos numeros, o producto procurado.

65. O producto de dois numeros, dos quaes um é digito, póde
achar-se decompondo o que não é digito nas unidades de diversas
ordens e multiplicando cada uma das parcellas resultantes pelo fa-
ctor digito.

Para multiplicar 6487 por 9 substitue-se o primeiro factor pela
somma indicada 6000 + 400 +80 + 7 e ter-se-ha (§ 57) .

6fl,87 x9=6000x9+fl,OOx 9+ 80x9+7 x 9
ou (§ 62)

M87x9=6x9x 1000+4x9 x 100+8x9x 10+7 x9

Para multiplicar qualquer numero por um numero digito basta
multiplicar o numero digito pelo algarismo elas unidades do outro
factor, depois pelo algarismo elas dezenas do mesmo factor, pelo
algarismo das centenas, etc., e escrever á direita do segundo pro-
dueto um zero, á direita do terceiro dois zeros e assim successiva-
mente. PMe. porém, deixar-se de escrever estes zeros advertindo
que o primeiro prcducto representa unidades de primeira ordem,
o segundo unidades de segunda ordem, etc., e por consequencia,
se todos os productos forem numeros dígitos, dever-se-hão escre-
ver esses productos pela ordem por que foram enumerados da di-
reita para a esquerda, e, se não forem numeros digites, escrever-
se-hão tambem os productos pela mesma ordem, tendo, porém, o
cuidado de juntar as dezenas, que provierem de cada um dos pro-
duetos, ás unidades do producto, que se lhe seguir para a esquerda.

Se se escrevessem, por baixo umas das outras, 9 parcellas
iguaes a 6487, e, se depois se empregasse o processo denominado
addição, reconhecer-se-la tambem que a somma da columna elas

3



unidades era 7 + 7 + 7 +... + 7 ou 7 X9, a das dezenas 8X9
e assim por diante.

Na pratica dispõe-se a operação escrevendo só uma vez o nu-
mero, que não é digito, e por baixo o outro

M87
9

58383

e diz-se 9 vezes 7 são 63 (escreve-se 3) e vão 6, 9 vezes 8 são
72 e 6 que iam são 78 (escreve- e 8) e vão 7, 9 vezes IJ. são 36
e 7 são 43 (escreve-se 3) vão 4., 9 vezes 6 são 54 e 4 são 58.

66. Quando nenhum dos factores é digito, decompõe-se um d'elles
nas unidades de diversas ordens e multiplica-se cada uma lias par-
cellas resultantes pelo outro factor. Sendo 6472 e 3/..6 os dois fa-
ctores, escrever-se-La

61,72x 31,6= 6472 (300 + 40 + 6)
ou (§ 57)

6472 x 31J,6= 6",72 x 300 + 6172 x 40 + 6472 x 6

e portanto (§§ 62 e 53)
6472 x 346 =61J,72 x 3 x iOO+6472 x 4 x :1.0+6472 x 6

Sabendo-se (§ 65), pois, eflectuar as multiplicações 6472 X3,
6í72X4 e 6í72X6 ha ta juntar (~ 62) uma ou mais cifras á di-
reita d'e tes productos para se obterem tres parcellas, cuja som-
ma será igual ao producto procurado.

Chegar-se-Ia á mesma conclusão imaginando 346 parcellas iguaes
a 64i2 e formando com ellas tre grupos, um de G, outro ele IJ.O
e outro de 300 parcella . A somma das primeiras 6 parcella é
facil de obter (§ (5); a das 40 parcellas reduz-se á somma das
som mas de 10 grupos cada um ele 4. parcellas, a sornma de cada
um d'este grupos ele 4 parcella é Iacil ele achar. e a somma dos
10 grupos é a somma de um dos grupos de Ij. parcellas com um
zero á direita; a somrna das 300 parcellas obtem-se também som-
mando 3 parcellas e escrevendo á direita dois zeros.

Na pratica escreve-se um dos numeros, ordinariamente o que
tem meno algarismos, por baixo do outro, e pa a-se pela parte
inferior de ambos uma linha; multiplica-se o algarismo da uni-
dades do factor debaixo por todo o outro factor, muluplíca-: e ele-
pois por este factor o algarismo das dezenas do outro, e assim se
continúa, tendo corntudo o cuidado de escrever o productos par-
ciaes uns por baixo dos outros de modo que o primeiro algarismo
d,a direita de cada producto parcial corresponda ao segundo alga-
nsmo do proríucto que lhe está por cima. Póde também começar-se
a operação pelo algarismo da maiores unidades do factor debaixo,
mas então é o algarismo das dezenas de cada producto parcial que
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fica por baixo do algarismo das unidades do anterior. A operação
dispõe-se, tanto n'um como n'outro caso, p'elo modo abaixo indicado

6472 64,72
J4,6 346

38832
25888
19H6
22393:12

19H6
25888
38832

2239312
Querendo começar a operação pela esquerda do numero supe-

rior é necessário, para cada producto, escrever em uma segunda
linha as dezenas, que provêem dos productos dos algarismos do
mesmo numero pelos algarismos do numero inferior. Este methodo,

. inteiramente analogo ao que póde applicar-se em circumstancias
identicas na addição (~ 31), não é comtudo preferivel ao methodo
ordinário de que acima se Iallou. A operação executada por este
novo modo dispõe-se, como abaixo se vê, conforme se começa
pela direita ou pela esquerda do segundo factor.

6472 6472346 346
6'122 82163241 H24688 4,688212 2128'lH6 6422H2 32H---2239312 2239312

67. O numero de algarismos de qualquer producto de dois fa-
ctores inteiros 6 igual á somma dos numeres de algarismos dos (a-
ctores, ou á mesma· smnma diminuida de 1.

Sendo 60854. um dos factores e suppondo que o outro, por
exemplo 32(), tem só tres algarismos, o producto deverá escrever-
se com 8 (isto é, 5 + 3) algarismos, ou com 7.

O segundo factor, que se suppõe differente de iOO, por ser in-
teiro e se escrever com 3 algarismos, está comprehendido entre
fOO é rooo.

Usando dos siqnae« de desigualdade l.> e< que se lêem maior
que e menor que ter-se-ba pois "

100<325<1000

I Chama-se desigualdade á expressão composta de duas partes desiguaes e se-
paradas uma da outra por um dos signaes > ou <. A expressão escripta á es-
querda do signal chama-se p"imeiro mémbro, a escripta á direita segundo membro •
Das duas expressões a maior deve sempre ficar do lado da abertura do angulo,
OU signal de desigualdade, e a menor do lado do vertice.
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e portanto 60854 x iOO< 6085ft, x 325< 608M x iOOO

visto que, qualquer d'esfes tres productos equivale a urna somma
de parcellas iguaes a 60854 e, quanto maior fôr o numero d'estas
parcellas, maior será a somma.

O producto de 60854 por 1000 tem (~ 62) evidentemente 8 al-
garismos, isto é, tantos, quantos são os algarismos dos factores
608B4 e 32B, o producto de ü0854 por 100 tem 7 algarismos.
Logo o numero de algarismos do producto 608MX3:2B ha de ser
7 ou 8.

68. O numero de algarismos de um proâucto de 3, 4, B, etc. {a-
ctores inteiros está comprehendido entre a somma dos numeras de
algarismos de todos os (actores e a mesma somma diminuida de 2,
3, 4, etc., unidades.

Sejam 42ti67, 6234 e B24 os factores d'um producto,

Por ser iOOO< 623ft, < iOOOO

será ft,2567 x i000< ft,2567 x 623ft, < 42567x :10000

e por ser iOO<52ft,< iooo
será ft,2567xiOOOxiOO<42567x623~x524<lt,2567xiOOOOxiOOO

Ora o numero de algarismos do primeiro d'estes tres productos
é B+ (!~- t)+ (3 - t) ou 10, por ser 4 o numero de algarismos
do factor 6234 e 3 o dos algarismos do factor 5':H, e o numero
de algarismos do ultimo dos tres productos é 5 + 4 --r- 3, logo o
pro dueto 42567 X6~34X524, não póde ler menos de 10 algaris-
mos, nem 12 ou mais algarismos. lIa de ter portanto 10 ou 11
algarismos.

69. Todo o producto de {actores iquaes chama-se potencia i.

O {actor, que se repete denomina-se raiz ou base, e o numero que
designa quantas vezes a raiz ou 'base entra éomo [actor, chama- se
grau ou expoente da potencia ..

1 Chama-se, em geral, (Cauchy, CO!!l"Sll'analyse, Ir. partie, note Ire) potencia
d'um numero ao numero que se [ôrma d' elle por- multipiiuiçiic, do mesmo modo
que um outro nume,'o chamado expoente, se [ôrma por aeldiçüo ela unidade. Ao
numero dado chama-se base ou raiz da potencia. Se o expoente é ~,isto é, uma

1

das 3 partes iguaes em que pode decompor-se i por addição, a potencia 83 será
um dos 3 faclores iguaes em que pode decompor-se 8 por multiplicação. Saben-

_ 1 5

do-se que é 8= 2 x 2 x 2, ter-se-ha 83= 2. A potencia @será evidentemente o
1

producto de 5 factores iguaes a 83 ou 2, Em geral uma potencia é sempre o pro·
dueto de factores iguaes entre si, sendo estes factores iguaes á hase, quando o
expoente é numero inteiro, e iguaes a um dos factores iguaes, em que ella pode
decompor-se, quando o expoente é numero fraccionario. Distinguem-se aquellas
potencias d'estas chamando a umas potencias inteiras e a outras potencias r,-accio·
nat'las.
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Indica-se abreviada mente uma potencia escrevendo á direita da
raiz e um pouco acima d'ella o expoente. O producto ~ X~ X
X Õ X~é pois igual á potencia ~4, que se lê cinco elevado, ou
levantado a quatro, e também quarta potencia de ~.

Dá-se especialmente o nome de quadrado de um numero á po-
tencia do segundo grau (ou segunda potencia) d'esse numero e
cubo de j(rIl numero á potencia do terceiro grau (ou terceira po-
tencia) do numero. As expressões 52 e ;-;3, equivalentes a ~X~
e ~X~X5, lêem-se ordinariamente cinco elevado (ou-levantado)
ao quadrado, cinco elevado (ou levantado) ao cubo.

Por analogia diz-se algumas vezes que a primeira potencia de
um numero é o proprio numero, ou que ~i, por exemplo, é igual
a ü.

Uma potencia póde sentir de raiz a outra potencia. O producto
54X~4X54 equivale á terceira potencia de ~4, isto é, a (~4)3. Esta
mesma potencia de potencia póde ser tambem raiz de outra poten-
cia como se vê na igualdade

«54?? = (54)3X (54)3

70. O producto de potencias da mesma raiz ~ uma outra poten-
cia da raiz commum, cujo expoente e igual á somma dos expoentes
dos factores, isto é,

5~xfí3 X 54=52+3+4

Sabe-se com effeito .(~ 69) que
52X[j3x54=(5 x5) (5x5x5) (5x5 x5x 5)

~x~X~=5x50x5x~0x5x5x~,ou

e transportando para a esquerda de todos os factores um dos fa-
ctores encerrado entre parentbesis (§ ~4.) e supprimindo este de-
pois

5:1x53x54= (5x!5 x5)5x5(5x5x5 x 5)- .
52X 53X 54= 5x 5x 5x 5x 5(5x 5x 5x 5)

00 ~x~x~=5x5x5x5x5x5x5x5x5

Mas evidentemente este segundo membro equivale- a uma po-
tencia composta de tantos factores iguaes a 5, quantas são as ve-
zes que o mesmo factor entra nas potencias ~!, ~3 e 5', logo

5!x53X54=5~+3+4

.Similhantemente se prova que 42X4X43 ou 41!X41X43 é
igual a 4~+i+3.

71. O producto de potencias do mesmo grau (ou expoente) é igua 1
a urna potencia do grau commum, cuja raiz ~ o producto das rai-
zes de todos os factores, isto é,

23x 53X (j,3= (2x 5x ~)S

.'
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Pela definição de potencia (~ 69) é
23x53x4,3=(~ x2 x2) (5x 5x5) (4X 4.x4.)

Supprimindo cada um dos parenthesis, visto que qualquer d'elles
póde (§ 5~) escrever-se em primeiro logar, tem-se

.x~x~=2x2x2x5x5x5x4.x4.x4.
ou (~ 54)

23x 53x 43= 2x5 x 4x2 x 5x 4.x 2x 5 x4.

e 23x53x43=(2x5x4.)(2x5x4.)(2x5x4) = (2 x5x4.)~

A elevação a potencias é operação distributiva (§ 57) relativa-
mente á multiplicação.

72. Toda a potencia de potencia é igual a uma potencia que tem
por expoente o producto dos expoentes das potencias, isto é,

(54)3 = 54.8

Pela definição de potencia (§ 69) é
(54)3= 54X 54X 54

e pelo ~ 70 é
logo

54X 54X 54= 54+4+4= 54X 3

(54)3=54'3
/

,
73. Uma potencia de potencia não depende da ordem dos expoen-

tes, isto é,
(54)3= (53)4

Com effeito, pela definição de potencia é
(54)3= 54X 54X 54

e pela regra da multiplicação de potencias da mesma base é
54X 54X 54= (5 x 5 x 5)4

(54)3= (5 x 5 x 5)4= (53)4Logo
Póde demonstrar-se a mesma proposição partindo das igualda-

des (~ 72)
(54)3=54.3 (53)4=53'4

e notando que (§ 52) 4..3 = 3.4.
Uma potencia de potencia é operação commutativa relativamente

aos expoentes.
74. Qualquer potencia de 10, '100, J 000. etc., I! igual a '1 se-

guido de tantos zeros, quantas são as unidades do proâucto do ex-
poente da potencia pelo numero de zeros da raiz .
. Demonstra-se facilmente esta proposição para o caso das poten-

eras de to, porque pelos §~ 69 e 6~ é, pOI' exemplo,
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e
iO' = iO x 10 x iQ x iO= iOOx 10 x 10

iQ4 = iOOOx iO= 10000

D'este caso particular deduz-se tarnbern com facilidade que é,
por exemplo

10004=iOoooooOooooo

porque sendo
será (~ 73)

1000= i03

lO004= (iD3)4 = iD3 4

e sabe-se que Wl2 é igual a t seguido de 12 zeros-

EXEROICIOS

I. Effectuar as seguintes multiplicações: 8357 x 6032 = 1 62500 x 83000 =?
~tO077 X 60002065 =? 923 X 6M5 X iDO =? 8'237~ X 567~ X 32500 =?
~0603 X iiiOOO X 55~~ =?
II. Formar as seguintes potencias indicadas: 25~=? 6373 =? (4502)3 =?

(8254)3 =? (i0003)5 =? 73 X 83 X 93 =? ~:-l2 X /j34 = '!
III. Uma resma de papel tem 20 mãos, cada mão 5 cadernos e cada caderno 5

folhas. Quantas folhas de papel lêem 36 resmas?
IV. Achar o producto dos números ~562~ e 728 não fazendo senão duas mul- •

tiplicações, uma por 8 e outra por 9.
V. Achar o producto de 52M803 por 3~3q~7 não fazendo senão tres multi.

plicações por 7.
VI. Achar o producto de 869~ por 999 não fazendo senão uma subtracção.
VII. Achar o quadrado de 255 não fazendo senão duas multiplicações por 5.
VIII. Demonstrar que o producto de dois numeros inteiros diminue, quando se

junta 1 ao maior e se dirmnue i ao menor, e augmenta, não sendo consecutivos
os numeres, quando se junta i ao menor e se diminue i ao maior.

I.X. Que alteração soffre um producto de dois numeros inteiros, quando do
maior se subtrahe o rnenor1

X. Que alteração solfre um producto de dois numeros inteiros, quando a um
d'elJes se junta 1, 2, 3 ou mais unidades de primeira, segunda, etc., ordem 1

CAPITULO IV

Divisão de numeros inteiros e de potenoias de inteiros

75. Divisão é uma operação que tem por fim achar um dos [a-
ctores de um pruducto, quando se dão todos os outros factores e o
prcduct». A divisão é evidentemente uma operação inversa da mul-
tiplicação.

Sendo 36 o producto de tres numeres, 2 e 3 dois d'esses nu-
meros, é necessario etfectuar uma divisão para se obter o factor
desconhecido.

O factor desconhecido chama-se quociente, cada um 1I0s factores
conhecidos chama-se âioisor, e o producto do quociente pelos di-
visores é o dividendo.

A divisão indica-se escrevendo o dividendo e depois os divisores
precedidos do signal de âiiisõo : que se lê dividido pOJ·.



A expressão 36 : 2 : 3 lê-se trinta e seis dividido por âois, di-
vidido por ires e indica uma divisão, na qual 36 é o dividendo, 2
e 3 são os divisores.

Designando por uma letra do alphabeto, Q por exemplo, o quo-
ciente, ou factor desconhecido será

36 : 2 : 3= Q ou 36= 2 x 3 x Q

Na divisão ordinaria ou simples ha um só divisor. Quando ha
mais de um divisor, a divisão chama-se successiva, porque para
se obter o quociente é necessario effectuar um certo numero de
divisões ordinárias,

Na divisão ordinaria, quando o divisor é 1, o quociente é igual
(~~ 48 e M») ao dividendo; quando o dividendo é igual ao divisor,
o quociente é unidade.

76. O quociente de uma divisão successiva póde obter-se effe-
ctuando primeiro uma divisão ordinária com o dividendo e qual-
quer dos divisores, depois outra divisão ordinária com o quociente
da primeira divisão, tomado como dividendo, e outro divisor, e as-
sim successivamente até não haver mais divisores.

Effectuar a divisão 36:~:3:4 é achar um nnmero Q que torne
o producto 2X3X 4 Q igual ao dividendo 36. E como este pro-
dueto póde considerar-se composto l~ 55) de dois factores 4, por
exemplo, e 2X3 Q segue-se que

36= q, (2 x 3 Q) e (§ 75) 36 : fJ, = 2 x 3 Q

Considerando agora 2 Q como um só Iactor obtem-se
36 : 4-= 2 (3 Q) e 36 : q, : 2= 3 Q

e finalmente 36: 4: 2 ~3= Q

Reconhece-se por este modo que o valor de Q depende de tan-
tas divi ões ordinarias quantos são os divisores, e que na primeira
divisão o dividendo foi 36 e o divisor !~,na segunda o dividendo
foi 36: 4 e o divisor 2 e na ultima o dividendo foi 36: 4 : 2 e o
divisor 3.

O mesmo raciocínio nos convenceria de que

36: 3: 2: 4= Q

e portanto que 36 : 3 : 2 : 4= 36 : 4- : 2 : 3

ou o quocieute de uma divisão successioa não depende da ordem dos
ditlisores.

77. O quociente de uma divisão snccessiva póde achar-se effe-
ctuando uma divisão ordinária. na qual o divisor seja o producto
de todos os divisores da divisão successiva, isto é,

36 : ~ : 3 : 4= 36 : (2x 3x 4-)
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Com effeito o quociente Q da divisão successiva deve fazer (~ 75)
36=2x3x4, Q ou 36= (2 x3 x 4,)Q

e portanto (~ 75)
36 : (2 x 3 x 4,)= Q ou 36 : (2 x 3 x ~)= 36 : 2 : 3 : 4,

Esta igualdade mostra que o parenthesis precedido do signal de
divisão pôde supprimir-se, quando dentro d'elle está um produao
indicado, comtanto que cada um dos siqnaes X que estiver dentro
se mude em signal de divisão.

78. Em qualquer divisão ordinaria ou simples o quociente é igual
ao quebrado que tem por numerador (~ 18) o dividendo (~ 75) e por
~enomiuador o divisor, isto é,

3838 :4=7;'

Para demonstrar esta proposição convem considerar dois casos,
o caso em que o divisor 4 serve de multiplicando no producto de
4 pelo quociente desconhecido, e o caso em que o mesmo divisor
se considera multiplicador.

Se 4. é multiplicando, o quociente Q é o numero (~ 48) que se
forma de 1 exactamente como 38 se forma de 4. Ora 38 forma-se
de 4 decompondo, este numero em 4 parcellas iguaes entre si e
sommando :38 d'estas parcellas, logo Q deve constar de 38 parcel-
las, cada uma das quaes seja 4 vezes menor que 1. E como o que-

38
brado ~ representa uma grandeza composta de 38 partes 4 vezes
menores do que 1, segue-se que, quando o divisor é multiplicando, é

3838: 4. "4

Se o divisor 4 é multiplicador, o dividendo 38 deverá formar-se
do quociente Q do mesmo modo que o divisor 4 se forma de 1 e
gerá portanto

38=Q+Q+Q+Q

Escrevendo 38 vezes a igualdade

I. i I. I.
1.=4+4+4"+4

e sommando primeiro os primeiros membros e depois os segun-



dos, tendo o cuidado n'esta ultima somma de formar um grupo de
todas as parcellas que estiverem escriptas na mesma colurnua,
achar-se-ha (~ 18)

e concluir-se-há portanto que, quando o divisor é multiplicador, tam-
bem é

38Q ou 38: la,=T

É por causa cresta proposição que muitas vezes na pratica se
confundem os quocientes indicados com os quebrados.

79. A igualdade 38=~+~+~+~4 4 4 4.
que se demonstrou no ~ anterior, prova (§ 3) que um quebmdo é
tantas vezes menor que o seu numerador, quantas são as unidades
do seu denominador.

A izuald d - 38 '.4 __ 38,mesma igua a e, ou antes a expressao la, que a
ella equivale, prova lambem (~ 75) que é

38=~Xla,

ou que o proâucto de um quebrado pelo seu denominador é ,'gual (10
numerador do quebrado.

80. Quando o dividendo é maior que o divisor, o quociente equi-
vale a um quebrado, que envolve mais partes da unidade que a
propria unidade, e que por isso mesmo se chama (~ 18) quebrado
improprio. O quociente póde, pois, decompor-se, n'este ca o, em
duas partes, uma inteira e outra inferior á unidade. Chama se quo ..
ciente incompleto ao maior inteiro" que se contém no quociente com-
pleto ou simplesmente quociente. E ao quociente incompleto, que nos
usos ordinarios se costuma chamar quociente.

8t. Para determinar o valor de um quociente incompleto, ou, como
lambem se diz, a parte inteira do qnocienie é necessário examinar,
quantas vezes a unidade se contém no quebrado, que é igual ao
quociente. Póde resolver-se esta questão subtrahindo do numera-
dor do quebrado o denominador, subtrahindo depois e te do resto
obtido, e continuando do mesmo modo a subtrahir o denominador
de cada resto, até se chegar a uma ubtracção, cujo resto seja me-
110r que o denominador do quebrado, O numero de veze , que póde
subtrahir-se o denominador do quebrado do seu numerador, é igual
ao numero de unidades, que o mesmo quebrado contém.

O quebrado ~:' por exemplo, contém 38 partes, das quae [~
fazem uma unidade; logo se d'aquellas 38 partes (ou quartos) se
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subtrahirem 4. das mesmas partes, ficará um resto com menos
'd d 38..uma um a e que ~, Isto e,

38-4 __~_t
4 - 4

Subtrahindo do numerador J8--~ outra vez quatro partes da uni-
. 38-4..dade, virá um quebrado com menos uma unidade que -4-' Isto e,

38-4- 4 38- 4 i
--4--=-4--

ou (§§ 3í e 49) 38-4X~_3~ -i-i=~-2
4 - 4 4,

Continuando a subtrahir 4 ao numerador do primeiro membro
e 1 ao segundo membro, achar-se-ha successivamente

38-4X3_~_3
4 - 4

38-4X4 =~_!~
4 4

e finalmente 38--4X9 38
4 - "4-9 (1)

porque, n'este exemplo, j~ não é possivel suhtrahir 4. do resto
38-4X9 por ser 38-4X9 menor que 4. Vê-se [lois que o

b ] 38-4x9. ... 1que rat o --4- e propno, Isto e, menor que ,e por conse-

quencia a differença 3: - 9 lambem deve ser menor' que ,1. Logo
do quebrado 3: não se podem subtrahir mais de 9 unidades, e por-
tanto 38: 4 tem por quociente incompleto 9.

Chama-se resto da. divisão ao resto da subtracção 48-!~X 9,
que tem por additivo o dividendo e por subtractivo o producto db
divisor pelo quociente incompleto. O resto é sempre menor 'que o
divisor.

Sendo 38-4 x 9= 2

será 2 o resto da divisão e (§ 32)
38=4x9+2

isto ê, o dividendo é igual ao proâucto do divisor pelo quociente in-
completo mais o resto. Se o resto íõr nullo o dividendo será igual
ao producto do divisor pelo quociente.



Substituindo na igualdade (i) o valor do resto acha-se

o quociente é pois igual ao quociente incompleto mais um que-
brado, que tem por numerador o resto e por denominador o di-
visor.

82. O numero de algarismos do quociente incompleto é igual ao
menor numero de zeros que é necessario escrever á direita do divi-
sor pa ra o tornar maior que o dividendo.

Sendo 45648 o dividendo e ú9 o divisor, será 2 o numero de al-
garismos do quociente incompleto, porque escrevendo 2 zeros à di-
reita de úf) tem-se o numero ü900 menor que M:S6í8 e escrevendo
3 zeros á direita de 69 tem-se o numero 69000, que já é maior
que 4·5648.

Com effeito por ser
6900< 45648< 69000

será (~ 40) 69x iOO< 45648<69 x iOOO

e concluir-se-ha que de 45M8 é possivel subtrahir 100 parcellas
iguaes a 69 e é impossivel subtrahir iOOO parcellas iguacs a 69.
O quociente incompleto é, pois, n'este exemplo, um numero com-
prehendido entre 100 e iOOO, isto é um numero composto de 3
algarismos.

83. Quando o divisor é numero digito e o quociente incompleto
tambem, póde achar-se este e o resto da divisão pelo methodo das
subtracções successivas (~ 81), ou recorrendo a taboada da multi-
plicação (~ (4).

Querendo empregar este ultimo meio procura-se na primeira li-
nha horisontal da taboada (ou na primeira columna vertical) o di-
visor, e percorre-se a columna vertical (ou linha horisontal), que
passa pelo divisor, até se encontrar o dividendo ou um numero
immediatamente inferior a elle, e seguindo a linha horisontal, em
que está o dito numero, da direita para a esquerda (ou a columna
vertical, que (I contém, de baixo para cima), achar-se-ha no ex-
tremo o quociente completo ou a sua parte inteira. Sendo 56 o di-
videndo e 8 o divisor, entra-se com 8 na linha horisontal superior,
por exemplo, desce-se pela columna vertical correspondente até
achar no, e depois percorre-se a linha horisontal, em que está 56,
da direita para a esquerda e achar-se-ba no fim o quociente 7. Se
o dividendo fôr 59 e o divisor 8, seguir-se-há o mesmo processo,
porém, então não se encontrará o dividendo 59 na taboarla, e por
lSS~ parar-se-há em ?6, que é o maior numero inferior a ;,9, que
esta na colurnna vertical, que passa por 8. Segue-se a linha hori-
sontal, que contém 56 e acha-se, como acima, o quociente 7 que
n'este exemplo, é o quociente incompleto. A differença 59-8X7



igual a 3 representa o resto da divisão, e portanto (§ 79) será
7+ : o quociente completo.
- Tendo de' cór a taboada ela multiplicação é desnecessário empre-
gar qualquer dos dois processos expostos para achar o quociente,
quando o quociente incompleto e o divisor são numeres digitos.

Não sendo digito o divisor, o methodo das subtracções successi-
vas póde tornar-se demasiadamente laborioso. E na simplificação
d'elle, que consiste propriamente o processo da divisão.
8i. O quociente incompleto não tuujmenta de valor, quando se es-

crevem igual numero de algarismos tanto á direita do dividendo,
como á direita do dioisor;

Sendo 23 o dividendo e 3 o divisor, e escrevendo dois algaris-
mos quaesquer a direita de cada um d'aquelles dois numeros, tê em-
se, por exemplo, os numeros 238ft e 399 que divididos um pelo
outro dão para quociente incompleto um numero igualou inferior
ao que corresponde a ,;:!3e 3.

Sendo 7 o quociente incompleto na divisão de 23 por 3 será
23 : 3< 7+ :1 ou (§ 75) 23< 3 (7 + I)

Admittindo que multiplicando por '100, ou por outro numero in-
teiro os dois membros de uma desigualdade, continua esta a sub-
sistir ter-se-ha

23 x 1.00< 3 (7 + i) tOO ou (§§ 53 e 62) 2300< 300 (7 + i)

Ora, sendo a diílerença 3(7 + 1)-23 igual a 1 ou mais unida-
des, será (~ 57) a dilferença 300(7 + -1)-2300 igual a 100 ou
mais unidades, e _portanto sempre que se juntar ao subtractivo
2300 menos de too unidades, obter-se-há uma somma inferior ao
additivo 300(7 + I). Juntando-lhe, por exemplo, 84 será pois

2384<300 (7 + i)

e com maior rasão será também
2384<399(7+:1) ou 238'1.:399<7+:1

Logo é impossivel subtrahir de 2384 mais de 7 parcellas iguaes
a 391) e por consequencia na divisão de 2384 por 399 o quociente
incompleto não .póde exceder 7, que é o quociente incompleto de
23:3.

85. Subtrahindo successivamente o divisor do dividendo chega- se
(~ 8,1) a obter o quociente correspondente a qualquer divisão pro-
posta. Na pratica, porém, é quasi impossivel seguir um processo tão
moroso. Na simplificação d'elle é que consiste propriamente a ope-
ração chamada divisão. Essa simplificação deduz-se facilmente dos
principios anteriormente (~~ 82 e 84) expostos.

Seja 2384 o dividendo e 391) o divisor. N'este exemplo extrema-
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mente simples o quociente incompleto tem apenas um algarismo
(~ 82), e por consequencia de 2384 não é possivel subtrahir 399
mais de 9 vezes.

Supprimarn-se á direita assim do dividendo como do divisor igual
numero de algarismos e tantos quantos sejam precisos para que o
divisor fique só com um algarismo.

Será facil achar o quociente incompleto resultante da divisão de
23 por 3. que são os numeros que se obtem depois de eífectuada
a suppressão. Este quociente é 7 e, conforme o que se demonstrou
(~ 8í), não poderá ser maior que 7 o quociente incompleto da di-
visão ele 2~{84·por 399.

Multiplicando o divisor 399 por 7 acha-se o producto 2793 que
não se póde subtrahir de 2384., logo o quociente procurado não é 7
e, como somente póde ser inferior a este numero, segue-se que se
devem ensa iar successi varnente os numeros menores 6, 5, etc. 'I até
se encontrar um ao qual corresponda .úm producto, que não seja
superior a 2384. Feitos os ensaios reconhece-se que 6 não .convem
porque o producto 399X6=2394 ainda excede 2:384, mas con-
vem 1) porque é 399X5= W95<oz:38í e como a diflerença entre
2384 e '1995 é 389 conclue-se que dividindo 2381. por 390 tem-se
5 para quociente incompleto e 389 para resto e portanto que é

. 389 .
2384: 399=5+399

86. Na pratica escreve-se o divisor á direita do dividendo e se-
parado d'elle por um pequeno traço vertical, tira-se uma linha pela
parte inferior do divisor, e por baixo d'ella escreve-se o quociente
incornpleto '. Multiplica-se este quociente pelo divisor, e ou se es-
creve o producto por baixo do dividendo para depois se fazer a sub-
tracção, ou se eflectuam simultanea e mentalmente a multiplicação
e a subtracção lançando por baixo do dividendo o resto da subtrac-
ção.vque tambem é resto da divisão. A disposição do processo é a
que abaixo se vê

23'81, I 399
389 rr-

Começa-se a operação por collocar um pequeno signal, ordina-
riamente um traço, á direita do dividendo hypothetico 23, e per-
gunta-se depois em 23 quantas vezes ha 3? Sendo 7 a resposta a
esta pergunta, verifica-se mentalmente se satisfaz o quociente 7, e,
como este não convem, experimenta-se depois, como se disse (§ 85),
6 e 5. Depois de se ter verificado que 5 satisfilZ, procede-se á ope-

.1 Os inglezes e allemães escrevem o divisor á esquerda do dividendo e á di-
reita d'este o quociente incompleto, como em seguida se v

30912384 15t995
"""1ã9



ração dizendo: 5 vezes 9 são 45, para 54 faltam 9 (escreve-se 9
por baixo do ultimo algarismo do dividendo), vão 5, 5 vezes 9 são
45 e 5 são 50 para 58 faltam 8 (escreve-se 8), vão 5, 5 vezes 3 são
H> e 5 são 20 para 23 faltam 3.

Quando o dividendo é 7 t05 e o divisor 792 o quociente incom-
pleto tem só um algarismo, e comtudo dividindo 71 por 7 acha-se
10. N'este caso, em que a divisão auxiliar dá mais de 9, é claro
que o maior numero, que deve experimentar-se é 9. A divisão dá

+769 b . .n'este exemplo 8 792' como a 31XO se ve
7{'05 I 792
769 -8--

87. A divisão de dois numeros inteiros, nos casos em que o quo-
ciente não é numero digito, funda-se no seguinte principio:
, Tomando á esquerda do dividendo tantos algarismos quantos sejam

necessorios para se obter um numero maior que o divisor, mas que
não o contenha dez vezes, e dividindo esse numero pelo divisor, ob-
tem-se um quociente incompleto com um só algarismo, que é exacta-
mente o primeiro algarismo da esquerda do quociente dos numeres
dados.

Sendo 658437~ o dividendo e S'l3 o divisor, basta separar
n'aquelle a parte, ou dividendo parcial 6584 para se obter um nu-
mero que, dividido por &43, dê para quociente incompleto um nu-
mero digito. Suppondo que este quociente incompleto é 7, ter-se-há

8lJ,3x 7<6584<8lJ,3 x8

e (~§ 55 e 62) 843 x 7000< 658lJ,000 < 8lJ,3x 8000

A primeira d'estas desigualdades continuará a subsistir, quando
a 6584000 se junte qualquer numero inteiro, e á segunda succederá
o mesmo se esse numero inteiro não tiver mais de tres algarismos,
porque um tal numero é menor que 1000, e o excesso de 843X8000
sobre 6584000 é pelo menos igual a 1000, visto que o excesso de
843 X S sobre 6584 não póde ser- inferior a I. Ter-se-há pois

843x 7000< 6584372< 843x 8000

Estando o quociente 6584372: 843 corriprehendido entre 7000
e 8000, é fóra de duvida que o primeiro algarismo do quociente
incompleto ha de ser 7.

88. Para dividir 6584372 por 843 separa-se á esquerda do di-
videndo o numero 6584, que se divide por 843, e suppondo que
o quociente incompleto obtido n'esta divisão parcial é 7, será 7 o
primeiro algarismo do quociente. Multiplicando 7000 pelo divisor
843 e subtrahindo o producto do dividendo 6584372, obtem-se o
8esto 683372, que ainda contém 843, e que por isso se divide por
r43, como o dividendo proposto se dividiu por o mesmo numero.
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Tornando a subtrahir do resto precedente o producto do divisor
pelo quociente achado, e continuando por modo similhante até ao
ultimo algarismo do quociente incompleto, chega-se a obter o quo-
ciente completo, que se queria achar.

Na pratica basta multiplicar o divisor por 7, em vez de o mul-
tiplicar por 7000, e subtrahir o producto obtido do di videudo tOd,o
menos os tres ultimos algarismos da direita, com tanto que, depois
de eflectuada a subtracção, se baixe o primeiro dos tres algarismos
separados. Este mesmo processo se segue em todas as outras di-
visões parciaes.

Typos da divisão

658i'372 I 843
6833'72 7000
897'2 800
542 10

o
7810

Estas divisões dão em resultado (~ 81)
6584372=843 x 78iO+542 ou 658i372: 8/13= 78iO+~~; I

A pratica da divisão póde reduzir-se á seguinte regra:
Para dividir um numero inteiro por outro, escreve-se o dividendo

á esquerda do divisor e separado d'elle por um pequeno traço ver-
tical, por' baixo do divisor tira-se uma linha e pela parte inferior
d' esta escreve-se o quociente incompleto.

A esquerda do dividendo separam-se os algarismos necessarios
para exprimirem um numero que contenha o divisor uma ou mais
vezes, porém, menos de dez . O numero separado, que se chama
primeiro dividendo parcial, divide-se pelo divisor, e o alga-
rismo achado escreve-se no logar do quociente. Multiplica-se o pri-
meiro algarismo do quociente pelo divisor, subtrahe-se o producto
do primeiro dividendo parcial, e escreve-se por baixo d'este o resto
da subtracção. Baixa-se o algarismo, que está á direita do primeiro
dividendo parcial e escreve-se á direita do ultimo resto, Este resto
com o algarismo, que se baixou, [árma o segundo dividendo
parcial, que tambem se divide pelo divisor, e escreve-se o algaris-
mo achado á direita do primeiro algarismo do quociente. Multipli-
ca-se o segundo algarismo pelo divisor, subtrahe-se do segtt1)do di-
videndo parcial este producto, baixa-se o outro algarismo do divi-
dendo para a direita do resto, e tem-se o teroeiro dividendo
parcial, e assim se continua a operação ate ao fim, isto e, tue se
ter baixado o ultimo algarismo do dividendo.

Quando algum dividendo parcial ~ menor que o divisor, põe-se °
no quociente e baixa-se o algarismo seguinte do dividendo.

89. Quando o divisor é digito faz-se geralmente a divisão sem

658i'372 I 843
6833 7810
897
542



escrever os dividendos parciaes, por causa da grande facilidade
que ha em os conservar de memoria, visto constarem todos elles
de um ou dois algarismos.

Para dividir 437658 por 9, isto é, para tomar a nona parte
áquelle numero, como se costuma dizer, dispõe-se a operação as-
sim:

437658 ,9
ti ~lj,-;-;-~=ti2=~:-

e diz-se, a nona parte de 43 são 4. e sobejam 7, a nona parte de
77 são 8 e sobejam 5, a nona parte de 56 são 6 e sobejam 2, a nona
parte de 25 são 2 e sobejam 7, a nona parte de 78 são 8 e sobejam
6, que é o resto da divisão.

90. Quando o quociente incompleto tem muitos algarismos, póde
haver vantagem em construir previamente uma taboa dos produ-
ctos do divisor por todos os numeros digitos, para evitar os en-
saios a que tê em ele sujeitar-se os algarismos, antes de se escre-
verem no quociente, e o trabalho de multiplicar duas ou mais ve-
zes o divisor pelo mesmo algarismo do quociente.

42650462'38296054272I 5264068
42ii25~4 ~1021~ti822ôi

5379i835264068

i 52640682 i0528i363 15792,204
4 21056272
5 263203110
6 3i584408
7 368l!8lJ,76
8 42H2544
9 47376612

H5H582
iOõ2Hi36

9834469
5264068
457040:1.&
42H2M4
359i4720
3i584408
lJ.3303i2õ
42ii2544
H90õ814
iOõ28i36
13776782i0528i36
3248M67
3i584408

9020592
5264068
3756524

Para se formar a referida taboa l escreve-se á parte o divisor e

iO 52640680

1 Na multiplicação, quando os dois factores constam de muitos algarismos, pódc
ser tamhern conveniente formar uma laboa dos productos dos numeros dlgltos por
um dos factores.

4
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por baixo a somma d'elle comsigo mesmo, por baixo d'esta- som-
ma o numero que se obtem juntando o divisor ã mesma somma, e
assim successivamente até se achar o proprio divisor com um zero,
á direita. A operação dispõe-se, como se vê no exemplo precedente.

9L Dividir uma somma do numeras inteiros por um divisor in-
teiro equivale a dividir cada uma das parcellas pelo divisor, e a
sommar os quocientes parciaes, isto é,

(36+27 +50): ~=36: 4+27: 4+50: 4

Um quociente (36 +27 + 50) : 4 equivale (§ 78) a um quebrado
3G--1-27+50 36+27+50

4 e o quebrado 4 comprebende (§ 18) 36 +
+ 2i + DO partes da unidade, cada uma das quaes é 4 vezes me-
nor que 1. Ora 36 partes da unidade 4 vezes menores que t, dão
uma grandeza, que é expres a pelo numero 3

4
6, 27 partes lIa uni-

dade tambem 4 vezes menores que t equivalem a :7, e finalmente
5050 parles da mesma grandeza correspondem a 4' logo

. 36!750(36+ 27+ 50) partes da unidade ,~ vezesmenoresque i = "4+"4 t"4

ou

e (~ 78)

A divisão é operação distributiva (~ 57) relativamente á addí-
ção.

92. Dividir uma subtracção indicada, cujos lermos são inteiros,
por um divisor inteiro, equivale a dividir tanto o additivo ou dimi-
nuendo, como os subtractivos ou diminuidores. pelo divisor, e a sub-
trahir d'aquelle quociente os quocientes correspondentes aos subtra-
clivas, isto é,

(i6-7-5): 3={6: 3-7: 3-5: 3

Designando por R o valor de i6 -7- 5 depois de effectuada
as operações indicadas, tem-se

i6-7-5=R ou (§ 3!) i6=7+5+ R

e por consequencia (~ 91)
{6 : 3= 7 : 3+5 : 3+ R : 3 ou (§ 3~) {6 : 3 - 7 : 3 - õ : 3=R : 3

e substituindo R por a subtracção indicada
({6-7 -5) : 3= {6 : 3 -7: 3 -5: 3

93. Dividir um producto por um inteiro ~quivale a dividir por o
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inteiro um só dos factores, ou o producto de dois ou mais d'elles,
isto é,

4:x 6 x 7x 5 : 3 = 4 (6x 7 : 3)5

Com effeito, se a expressão 4, (6 X 7 : 3) 5 representa effectiva-
mente o quociente da divisão de 4X 6X 7X 5 por 3, será (~ 75)

4x6x7 x5=[4(6x 7: 3)5J 3

E, como para multiplicar por 3 o producto basta (~ 55) multi-
plicar um dos seus factores 6X 7 : 3, segue-se que, se fôr verda-
deira a precedente igualdade, tambem será

4:x6x7 x5=4(6x7: 3 x3)5

E, porque 6X7 : 3 é um quociente e o producto d'elle pelo di-
visor 3 deve ser igual ao dividendo 6 X 7, é

4 (6x 7 : 3 x 3)5= 4:(6x 7)5

e (~ 55) 4(6x 7 : 3 x 3) 5= 4:x 6 x 7x 5

Do mesmo modo se prova que 'é
,4x 6 x 7x 5 : 3 = 4 (6 : 3) 7 x 5

94. Dividir um quociente indicado por um inteiro equivale a di-
vidir o dividendo por o inteiro, ou a multiplicar um dos divisores
pelo mesmo inteiro, isto é,

(12:3:6:5):4:=(12:4):3:6:5 ou =i2:3:(6x4:):5

Com effeito, sabe-se que é
(i2 : 3 : 6 : 5) : 4 = 12 : 3 : 6 : 5 : ,4

e (~ 76)
logo

12: 3 : 6 : 5: 4= 12: 4: 3 : 6 : 5

(i2 : 3: 6: 5) : 4=(i2 : 4) : 3: 6 : 5

Tem-se tambem
12 : 3 : 6 : 5 : 4=n:3 : 6 : 4 : 5

e, considerando a divisão em que i2 : 3 serve de dividendo, é (~ 77)
n:3: 6: 4 : 5=n:3: (6x 4) : 5

e por consequencia
(i2 : 3: 6: 5) : 4= 12: 3 : (6x 4) : 5

~Do exposto conclue-se. que é
(12 : 4) : 3: 6: 5=12: 3: (6 >d.) : ~

ou que a alteração que soffre um quociente, quando se di~ide (I seu
• ' 4~ ,_,



dividendo por um numero, ~ a mesma que solfre, quando se multi-
plica um dos seus divisores pelo mesmo numero.

95. Um quociente não muda de valor, quando pelo mesmo nu-
mero se divide, ou multiplica, tanto o dividendo, como um dos divi-
sores, isto é,

9: 3: 2 : 5= (9: lj,) : 3 : (2 : 4.) : 5 ou = (9x 4) : 3 : (2x lj,) : 5

Designando por Q o valor de 9 : 3 : 2 : 5 será (§ 75)
9=3x2x5Q

e 9 : 4= (3x 2x 5Q): 4. ou 9x 4= (3x 2x 5Q)4

Mas da primeira d'estas duas igualdades deduz-se (§ 93)

9:lj,=3(2:4)5Q ou (9:4.):3:(2:4):5=Q

e da segunda (~ 55)
9x lj,= 3(2x 4)5Q ou (9x 4.) : 3 : (2x 4) : 5= Q

A letra Q representa evidentemente o quociente completo. Quan-
do a divisão é ordinaria ou simples, o quociente incompleto, que é
sempre (~ 80) o maior inteiro contido em Q, tambem não muda
de valor, se se multiplicam ou dividem pelo mesmo numero, tanto
o dividendo como o divisor. O resto, porém, é que muda de valor.

Quando ambos os termos da divisão se multiplicam pelo mesmo
numero, e esse numero ~ inteiro, o resto vem multiplicado tambem
por o mesmo numero. Assim dividindo 5!~ por 12 acha-se '4. para
quociente incompleto e 6 para resto, devendo ser (~ 81) este igual a
54. - {2. 4.. Quar, do se divide o producto l)!~X 3 pelo producto
f2X3 deve ainda achar-se, segundo o que se demonstrou, o quo-
ciente incompleto 4. e o resto ha de ser igual a (MX3)-(i2X3)4.
E sabe-se que é (~§ 55 e 58)

(54x 3)- (i2 x 3)4= (54x 3)- (i2 x4)3 =(54-i2 x 4)3= 6.3

Quando ambos os termos da divisão se dividem pelo mesmo nu-
mero, e esse numero é um dos divisores communs ao dividendo e di-
visor, o resto vem dividido lambem por o mesmo numero. Dividindo o
inteiro (54.: 3) pelo inteiro (t2 : 3) deve achar-se o quociente in-
completo 4. e o resto ha de ser igual a (54.: 3) - (i2 : 3) 4. e está
demonstrado que é (§~ 93 e 92)

(54.:3)-(i2': 3)4= (5lj, : 3)-(n x4): 3= (54-n x4) : 3=6: 3

96. O valornumerico de qualquer expressão composta de nu-
meros precedidos dos signaes de multiplicação e divisão não de-
pende da ordem por que estão escriptos es es numeros, comtanto
que çada um d'elles esteja sempre precedido do mesmo signal.

Na .demonstração d'este principio convém distinguir o caso em



que trocam de legar dois numeros consecutivos; do caso em q~e
trocam de lagar dois numeros, entre os quaes existe um ou mais.

1.0 caso. Se os dois numeros seguidos lêem o signal X basta
suppor effectuadas todas as operações indicadas á esquerda d'elles
para se reconhecer (~ 54.) que elles podem trocar de Jogar. E isto
o que acontece com os numeros 6 e 4 da igualdade

8:3x6x~:5=8:3x~x6:5

Se os numeros seguidos estiverem precedidos do signal de di-
visão, ainda a troca é permittida, mas n'este caso por outro mo-
tivo (~ 76). Ter-se-ha pois I

i5 x 3 : ~ : 7x 8= i5 x 3 : 7 : 4, X 8

Tendo signal de multiplicação o primeiro aos dois numeros se-
guidos e signal de divisão o segundo, como acontece com os nu-
meros 4 e s na expressão i2: 3X4: 5X6 ou (12: 3)4.: 5X6,
é evidente que deve multiplicar-se pelo primeiro d'aquelles nume-
ros, 4, o resultado das operações indicadas á sua esquerda e depois
este producto tem de ser dividido pelo segundo numero, 5, mas,
como é sabido (~ 93), basta dividir um só (f2: 3) dos factores
para se chegar ao mesmo resultado. Logo

i2 : 3x 4, : 5x 6....:..12: 3 : 5x ~x 6

Esta igualdade mostra, que a troca dos dois numeros seguidos
(5 e 4) tambem é permittida, quando o da esquerda tem o signal
de divisão, e o da direita signal de multiplicação. .

2.Q caso. Sabendo-se que a troca é permittida, quando os nu-
meros estão consecutivos, é fácil demonstrar que ella sempre se
póde fazer conservando o resultado o mesmo valor. A demonstra-
ção é identica á que se deu (~ 43) para o caso em que se suppu-
nham os numeros precedidos dos signaes + e -.

97. O valor numerico de qualquer expressão composta de nu-
meros 'Precedidos dos signaes de multiplicação e divisão póde ob-
ter-se dividindo o producto de todos os numeros precedidos do si-
gnal de multiplicação pelo producto de todos os numeros prece-
didos do signal de divisão, isto é,

i2 : 3x 4,x 5 : 7 : 6= (12x 4,x 5) : (3x 7x 6)

Trocando os logares aos números tem-se (~ 96)
12: 3x 6. x 5 : 7 : 6= i2 x ~x 5 : 3 : 7 : 6

e adve;tindo que no segundo membro está indicada uma divisão
successiva, cujo dividendo é i2X4X5 vem (~ 77)

12: 3x4,x5: 7: 6=(i2x~xlS) :(3x7x6)

98. Todo o parenthesis precedido do signal de multiplicação póde



·supprimir-se, comtanto que os signaes de multiplicação e divisão,
-que estiverem dentro d'elle continuem a a{TectaT os mesmos nume-
-1'OS, isto é,

12(4x5: 3x2: 6)=i2x4x5: 3x2: 6

Depois do que se demonstrou (~ 97) é
f.2(4x 5: 3x 2: 6)= i2 [(4x5x 2): (3x6)]

f.2(4x5x2): (3x6)=12[(4x5)<2): (3x6)]e como

porque (~ 93) para dividir um producto basta dividir um dos seus
factores, segue-se que

i2(4x.5: 3x 2: 6)= f.2(4x5 x2): (3x6)

ou (~~ 55 e 77)
i2 (4x 5 : 3x 2 : 6)= f.2 x 4x 5x 2 : 3 : 6

e finalmente (~ 96)
i2(f~x5: 3x2: 6)=12x4x5: 3x2: 6

99. Todo o parenthesis precedido do signal ~le divisão pôâe sup-
primir-se, comianto que os siçnaes de mulliplicaçtw e divisão, que
estiverem dentro d'elle, se mudem em signaes de divisão e muuipli-
cação, isto é, ,

12: ('li X 5 : 3 x 2 : 6)= i2 : 4: 5x a: 2x fi

Baciocinando corno antecedentemente (~ 98) acha-se
i2: (4x 5: 3x 2 : 6)= 12: [(4x 5x 2) : (3x 6)]

e como no segundo membro está um quociente indicado, cujo di-
videndo é .J:-.l, segue-se que elle não mudará de valor ('l) 95) se se
multiplicar tanto o dividendo, como o divisor pelo mesmo numero
3X6, e então será I'

i2: (4Y 5: 3X2: 6)= 12(3'><:6): [(4X5X2) : (:lX6)X(:lX611

mas o producto do quociente (4X5X2): (3X6) pelo divisor
(3X6) é igual ao dividendo (4X5X2), isto é,

(4X5X2): (3X6)X(3X6)=4X5X2

logo 12: (4X5: 3X2: 6)= f.2(3X6) : (4XiJX2)

ou (~§ 55 e 77)
f.2: (4X5: 3X2: 6)=i2X3x6: 4,: ti: 2

e finalmen te (~ 96)
f.2: (4X5: 3X2: 6)=i2: 4: 5X3: ~X6
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100. O quociente de duas potencias da mesma raiz é uma poten_-
cia da raiz commum, cujo' expoente é o excesso do expoente do di-
videndo sobre o expoente do divisor, isto é,

27: 24=27-4

. Pela definição de potencia (~ 69) é
27: 24=(2X2X2X2X2X2X2): (2X2X2X2)

ou 27: 24=(2X2X2X2)X2X2X2: (2X2X2X2)

e como (~§ 9:> e 93)
(2X2X2X2)2X2X2: (2X2X2X2)=2X2X2=23

segue-se que

Qnando o expoente do dividendo é igual ao expoente do divisor,
as duas potencias são iguaes, visto que a raiz é tambem a mesma,
e o quociente é então igual a { (~ 75). Ter-se-há pois '2,5: 25= L
Applicandn a regra da divisão de potencias da mesma raiz a este
exemplo achar-se-ia 25- 5 ou 20.

Em geral, sendo zero a di1Ierença entre dois numeros iguaes,
qualquer potencia, que tenha por expoente zero, exprimirá o quo-
ciente de duas potencias da mesma base e do mesmo expoente e
como este quociente é sempre igual a 1 segue-se que qualquer
quantidade. elevada a zero é igual a unidade.

Quando o expoente do dividendo é inferior ao do divisor, tam-
bem não se póde applicar rigorosamente a regra da divisão, por-
que, applicando-a, viria DO quociente uma potencia tendo por ex-
poente o resto de uma subtracção impossivel de praticar, por ser
o additivo menor que o subtractivo. N'este caso, embora não possa
fazer-se a divisão, é possivel comtudo simplificar o quociente in-
dicado. Com e1Ieito dividindo por 24 os dois termos do quociente
24:27 tem-se (~ 95).

21 : 27= (24 : 24): (27 : 24)= i :23

·101. O quociente de duas potencias do mesmo grau (ou expoente)
é igual a uma potencia do grau commum, cuja. raiz é o quociente
das duas raizes, isto é,

63 : 53= (6 : 5)3

Pela definição de potencia (~ 69) é
63 : 53= 6 x 6 x 6 : (5 x 5 x 5)

ou (~ 77) 63 : 53= 6 x 6 x 6 : 5 : 5 : 5

Dividindo cada um dos factores do dividendo por um dos divi-
sores (~~ 76 e 93) e notando, que o numero de divisores é igual
ao de factores do dividendo, tem-se



ou (§ 69)
68 : 53 = (6 : 5) (6 : 5) (6 : 5)

63: 53=(6: 5)3

Por meio d'esta proposição podem não 'só effectuar-se todas as
divisões, cujos termos sejam potencias do mesmo grau, como ele-
var-se a qualquer potencia um quociente indicado, sem previa-
mente se effectuar a divisão.

EXERCIO:IOS

1. Effectuar as seguintes divisões: 8000: 6576 = 't 92658: ~ =? 82006:
: iOOO=? t862~: 879 =? iOOOOOO:3282 =? 830000: ~2600 = 't 97800:
: 6000 =? 2:3862~730: 528~6 =? iOOOOOOO:iOOO= 't 82327068295 : ~2328 ='?
II. Quantas folhas de papel de impressão tem um livro de 1066 paginas, na

hYf:0these de cada folha dar i6 paginas?
II. Achar o producto de um numero por qualquer potencia de 5 (5; 25;

:1.25; etc.) empregando uma divisão em que o divisor seja uma potencia de
2 (2; -l; S ; etc.) .
IV. Eífectuar as seguintes operações indicadas: 8268: ~3 : 5 = 't 4,64,83: 6 :'

: 72 : 3 =? i6383: 23~3= 't ~2615: ~265 : ~268=? 7317128 : (~63 : ~6) =? 88 X
x67: i2x35: 7: i6=? ,

V. Achar o quociente de ~684356 por 9, suppondo que o resto é nullo, não fa-
zendo senão uma subtracção.

VI. Provar que o numero de algarismos de qualquer quociente incompleto é
igual ao excesso do numero de algarismos do dividendo sobre o do divisor, ou a
esse mesmo excesso augmentado de L

VIL Provar que a addíção de numeras inteiros póde effectuar-se sommando os
inteiros, sem fazer caso dos alganismos i, 2, 3 e 4, e substituindo cada um dos ou-
tros por o algarismo i, multiplicando depois a somma assim obtida por 5 e final-
mente juntando a este producto o numero, que se obtiver sommando os numeras
dados. sem fazer caso do algarismo 5 e substituindo os algarismos 6, 7,8 e 9 res-
pectivamente por i, 2, 3 e, lj,.

VIII, Achar o quociente de i5643782 por ii, suppondo que o resto é nuIlo,
não fazendo senão uma subtracção.

IX, Provar qul'l em todas as divisões, cujo quociente é maior que I, o dividendo
excede o dobro do resto,

X. Provar que todo o numero par é uma potencia de 2 ou uma somma de po-
tencias de 2. Exemplo: 2730 = 2" + 29+27+25+ 23+2.

XI. Como se determina o maior numero inteiro, que pôde subtrahir-se ao di-
visor de qualquer divisão, ou juntar-se ao dividendo de moUo que o quociente
incompleto não mude de valor?

XII. Como se determina o maior inteiro, que pode suhtrahir-se tanto ao divi-
dendo como ao divisor de qualquer divisão, sem que o quociente incompleto mude
de valor?
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LIVRO II

PROPRIEDADES DOS NmlEROS

CAPITULO I

DIVISIBILIDADE-PROVAS DAS OPERAÇÕES

102. Diz-se que um numero inteiro é divisivel por outro, quando
a divisão d'aquelle por este se faz sem resto. Quando um numero
é divisível por outro, diz-se que este divide aquelle ou que é seu
divisor.
, O numero 8, por exemplo, é divisivel por 4, porque 8 dividido
por 4. não dá resto, e 4 divide 8, ou é divisor d'este numero pelo
. mesmo' motivo. O mesmo numero 8 dividido por 5 dá resto, logo
8 não é divisível por 5, e 5 não divide 8, ou não é seu divisor.

Chama-se multiplo de um numero inteiro ao producto d'este nu-
mero inteiro por qualquer outro. Submultiplo, ou factor, de um
numero inteiro é o numero de que este é multiplo. O numero '12,
por exemplo, é multi plo de 3, porque é o producto de 3 por outro
numero inteiro 4, logo 3 é submultiplo, ou factor de 12.

Todo o numero intéiro divisivel por outro, é tambem multiplo
d'esse outro, porque, se 15 fôr divisivel por 3, será 15 o produ-
cto do divisor 3 por um quociente D inteiro (~ 8i). Inversamente
todo o Inteiro, que divide outro, é submúltiplo, ou factor d'esse
outro.

Não ha, 'pois, verdadeira diíferença entre a significação da pala-
vra divisor tornada no sentido restricto, que se lhe dá aqui, e a da
palavra submuuiplo ou factor.

103. O 'resto de uma âicisão não muda de valor, quando ao di-
videndo se junta ou subtrahe um muuiplo do divisor.

Sabendo-se que 39 dividido por 7 dá o quociente imcompleto 5
e o resto 4, é facil concluir (§ Si) que de 39 se póüe subtrahir 5
vezes successivas a parcella 7 e que o resto da ultima subtração
é ~. Juntando ao dividendo 39 um muItiplo de 7, por exemplo
7X3, obtem-se uma somma, 39+ 7X3, da qual se poderá evi-
dentemente subtrahir o divisor 7 tnaior numero de vezes, 5 + 3,
continuando, comtudo, a ser 4. ° resto da ultima subtracção, que,
como é sabido, é tambem o resto da divisão.

Se ao dividendo 39 se subtrahir um multipl0 de 7, por exem-
plo 7 X 3, menos veze~, .5 - 3, se poderá subtrah!r ao novo divi-
dendo, 3fl-7X3, o divisor 7, mas o resto da ultima subtracção,
isto é, o resto da divisão, não deixará por isso de ser 4.

f04. O resto da divisão de uma somma de inteiros por um divi-
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sor inteiro ~ igual ao resto da dit'isão pelo mesmo divisor da somma
dos restos obtidos dividindo cada uma das parcellas pelo dito di-
visor.

O resto da divisão d'uma somma indicada 1.9+2t +32 por !)
não muda de valor, quando ao dividendo sesubtrahe um multiplo
do divisor 5. Sabendo-se, pois, que i9 divielido por n dá o quo-
ciente incompleto 3 e o resto 4 e por consequencia que é 19=
=5X3 + li, concluir-se-ha que o resto da divisão de 19 + 21 -t- 32
por ü é igual ao resto da divisão pelo mesmo divisor de 19+ 21+
+:32-5X3, ou (~ 35) de (19-5X3)+21+32=4 +21 +32.

Do mesmo modo, por ser 21=5X~+ t, será o resto da di-
visão ele 4 + 21 + 32 por 5 o mesmo que o da divisão por 5 de
4+2t + 32- 5 X 4 ou 4 + t + 32.

E finalmente, sendo 32= 5 X 6 + 2, o mesmo resto se obterá
dividindo por õ a expressão 4 + t + 32- 5 X 6 ou 4+ f + 2.

Logo o 'resto da divisão de 19+ 2t + 32 por 5 não muda de
valor, quando se substituem as suas diversas parcellas, 19, 21 e
32, pelos. restos f•. 1 e 2 que se obtêem dividindo cada uma d'ellas
por 5.

1Ot;. Todo o submultiplo, ou divisor de diocrsoe numeros inteiros
. é submuliiplo ou divisor da sua .~omma.

Com eüeito, se 3 é divisor de cada um dos nnmeros 12, 18 e
15, será (~ 1.02) nnllo o resto da divisão de cada um d'elles por
3, e, como o resto da divisão da somma 12 + 18 + 15 por 3 é o
mesmo (~ 10'1) que o da somma O+O + O dos restos pelo dito
divisor 3, segue-se que a somma 12 + 18-+ U:i é divisível por 3.

Se todas as parcellas excepto uma forem divisíveis por um nu-
mero inteiro, os restos das divisões da sornma e da parcella ex-
ceptuada pelo referido divisor serão evidentemente iguaes entre si,
ion. Todo o submultiplo ou divisor de um nWIlI'7'Ointeiro é sub-

muitiplo ou diviso)" 111' qualquer multiplo dI! 'mesmo 11111111'1'0 inteiro.
Todo o multiplo, 1l8X3 por exemplo, de um numero inteiro f..8

equivale a uma somma 48 + 48 + 48 de parcellas iguaes a esse
numero inteiro e portanto, se houver um numero, 12 por exem-
plo, que seja submultiplo de uma d'essas parcellas, esse mesmo nu-
mero será necessariamente divisor do cada lima rl'ellas e pôr con-
sequencia (§ 105) da sua somma 48X3. ,

107. O resto da divisão de um producto de [octcres inteiros por
um divisor inteiro não muda de valor, quomio a qualquer dos ta-
etores se junta ou subtrahe um muuipu: do divisor .

Juntar ao factor 31 de um producto 3'1X H um multi plo de 9,
por exemplo ;l X 9, equivale a juntar ao mesmo producto um ou-
tro multi pio de 9, isto é 3X 14X9, porque (~~ 07 e 53)

(3i +3.9) ifJ.=3i x i4 +3.9 x ifJ.=3f.x if~+3· i4x9

E como o resto de uma divisão, na qual 9 ó o divisor, não varia,
..
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quando (~ 103) ao dividendo 31X 14 se junta .u~_ multiplo 3X .
X i4X 9 do divisor. segue-se que o resto da divisão de 31X t4
por 9 deve ser igual ao resto da divisão de (3i +3.9) 14 por o
mesmo divisor 9.

Fica assim Lambem provado que o resto da divisão de (31+ 3.9)14
por 9 não muda de valor. quando a um dos factores. 31 + 3.9 por
exemplo. se subtrahe um mnltiplo, 3.9, do divisor 9.

!OS. O resto da divisão de um producto de {actores inteiros por
um divisor inteiro é igual ao resto da divisão pelo mesmo dilJisor do
producto dos restos obtidos dividindo cada um dos factores pelo dito
divisor.

O resto da divisão de um producto indicado 19X 21 X 32 por
5 não muda de valor, (~ W7) quando ao dividendo se subtrahe
um multiplo do divisor 5. Sabendo-se, pois que é 19= 5.3 +4
concluir-se-ha que (t9-5.3)2IX32 ou 4X21X32 dividido
por 5 dá o mesmo resto que 19X2t X32 dividido por 5. Pelo
mesmo motivo e por ser 21=5.4 + 1, o resto da divisão de l~X
X 21 X 32 por ti será igual ao resto da divisão pelo mesmo divisor
de 4(2i-5.4):J2=4XtX32. E finalmente este mesmo resto
será igual ao resto da divisão por õ de 4Xl(32-5.ti)=4X1X2,
visto que é :l2=-tí.6 +2.

109. Sendo -1 () 1°C810 da divisão de um numero inteiro por outro,
,será i o resto da divisão de qualquer potencia âesse numero inteiro
pelo mesmo divisor,

Em geral, quando todos os factores de um producto divididos pelo
mesmo divisor derem 1 de resto, o producto dividido pelo dilo di-
visor dará lambem t de resto, visto que este resto tem de ser
igual (~ 108) ao producto dos restos correspondentes a todos os
factores e o prnd neto I X 1Xl, , ,= i é inferior a qualquer di-
visor inteiro, que se considere.

Advertindo que uma potencia, 103 por exemplo, é um producto
(~ (9) de factores iguaes á base, í O, é evidente que basta saber
que a base dividida pOJ' um divisor, 3 ou 9, dá o resto 1 para se
concluir que ella dará também o resto i dividida pelo mesmo di-
visor.

Implicitamente fica demonstrado que qualquer potencia de W, ou
(§ 74) quaunu» numero itueiro escripto com o algarismo 1 seguido
de zeros dividido 1)01' 9 ou por 3 dá 1 de resto.

U O. Todo o 1I1/lne1'O inteiro que terminar á direita em zeros é di-
visivel por n potencia de <10, de '2 ou de 5 que tiver por expoente o
numero de zeros,

O numero :l'2íOOO, porque tem 3 zeros á direita, é pois divisi-
vel por 103, -z3 e 53,

Tendo-se demonstrado (§ (2) que 327000 é igual a 327X!OOQ,
é evidente (~ i02) que 327000 é multi plo de 1000, que, como
tamberu se provou já (§ 74,), é igual a 103•
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Sendo, pois,

será (§ 7 t)
327000=327 X {O3 e {O=2 x5

327000= 327 x 23 X 53

e portanto 327000 é (~ to2) divisivel por 23 e por 53.
11{. Todo o numero inteiro é igual a um multipío de 2 ou de 5

augmentado do seu ultimo algarismo da direita; ou igual a um
multiplo de 22 ou de 52 augmentado do numero escripto com os 2
algarismos da direita; ou igual a um multiplo de 23 ou de 53 mais
o numero composto dos ires ultimas algarismos, etc. .

O numero 74568 póde decompor-se de qualquer dos seguintes
modos

745601874500 68
74000 568
70000 lJ.568

/

Como a primeira parcella da primeira somma é (~ 110) um mul-
ti plo de 2 e de 5, a primeira parcella da segunda somma é um
multiplo de 22 e tle 52, a da terceira um múltiplo de 23 e de 53,
etc., segue-se que effectivamente o numero 74,568 é igual a um
multi plo de 2- ou de 5 mais 8, ou a um multiplo de 22 ou de 5'
mais 68, ou a um multiplo de 23 ou de r)3 mais 568, etc.
t {2. O resto da divisão de qualquer numero inteiro por uma po-

tencia de 10, de 2 ou de 5 é o mesmo que o resto da divisão pela
dila potencia do numero composto de ta71tOSalgarismos a contar da
direita, quantas são as unidades do expoente.

O resto da divisão do numero 74568 por t03 ou iOOO, por 23
e por ü3 é o mesmo que o resto da divisão de 568 por a potencia
que serviu de divisor.

O dividendo 7H568 é igual a 74,000+~)(38,a primeira parcella
d'esta somma é (§ ..10) divisível por 103, 23 e ~)3, logo (~ W~) a
parcella M8 dividida por 103, por 23, ou por tP dá o mesmo resto
que a somma 74,000 +568 igual ao numero dado 74M8.

Convém observar que todo o numero inteiro composto de 3 al-
garismos é sempre menor que 1000, e portanto dizer que os nu-
meros 74568 e 568 dão restos iguaes, sendo divididos por WOO,
é o mesmo que dizer que 7M>ü8 dividido por 1000 dá 568 de
resto.

Em geral todo o numero inteiro dividido por uma potencia de iO
dá sempre de resto o numero composto de tantos algarismos, a con-
tar da direita, quantas são as unidades do expoente da potencia.

I t 3. O resto da divisão de qualquer numero inteiro por 4 é o
mesmo que o resto da divisão por 4 do dobro do algarismo das de-
zenas mais o algarismo das unidades.

O resto da divisão de um numero inteiro por 4 é (§ ti2) o
mesmo que o resto da divisão por 4. do numero formado pelos dois
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algarismos da direita. Suppondo que .estes algarismos são 5 e 9,
concluir-se-ha que 59, e todos os numeros terminados em 59, da-
rão restos iguaes sendo divididos por 4, mas

59= 5 • :lO + 9 e, :lO = 2 • ~+ 2

59 =5 (2.4+2)+9logo
ou (~ 57) 59 >= 5 • 2 • 4+5 • 2+9

e como 5. ~. 4 é multiplo de 4, segue-se que (~ 106) 59 e a somma
2.5 +9 dão restos iguaes, quando se dividem por 4. '
. H/L Numero par é o que é divisível (~ -100) por 2. Numero
lmpar t é o que não é divisivel por 2.

Todo o numero inteuo, que tem na casa das unidades zero ou
algum algarismo par (2, 4, 6 ou 8) é (~ H2) divisivel por 2, e
por consequencia numero par. '

É divisível por 4 todo o numero inteiro no qual o dobro do' alga-
rismo das dezenas mais o algarismo das unidades dá uma stnnsna
divisivel prJr !l (~ '113). '

É divisivel por 5 todo o numero inteiro que tiver na casa das
unidades zero ou 5.
it5. Todo o numero inteiro escripto com um algarismo significa-

tivo seguido de zeros é igual a um multiplo de 9 ou de 3 mais o
algarismo significativo, isto é,

80000= multiplo de 9+8 e 80000= multiplo de 3+ 8

Sabe-se que (~~ 6'! e 74)
80000=8 x 10000=8 x 1()4

porém sendo
será (~ 109)

"

c

iO' = multiplo de 9+ t

e portanto
80000= 8 (multiplo de 9+1)

e finalmente (~ t08)
80000= multiplo de 9+8

e !()4=mu1tipI0 de 3+1

e 80000= 8 (multiplo de 3+!)

e 80000= múltiplo de 3 + 8

i{6. Todo O numero inteiro é igual a um multiplo de 9 ou de 3
mais a somma dos valores absolutos dos seus algarismos, isto é,

85647=multipIo de 9+8+5+6+4+7

e

t Aos numeros imparea chama-se, na linguagem vulgar, nones.



Decompondo 85647 nas unidades de diversas ordens, tem-se
85647= 80000+ 5000+ 600+ 40+ 7

e portanto (§ t {5) .
85647= (multiplo de 9 + 8)+ (multiplo de 9 +5)+ (multiplode 9+6)+

+ (multiplo de 9 + 4) + 7

ou (~104) 85647=muItiplo de 9+8+5+6+4+ 7

Do mesmo modo se demonstra a outra igualdade.
117. O resto da divisão de qualquer numero inteiro por 9 ou por

3 é (~~ 06 e 105) o mesmo que o resto da dioisõo por 9 ou por 3
da somma dos calores absolutos de todos os seus algarismos.

118. O resto da divisão de um numero por D ou por 3 póde
achar-se sem effectivamente dividir o numero por 9 ou por 3. Ex-
trahir os nooes, ou os tres a um numero, é achar o resto da divi-
são do numero por 9, ou por 3 sem empregar o processo especial
da divisão.

Para extrahir os naves, ou QS tres a qualquer numero inteiro
sommam-se os valores absolutos de todos os seus algarismos, menos
os naves ou Ires, e-cão-se desprezando, ou lançando [õra, os noves
ou tres, que no decurso da operação apparecerem.

Querendo extrahir os noves ao numero 7980643, dir-se-ha, 3 e
4. são 7 e 6 são 13, noves fóra 4 e 5 são 9, nada. 8 e 7 são i5,
noves fóra 6. O resto da divisão de 7985643 por 9 é pois 6.

Para excluir os tres ao mesmo numero dir-se-ha (desprezando
o 3) 4. e 6 são iD, tres fóra 1 e 5 são 6, tres fóra, nada. 8, tres
fóra, 2 e 7 são 9, tres íóra, nada.

Na pratica não se costumam excluir os tres, ainda mesmo que
se queira achar o resto da divisão de um n,umero por 3. Quando
se quer achar este resto, extrahem-se os naves ao numero, e ex-
trahem-se os tres ao resto que se obtem. Sabendo, por exemplo,
que 7985643 dividido por 9 dá o resto 6, conclue-se logo que
aquelle numero dividido por 3 dá o mesmo resto (~ iD5) que 6
dividido por 3.

Todo o numero que, depois de excluidos os naves, dá de resto O
é divisivel por 9.

Todo o numero que, depois de excluídos os naves, dá de resto O,
3 ou 6 é divisivel por 3.

119. Toda a potencia de to dividida por i i dá de resto '., quando
o expoente é par, e tO quando o expoente é impar.

Se o expoente de tO é par, se é, por exemplo, 2X3, tem-se (~ 72)
1QlX3 = (10')3= iDOS

1OO={}9+1=9x H+1mas
logo 100 ou toi dividido por H dá t de resto, e por consequen-
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cia todas as potencias de IOü, isto é, todas as potencias pares de
to, divididas por 11 dão i de resto (~ W9). .

Se o expoente de 10 é impar, o resto da divisão d'elle por 2
será 1, e. a potencia de 10 será então o producto de 10 por al-
guma potencia par de LO. Ter-se-há (~ 70), por exemplo,

1.07 =:1.0° x lO ou i07 = (mulLiplode H + i) 1.0

O resto da divisão de um producto 106X to por ti é igual (~ 108)
ao producto dos restos das divisões to6: H e to: H e, como o pri-
meiro resto é 1, por ser par o expoente de to, e o segundo resto
é í O, por ser este numero inferior a H, segue-se que' o resto da
. divisão de i07 por 11 é igual a t X 10ou 10.

Considerando 10 como potencia de grau impar (101.) (~ (9), ainda
se póde tomar 10 como resto da divisão d'esta potencia ímpar de
10 por H.
Advertindo que é 10= t 1- 1 ter-se-há
to.= multiplo de ii + ii - i ou (§ :105) iQ1 = multiplo de fi - i .

Póde portanto enunciar-se a proposição, que acaba de se de-
monstrar, assim: Toda a potencia de lO é igual a um multiplo de
11 mais 1, ou a um multiplo de ii menos t, conforme a potencia
é de grau par', ou de grau impar.

120. Todo o'numero inteiro escripto com um algarismo significa-
tivo seguido de zeros é igual a um multiplo de 1 1 mais o algarismo
s~gnificativo, quando o numero de zeros é par, e é igual a um mul-
tzplo de t I menos o algarismo significativo, quando o numero de ze-
ros é impar, isto é

80000=multiplo de H+8 800000=multiplo de H-8

Com effeito, no caso dos zeros serem em numero par, tem-se
pelos ~~ 6~, 74. e H8

80000=8X !Ot =8 (multiplo de i1.+ i)

e portanto (~§ 57 e t06)
80000= multipIo de ii + 8

Sendo ímpar o numero de zeros, será (~ ti8)
800000= 8 (multiplo de H-I)

e (~~ 57 e t06) 800000=multiplo de H-8

t 2 t. Todo O numero inteiro é igual a um multiplo de -I i mais
a somma dos valores absolutos dos algarismos de ordem ímpar a
Contar da direita menos a somma dos valores absolutos dos alga-
rismos de ordem par, isto é,

67834=multiplo de H+(j,+8+6-(3+7)



Sabe-se que
67834= 60000+ 7000+800+ 30 + 4

e portanto (§ 120)
67834= 4+ (multiplo de ii - 3)+ (multiplo de ii+8) +

+ (multiplo de H -7) + (multiplo de ti+ 6)

e, advertindo (~ 105) que a somma de diversos multiplos de 11. é
outro multi pio de 1 t,

67834=multiplo de H+4-3+'8-7+6
OS algarismos precedidos do signal - correspondem a numeros

ímpares de zeros, e portanto são os de ordem par a contar da di-
reita. .
i22. O resto da divisão de qualquer numero inteiro por 11 é o

mesmo que o resto da divisão por 1i do excesso da somma dos va-
lores absolutos dos algarismos de ordem impar a contar da direita
sobre a somma dos valores absotutos dos algarismos de ordem par.
Quando a primeira somma é inferior á segunda é necessario jun-
tar-lhe H, ou um multi pio de H.

Para achar o resto da divisão de 628374 por 11 effectuar-se-ha
a somma 4+ 3 + 2, que dá 9, e a somma 7 + 8 + 6=1:!1, e co-
mo 9 é menor que 21 e 9+ 11 tambem, tomar-se-ba a diílerença
9 + 22 -2,1 = í O, da qual se concluirá que 62837 q. dividido por
ii dá o resto 10.

Na pratica etctrahem-se os onzes a um numero inteiro, sommando
todos os algarismos de ordem impor a contar da direita e lançando
[ôra os onzes á medida, que vão apparecendo sommas que os con-
t~em, [azendo o mesmo aos algarismos de ordem par, e subtrahinâ»
este resultado d'aquelle, ou da somma d'elle com onze, conforme a
primeira subtracção (dr ou não possivel.

Para extrahir os onzes a 628374 dir-se-ha: 4 e 3 são 7 e 2 são
9; 7 e 8 são Hl, onzes fóra 4. e 6 são 10. De 9 não se póde sub-
trabir 10, e por isso juntando 11 ao additivo ter-se-ba 20-10
igual a 10, que é o resto anteriormente achado.

Conclue-se do exposto que todo o numero inteiro que, depois de
excluidos os onzes, der de resto zero é divisivel por l·f.
U3. Prova de qualquer operação é urna nova operação, pela

qual se verifica, se o resultado da primeira operação está certo.
Quando o resultado da mesma operação póde ser achado por

dois meios differentes, qualquer d'elles pó de servir de prova ao
outro.

A operação empregada como prova não deve ser mais compli-
cada que a operação, que por ella se verifica, aliás é mais prova-
vel errar na prova que na propria operação.

124. Ha duas especies de provas, que se denominam prova real
e prova por um divisor.
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, A prova real é effectivamente um processo differente de effe-
ctuar uma dada operação, a fim de se poder verificar se os dois
processos dão resultados iguaes. A prova por um divisor não é uma
prova completa, porque apenas ensina a conhecer se o resultado de
certa operação satisfaz a algumas das condições, e não a todas, a
que elle deve satisfazer, para se poder adquirir a certeza de que
a operação não está errada.

A prova real somente pode illudir-nos, quando estiver errada a
operação empregada para tirar a prova e o erro commettido n'ella
fôr exactamente igual ao que affectar a operação princi pai, cuja
exactidão se pretende verificar. A prova por um divisor jamais póde
dar a certeza de haver ficado certa a operação principal, póde ape-
nas servir para indicar que ella não envolve certos erros, podendo
comtudo conter outros, cuja relação com o divisor empregado é
conhecida. Em compensação a prova por um divisor é geralmente
de execução mais facil do que a prova real.

12D. Na prova por um divisor trata-se apenas de verificar se o
resto da divisão do resultado, que se pretende ensaiar, pelo divi-
sor adoptado é effectivamente o resto, que deve dar a divisão do
verdadeiro resultado pelo dito divisor. Esta igualdade de restos é

. effectivamente uma condição necessaria para que sejam iguaes os
dois resultados, o supposto e o verdadeiro; mas é uma condição
insufficiente, porque, se entre os dois resultados houver uma dif-
íerença, que seja multi pia do divisor, os dois restos serão iguaes
entre si (§ 103), não obstante ser o resultado supposto diITerente
do verdadeiro resnltado.

A prova por um divisor somente deixa portanto d'accusar erros
multi pios do divisor empregado. Se o verdadeiro resultado de uma
operação Cor por exemplo a5, a prova por o divisor 9 nenhum erro
accusará a quem tiver errado a operação achando, em vez do ver-
dadeiro resultado, esse mesmo resultado augmentado ou diminuido
de qualquer multiplo de 9; accusará, porém, todos os erros que
não forem múltiplos de 9 e por isso, a não haver da parte do ope-
rador interesse em nos illudir, a prova por um divisor indica uma
grande probabilidade de estar ou não certo o resultado de qual-
quer operação.

Os divisores, que geralmente se empregam nas provas, são 9
e ti, e por isso as provas por um divisor dividem-se de ordina-
rio em prova dos nanes e prova dos onses. Podem comtudo empre-
gar-se outros divisores Caceis de extrahir como são 2, 3, 4 e D.

t 26. A prova real da addição póde tirar-se sommando as par-
cenas de baixo para cima, quando a operação se fez sommando-as
de cima para baixo, ou sommando-as de cima para baixo, quando
a addição se effectuou de baixo para cima .
. Emprega-se algumas vezes outra prova real da addição, que con-
siste em sommar a primeira columna da esquerda e subtrabir de-

5
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pois o resultado, que se obteve, das unidades da mesma ordem
contidas na somma, que se quer verificar, em subtrahir d'este
resto a somma da segunda columna da esquerda, e depois a da
terceira columna e assim successivamente, até se ter subtrabido
a columna das unidades. Se a addição estiver certa, o ultimo resto
deve ser nnllo. O exemplo seguinte mostra como se dispõe a ope-
ração, fl.358

762~9835
2369

2fl.i86
2120

A primeira columna da esquerda somma 22 milbares, que sub-
trahidos de 24 milhares, que ba na somma total 24186 produz 2
milhares. Escreve-se 2 por baixo dos milhares e sommam-se de-
pois as centenas. Esta somma dá 20 centenas, que subtrahidas das
2t •centenas contidas no ultimo resto 2t86 dão t centena. Som-
mando a columna das dezenas acha-se i6 dezenas e, como i8 de-
zenas menos t6 dezenas dão 2 dezenas, escreve-se dois por baixo
das dezenas. A somma da columna das unidades é 26, o ultimo
resto, que se obteve, é tambem 26, logo a operação está certa.
i27. Tira-se a prova dos noves á addição extrahindo os noves

á primeira parcella, juntando o resto que se obtiver aos algaris-
mos da segunda parcella e extrahindo os noves A sua somma, con-
tinuando assim até A ultima parcella, e extrahindo depois os no-
ves A somma, que se quer verificar. O resto d'esta ultima extrac-
ção deve ser igual ao que ficou depois de extrahidos os noves ás
parcellas.

No exemplo do § precedente obtem-se, extrahindo os noves As
parcellas de cima para baixo, 2, t, 7 e 2, logo, se a addição esti-
ver certa, ha de ser

2~i86 =multiplo de nove + 2+ i + 7+ 2

e portanto (~ t05) dividindo 24186,e 2+ t + 7+ 2 por 9 devem
apparecer restos Iguaes.

Como porém as sommas 9+(2+t+7+2); t8+(2+i ++ 7 + 2); 27 + (2+ t + 7+ 2); etc. dão todas o mesmo resto de-
pois de excluidos os noves, segue-se que a prova dos noves só nos
convence de que a verdadeira somma é 24,186, ou 2U86 augmen-
tado, ou diminuido de qualquor multi pio de 9. '

A prova dos onzes tira-se ã addição exactamente como se tira
a dos noves, com a differ~nça de se extrahirem os onzes em vez
d.os noves, e de aquella não accnsar os erros multi pios de i I, as-
SIm como esta não accusa os erros multi pios de 9. '
v Para verificar a seguinte 30mma pela prova dos noves
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i60~5
procede-se aSSIm, 4 e 5 são 9, nada; 2 e 8 são to, noves fóra t
e 8 são 9, nada. 6 e 2 são 8 e 3 são' 11, noves fóra 2 e 3 são 5
e.5 são 10, noves fóra t e 4. são 5 (escreve-se ao lado um 5 por
CIma de um pequeno traço); 5 e 2 são 7 e 6 são i3, noves fóra
~ e i são 5 (escreve-se um 5 por baixo de um pequeno traço). A
Igualdade dos dois restos mostra que a operação está certa, ou
que, se o não está, o erro é multiplo de 9.

Para tirar a prova dos onzes á mesma somma dir-se-ha 4. e 8
são i2, onzes fóra { e 3 são 4. e 2 são 6 e 2 são 8 e 5 são i3,
onzes fóra 2 (escreve-se um 2 ao lado sobre um pequeno traço);
5 e 6 são ii, nada. 8 e 3 são U, nada. 4. (escreve-se o 4. em se-
guida ao signal- que se põe depois do 2). Juntando i i ao 2
tem-se t3 e subtrabindo 4. de t 3 acha-se 9. Extrabindo os onzes
a i6025 acha-se tambem 9.

Conclue-se de tudo que, se não está certa a addição, os erros que
envolve hão de ser multi pios de 9 e de t í , como são, ror exem-
pio, os productos 9Xtt ou 99; 9iXH ou 89f; 9XH ou f08J);
9'XUII ou 980i; etc.

i28. A prova real da subtracção ou diminuição reduz-se a som-
mar o subtractivo, ou o diminuidor com o resto. Se a operação
estiver certa, deve (§ 32) esta somma ser igual ao additivo, ou
diminuendo.

A prova por um divisor da subtracção ou diminuição effectua-se
excluindo o divisor empregado (9 ou t t) ao subtractivo e resto,
como se fossem parcellas de uma somma, e depois ao additivo.

i29. A prova real da multiplicação tira-se ordinariamente divi-
dindo o producto por um dos dois factores. Se a multiplicação es·
tiver certa, o quociente ba de ser igual ao outro factor.

Tira-se a prova por um divisor á multiplicação excluindo o di-
visor (9 ou t t) a cada um dos factores, multiplicando os restos
obtidos, e excluindo o divisor ao producto d'estes restos e ao pro-
dueto dos dois numeros dados.

Se estes dois productos derem restos iguaes, a operação está
certa, ou só envolve um erro multi pio do divisor empregado.

Para verificar pela prova dos noves a multiplicação
6~ 613
sa 53

i935
U90
U,83ã

tiram-se duas linhas em éruz, escreve-se no angulo superior dà
I.
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esquerda o numero 6, que fica depois de excluídos os noves ao
factor 6MS, por baixo o resto 5, que fica depois de excluídos os
noves ao outro factor 23, á direita do primeiro numero o resto 3
do producto 6X5, e por baixo d'este o resto do producto 14835.

Reconhece-se extrahindo os noves aos factores que é

M5 = multiplo de 9+6
23=multiplo de 9+5

e, como o resto da divisão por 9 do producto dos factores 645 e 23
é igual ao resto (§ lOB) que se obtem dividindo por 9 o producto
6X5 dos restos obtidos dividindo cada um dos factores por 0, e
este ultimo resto é 3, segue-se que 14835 é e1fectivamente o pro-
dueto de 645 por 23 ou só póde ditTerir d'elle em algum multi-
pIo de 9. .

A prova dos onzes tira-se á multiplicação exactamente como a
dos noves.

{30. A prova real da divisão tira-se multiplicando o divisor pelo
quociente incompleto e juntando ao producto o resto da divisão.
Se a divisão estiver certa deve (§ 81) esta somma ser igual ao di-
videndo .

.Tira-se a prova por um divisor á divisão considerando esta ope-
ração como uma addlção, na qual uma das parcellas é o producto
do divisor pelo quociente incompleto e a outra é o resto, isto é,
excluindo o divisor escolhido ao divisor da divisão, depois ao quo-
ciente incompleto, multiplicando os restos e excluindo o divisor ao
producto obtido, juntando este ultimo resto ao resto da divisão, a
esta somma excluindo o divisor, e finalmente excluindo o divisor
escolhido ao dividendo.

Os dois ultimos restos devem ser íguaes para a divisão estar
certa.

Para tirar a prova dos onzes á seguinte divisão
f.5'544 ~ 21f.
f. :~4 647 9' T

f.6

traça-se uma cruz ao Jado, extrahem-se os onzes a 24 e escreve-se
o resto 2 no angulo superior da esquerda, extrahem-se os onzes
ao quociente incompleto 647 e escreve-se o resto 9 por baixo do
2, multiplicam-se os restos 2 e 9, extrahem-se os onzes ao pro-
dueto IS, junta-se o resto 7 a f6, extra bem-se os onzes á somma
~3, escreve-se o resto t no angulo superior da direita da cruz e
extrahem-se finalmente os onzes ao dividendo f 5544.

Das operações executadas deduz-se
U =multipIo de H+~

647=multiplo de ii +9
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logo (~ 129) 2.&.X64,7=multiplo de H+~X9

OU ~<ÍX64,7=multiplo de H+7

e portanto 24,X64,7+i6=multiplo de H+7+i6

Admittindo pois que é
i55í4, = 24,X 64:7+ i6

e sub tituindo 24, 647 e 16 respectivamente por 2, 9 e 5, restos
obtidos dividindo aquelles numeros por H, ter-se-há uma sornma
2><9 + 5=23 que (§§ to4 e 108) dividida por 1i ha de dar o
mesmo resto que 2!l><G47 + 16. Esta ultima soturna dividida por
11 dá pois (§ ·121) o re to 1 e o mesmo resto deve dar 1554.4., se
a divisão estiver certa, ou se houver no quociente incompleto 64.7,
ou no resto JG, algum erro igual a um rnultiplo de 11.

EXERO:rO:rOS

I. Quaes são os restos das divisões dos numeros 208lO79, 19129B, i30~60t.3,
2973!H, 5601939, 800047092 por 2,4:,5,8, ro, re, 25, 100, 125, 625 e 10001

II. Quaes são os restos das divisões dos numeros 221224:, 55f8lJ,58fJ" 499688i,
34255, 61202328, 5360i024, 1253175, 4:36934,058 por 9, 3 e ii ~
. III. Provar que todas as potencias de um inteiro divididas pelo inteiro imme-

dlatamente inferior dão 1 de resto, e divididas pelo inteiro inunedialamente su-
perior dão I, ou o proprio inteiro de resto, conforme o grau da potencia é par ou
lIUfar.

V. Provar, sem se servir do principio demonstrado no § li6, que todo o nu-
mero inteiro augrnenta ou dimmue de um multiplo de 9, quando se muda o logar
a algum dos seus algarismos ou se escrevem zeros entre dois d'elles.

V. Provar, sem se servil' do principio demonstrado 110 § Ui, que todo o nu-
mero inteiro augrnenta ou diminue de um multiplo de ii, quando se trocam os
lo~ares a dois algarismos de ordem par ou a dois de ordem impar.

VI. Provar, sem se servir do § Ui, que é múltiplo de H onumero inteiro, no
qual todas as classes de dois algarismos se compõem de algarismos iguaes, como
':23311, 550066, fl48877, ele.

VIL. Provar que o resto da divisão de um numero inteiro por ioo- i ou
99, 1000 - i ou 999, iOOOO- l ou 9999, etc., é o m-smo que o resto que se
obtem dividindo pelo divisor empregado a omma das classes de 2, 3, 4, etc., al-
garismos contadas da direita do numero dado.

VIII. Provar que o resto da divisão de um numero inteiro por tOi, iooi, iOooi,
etc., póde obter-se decompondo o numero em classes de 2, :1, 'l, etc., algarismos
~ contar da direita, subtrahindo a somma das classes pares da somma das classes
lmparl'S, ou, quando fõr necessario, d'esta somma augmentada de tOt, tooi,
iOOOi, etc., e dividindo o resto pelo divisor de que se trata.

IX. Provar que o numero inteiro no qual as classes de :l, 4, 5, etc., algarismos
se compõem de algarismos iguaes é multiplo de Bi, ilH, HUi, etc.

X. Provar que o resto da divisão de um numero inteiro por 37 pôde obter-se
decompondo o numero em classes de 3 algarismos a partir da direita, sommando
as classes e dividindo a somma por 37.

XI. Provar sue o reslo da divisão de um numero composto de 3 ou menos al-
garismos por I pó de achar-se dividindo por 7 a somma do algarismo das unida-
des, com o triplo do algarismo das dezenas e o dobro do algarismo das centenas.

XII. Provar que o resto da divisão de um numero composto de 3 ou meDOSal-
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garismoa por i3, põde achar-se dividindo por i3 o resto que fica depois de se
subtrahir a somma do triplo do algarismo das dezenas com o quadruplo do das
centenas do algarismo das unidades, ou, sendo preciso, da somma d'este com
um multiplo de i3.

XIII. Provar que o resto da divisão de qualquer numero. inteiro por 7, ou por
i3 póde achar-se decompondo o numero em classes de 3 algarismos da direita
para a esquerda, subtrahindo a somma das classes pares da somma das classes
impares, ou d'esta augmentada de um multiplo do divisor e dividindo o resto por
7, ou por ra

XIV. Demonstrar que o erro commettido na multiplicação de dois inteiros,
quando se escreve um producto parcial fóra do seu logar, nunca póde ser accu-
sado pela prova dos noves e só o póde ser pela dos onzes, quando os algarismos
do producto parcial estão 1,3, 5, etc., casas para a-esquerda ou para a direita,
das que lhes competem e não deixam de representar unidades inteiras.

CAPITULO II
Maximo divisor commum-Numeros primos entre s.i

i3L Maximo divisor commum de dois, ou mais numeras in-
teiros é o maior numero inteiro que os divide (§ W2) a todos exa-
ctamente.

Dois ou mais numeros inteiros são primos entre si, quando
têem por maximo divisor commum a unidade. Os numeros primos
entre si só têem um divisor commum, que é a unidade.

Tres ou mais numeros inteiros são primos entre si dois a
dois, quando qualquer d'elles é primo com cada um dos outros. Os
numeros 8, i5 e 77 são primos entre si dois a dois, porque entre
8 e {5, 8 e 77, U; e 77 só ha o divisor commum f.

{32. Tres ou mais numeros inteiros podem ser primos entre si,
sem comtudo o serem dois a dois. Assim os numeros 8, 15 e t4
são primos entre si, porque o seu maxirno divisor commum é t,
mas não são primos entre si dois a dois, porquanto entre elles ha
dois numeros, 8 e 14, cujo maximo divisor commum não é unidade.

Sendo, porém, primos entre si dois de tres ou mais numeros in-
teiros necessariamente todos estes serão primos entre si. Assim,
por serem primos entre si os dois numeros 8 e {5, serão primos
entre si 8. i5 e j 4. e, em geral qualquer grupo de numeres, no
qual se comprehendão aquelles dois. Com effeito, se não fossem
primos entre si os numeros 8, i5 e t4., o seu maxirno divisor com-
mum seria um numero inteiro differente de unidade, que dividiria
exactamente cada um dos numeros dados e seria por consequencia
um divisor commum dos dois nnmeros 8 e t5, que por hypothese
são primos entre si.

i33. Omaaimo divis01"commum de dois, ou mais numeros intei-
ros é o menor de todos elles, quando o menor é submuliipío do outro,
ou de cada um dos ut~tros, isto é, se os numeros 24,60 e 72, por
exemplo, forem multiplos de t2, será t2 o maximo divisor com-
mum dos numeros f2, 24, 60 e 72.
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Com effeito i2 divide por hypothese 24, 60 e 72 e, como é tam-
bem divisor de si mesmo, 12 é um dos divisores communs dos
quatro numeros 12, 24,60 e 72. E, porque nenhum numero maior
que 1~ póde dividir 12, será 12 o maior de todos os divisores com-
muns de 12, 24, 60 e 72.

Se os numeros fossem apenas dois, 12 e 24 por exemplo, e o
maior 24 fosse multi pIo do outro 12, seria tambem o menor o ma-
xlmo divisor commum dos dois numeroso

134. O maximo divisor commum de tres, ou mais numeres intei-
ros é igual ao maximo divisor commun dos numeres, que restarem
depois de excluídos dos numeres dados os que forem multiplos de
alguns d'elles, isto é, o maximo divisor cornmum dos numeres
8, 12, 16 e 36 será tambem maximo divisor commum dos nume-
ros 8 e 12, que são os que restam d'aquelles quatro numeres de-
pois de excluidos 16 e 36, que são respectivamente múltiplos de
8 e de 12.

Com effeito, por serem 8 e ~2 submulliplos de 16 e de 36, qual-
quer numero, que divida exactamente tanto 8 como 1t, dividirá
(~ 106) tambem exactamente 16 e 36 e será portanto um dos di-
VIsores communs de 8, {2, 16 e 36. Logo o maximo divisor com-
mum dos dois numeros 8 e 12 é divisor commum dos quatro nu-
meros 8, 12, {6 e 36.

O maximo divisor commum dos dois numeros 8 e i2 não só é
um dos divisores communs de 8, 12, 16 e 36; mas é o maior de
todos elles, porque, sendo divisor commum de 8 e 12 qualquer
numero que divida exactamente 8, 12, 16 e 36, se o maximo di-
VIsor commum d'estes quatro numeros excedesse o maior divisor
Commum de 8 e '12, admitliriam estes dois numeres um divisor
comrnum maior que o seu maximo divisor commum, o que evidente-
mente é absurdo.
t35. O maximo divisor commum de dois, ou mais numeros intei-

ros não muda de valor, quando algum d'elles se substitue pelo
~esto da sua divisão por um dos numeres dados e inferiores a elle,
Isto é, o maximo divisor commum dos numeros 12,54 e t82 não
muda de valor, quando se substitue o numero t 82, por exemplo,
por 'tO, que é o resto da divisão de 182 por 54.

Representando em geral por D o maximo divisor commnm dos
tres numeros i2, 54 e t 82, será evidentemente zero o resto da divi-
são de cada um d'elles por D e sabe-se que este resto não mudará de
valor (~ iD3) se ao dividendo se juntar ou subtrahir um multiplo
de D. Ora qualquer dos tres numeros dados é por hypothese um
multiplo de D e por consequencia será divisivel por D cada uma
das differenças 182 - 54, t 82 - 54.2, ,182- 54 • 3, a ultima das
quaes é igual ao resto 20 que resulta da divisão de i82 por 54. Logo
o 'ltaximo divisor commum D dos numeres 12, 5i e 182 é um dos
divisores communs de t2, M e 20.
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o maximo 'divisor commum D dos tres numeros 12, !H e 182
não só é um dos divisores communs de U, 5fl. e 20, mas é o
maior de todos elles, porque, se estes tres numeros 12, 5fl. e 20
admittissem um divisor commum maior que D, esse tal divisor com-
mum, tambem (§ 103) dividiria exactamente 20 + 54., 20 +Di.2,
20 +M. 3 e, como esta ultima somma é 182, seria elle um di-
visor commum de 12, 54. e i8:::! e por consequencia estes tres nu-
meros admittiriam contra a hypothese um divisor commum maior
que D.

136. O maximo divisor commum de dois, ou mais numeres intei-
ros é igual ao maximo divisor commum do menor d'elles e do resto
da divisão do outro, ou de cada um dos outros pelo dito menor nu-
mero.

Depois do que se acabou de demonstrar (§ 135) o maximo di-
visor cornmum dos numeros 168, 378 e 396 é igual ao maximo
divisor commum dos numeros 168, !~2 e 396. se 4'z fôr o resto
da divisão de 378 por t 68 e pela mesma rasão o maximo divisor
commum dos numeros 168, 42 e 396 será igual ao maximo di-
visor commum de 168, 42 e 60, suppondo que 60 é o resto da
divisão de 396 por 168.

137. Na doutrina exposta no § precedente funda-se um dos pro-
cessos de achar o maximo divisor commum de dois ou mais nu-
meros inteiros.

Sejam {56. 1134, 2820 e H088 quatro numeros inteiros, cujo
maximo divisor comrnum se procura. Dividindo os tres ultimos
pelo primeiro, que é o menor, acham-se os restos 42, 1~ e 12.
Logo (§ 136) o maximo divisor commum dos numeros

I

i56 i13~ 2820 11088
é igual ao maximo divisor commum dos numeros

156 ~2 12 i2
Procedendo com estes tres numeros differentes (156, 4.2 e 12),

como se procedeu com os quatro numeros dados, acha-se que o
maximo divisor cornmum d'elles é igual (§ 134) ao maxirno divi-
sor commum dos numeros

6 n
e finalmente dividindo 12 por 6, e advertindo que o resto da di-
visão é nulio, conclue-se (§ 134) que 6 é maximo divisor commum
de 6 e 12, e por consequencia que 6 é máximo divisor commum
de 1.56, 42 e 12 e maximo divisor commum dos quatro numeros
dados.

:f; .facil reconhecer que este processo é geral, isto é, que pode
applicar-ss a quaesquer números inteiros. Com efIeito, dividindo
todos os numeros dados menos 'o menor por este menor numero
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ha de acontecer necessariamente que todas as divisões sejam exa-
cta" ou não. No primeiro caso é o divisor de todas essas divisões
( 1;13) o máximo divisor commum procurado; no segundo caso
e este máximo divi ar commum igual ao máximo divisor cornrnum
do numero. que serviu de divisor em toda as divisões e dos restos
das mesmas dívisões. Procedendo com estes novos numeres, como
se procedeu com os primeiros; e, excluindo os que se reduzirem
a zero (§ {3í), acham- e outros numeras ainda menores, cujo
maximo divisor commum é igual ao do numeros dados. Conti-
nuando a proceder d'este modo, os numeras, que vão occupando
o lagar dos propostos, hão ele necessariamente desapparecer ou
diminuir de valor e como esta diminuição é po sivel, em quanto
houver dois ou mais numeres e não póde deixar de ser limitada,.
pois que nenhum dos numeres pódc ser inferior a zero, segue-se
que se chegará a obter um ó numero, que será evidentemente o
maximo divi 01' comrnum de todo os numeras dados, bem como
de cada uma da serie, que ucces ivamente se formaram.

Quando este numero unico é 1, os numeras são primos entre si.
138. O processo ardina rio de achar o maximo divisor cornmum

de dois numeres inteiros não diífere do processo geral acabado de
expor e funda- e, como e 'te, nos principios demonstrados nos
~ 13:l e 135.

Para se obter o maximo divisor commum dos numeros 504 e
132 divide- e o maior pelo menor e, se o resto Iór nullo, será
o menor (§ 133) o máximo rlivi '01' commum dos doi nu meros. Sup-
pondo que o resto não é nullo, e que é 108, como acontece no exem-
plo proposto, erá (§ 135 o máximo divisor commum de 50í e
13t igual ao maxirno di vi ar comrnum de 108 e 132. Procedendo
Com e tes ultimes dois numeras. como se procedeu com os dois
numero dado e continuando assim ucces ivamente, como os ul-
timas numero hão de ser sempre menores que os antecedentes,
por ser em cada divi ão o re to menor que o divisor, chegar-se-há
necessariamente a um systerna de dois numeros, um dos quaes
seja zero, porque, emquanto isto não succeder, sempre será pos-
sivel, eífectuando uma nova divisão, obter dois numero ainda mais
pequeno'. D'e e dois numeros, o que é zero representa o resto
da divi ão em que o divisor era o outro numero. O divisor d'esta
divi ão sem re to é o rnaximo divisor commum procurado. Quando
o dois numero ão primo entre 'i ( 13{) e te ultimo divisor,
i to é, o maximo divisor cornrnum, é L O processo exposto serve
portanto para achar o maximo divisor commum de dois numeros
e para descobrir e elles são primos entre si.

Quando, por aca o, applicaudo o preces o descripto, se reconhece
que o dividendo e o divt ar de uma da' divisões são numeros pri-
mo entre si, é desnece sario continuar a operação. vi to saber-se
que os dois numeras dados são também primos entre si.
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ximo divisor cornmum do dividendo e divisor de uma divisão, por-
que esse maximo divisor commum ha de ser tambem maximo di-
visor commum dos dois números dados.

139. A operação do maximo divisor commum de dois numeros
dispõe-se na pratica como se vê no seguinte exemplo, em que se
procura o maximo divisor commum dos numeros 698 e t28.

li ! 4 { 5

6~~ 11i~t ~g! ii l_i~I ~
Para se obter o maximo divisor commum de dois números divi-

de-se o maior pelo menor, escrevendo este á direita d'aquelle e se-
parado d'elle por um traço vertical, e o quociente incompleto por
cima do divisor, divide-se depois o divisor d'esta divisão pelo resto,
o divisor d'esla segunda divisão pelo resto da mesma divisão, e con-
tinua-se a dividir o divisor de cada divisão pelo seu resto, até que .
se chegue a uma divisão em que o resto seja nullo, 011 em que o di-
videndo e o divisor tenham um maximo divisor commum conheci-
do. O divisor da divisão sem resto, ou o maximo divisor commum
conhecido do dividendo e divisor de qualquer das divisões, é o ma-
ximo .divisor commum procurado t.

140. O maximo divisor commum dos productos, ou quocientes de
dois, ou mais numeras inteiros por um [actor, ou divisor cornmum, é
igual ao proâucto, ou quociente do maximo divisor commztm d'aquel-
les numeras inteiros pelo referido factor, ou divisor commum.

Sabe-se, com elíeito, que o maximo divisor commum dos pro-
duetos

{1>6x5 H3lJ.x5 2820x5 ii088X5

é igual (§ 136) ao maximo divisor commum do menor d'elles (i56><:S)
e dos restos das divisões dos tres productos maiores por aquelle
menor producto. Mas o resto da divisão de H34X5 por t56X5
é igual (~ (5) ao prcducto de 5 pelo resto da divisão de 1134 por
Hl6, e o mesmo acontece aos restos das divisões de 2820X fi e '
de H088X5 por HS6X5. Sabendo-se, pols, que dividindo H34,

1,O.S inglezes e os allem~e~, seguindo o se~ systema (§ 86 nola) de escreverem
o divisor á esquerda do dividendo e o quociente Incompleto á direita, dispõem
a operação assim

, . {i8 I 6981
5

640
-gs 1!812 .H6

fi' 581448
tõ :~1 t

II 10 III10
-o
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2820 e 11088 por Hí6 se obtêem os restos 42, i2 e 12, concluir-
~e~ha que o maximo divisor commum dos quatro productos dados
e Igual ao maximo divisor commum dos seguintes productos

156x 5 r.2x 5 I~ x 5 ii!x 5

, ~aciocinando do mesmo modo, e tendo presentes os resultados
obtidos no ~ t37, reconhece-se que o maximo divisor cornmum
d'estes productos é igual ao dos productos (~ 134)

6x5 i2x5

e como f 2 dividido por 6 dá zero de resto, segue-se (~ 95) que
!2><5 é multiplo de 6><5 e por consequencia (~ 133) que 6X5
e o máximo divisor commum de 6X5 e 12Xts. Logo, sendo 6 o
maximo divisor commum de 156; H34; 2820 e H088; será 6X5
o maximo divisor commum de 4:)6X5; H34X5; 2820X5; e
H088X5.

Partindo do principio (~ 95) que, quando se divide o dividendo
e. o divisor por um dos seus divisores communs, o resto vem divi-
dIdo pelo mesmo divisor commum acha-se sirnilhantemente que o
maximo divisor commum de

{56: 2 H34 : 2 2820 : 2 H088 : 2

é igual ao maximo divisor commum de

156 : 2 42 : 2 12 : 2 i2 : 2

e que o maximo divisor commurn d'estes quocientes é o mesmo
que o dos quocientes

6:2 i2:2 .

Finalmente, por ser t2 divisivel por 6 é (~ 95) o quociente t2: 2
mul~iplo de 6: 2 e por consequencia (§ t 33) o quociente 6': 2 é o
maxlU10 divisor commum de 6: 't! e de t2: 2 e também o é de
fM : ~; fi34: 2; 2820: 2 e 1t088 : 2.
Dividindo quaesquer numeras inteiros pelo seu maximo divisor

commum obtêem-se quocientes, que são primos entre si, porque têem
para maximo divisor commum o quociente do maximo divisor com-
mum dos numeros dados dividido por si mesmo.

f4.L Por meio do § antecedente póde em muitos casos simplifi-
car-se a operação do maximo divisor commum. Para achar, por exem-
plo, o maximo divisor commum dos numeros i860000 e 489000
dividem-se ambos estes numeros pelo divisor commum 1000, e
procura-se depois o maximo divisor commum dos quocientes f860
e 489.

3 I 4 tO I 2

i860 14891393196191613393 96 9 6 3 o
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Multiplicando por 1000 o maximo divisor commum 3 dos nume-
ros 1860 e 489, acha-se 3000 para máximo divisor commum dos nu-
meros 1~60000 e 489000.

142. Todo o divisor commum de dois, ou mais numeres inteiros
~ divisor do seu rnaximo divisor commum.

Represente-se em geral por D o maximo divisor commum dos
quatro numeros 156; H34; 2820 e 11088 e seja 2 um dos outros
divisores communs. É evidente que os quatro quocientes

Hí6: 2; H3lJ.: 2; 2820: 2; H088: 2;

serão numeros inteiros e terão (~ 140) por máximo divisor com-
mum o quociente D: 2. E como o maximo divisor commum é um
numero inteiro (§ 131) segue-se que 2 é um dos divisores de D.

143. Todo o numero inteiro, que divide um producto de dois fa-
ctores inteiros, e que ~ primo com um d~e/les, divide o outro (actor.

Sendo o producto 72 X 25 divisível por 12, e sendo 12 primo
com 25, será 12 divisor de 7'2..

Com effeito, se 25 e 12 são numeros primos enlre si, o seu ma-
ximo divisor commum é 1 (~ 131.), e portanto (~ 140) o maximo
divisor cornmum cios productos n X 25 e 72 X 12 é 72X { ou 7,2.

Mas 12 divide 72X 12, porque (~ 93)
72x i2 : i2= 72(i2 : (2) = 72 • i= 72

e divide lambem 72X25por hypotbese, logo (§ 142) {2 divide o
maximo divisor commum d'estes productos e por consequencia di-
vide 72.

14.4. O maximo divisor commum de dois numeros inteiros não
muda de valor, quando um d'elles se multiplica por um numero
primo com o outro.

Sendo 12 o maximo divisor commum de 504 e 132, será lam-
bem 12 o maximo divisor commum de 504X25 e 132, suppondo
que 2~ é primo com 132.

Suppondo que 25 é primo com 132, será 25 primo com qual-
quer divisor de 132, porque o numero, que dividisse exactamente
25 e este divisor, seria (§ 106) um divisor commum de 25 e i32.
Qualquer divisor commum de i32 e 504X25 não póde, pois, dei-
xar (§ 14.3) de dividir exactamente 132 e t>04. Logo o maaimo divi-
sor commum de 504 )(25 e ,132 ~ um dos divisores commrms de
«32 e 50!L

Ó maximo divisor commum de 504 X 25 e 132 não sómente é
um dos divisores communs de 504 e i32, mas é o maior dr todos
elles, porque, se um numero ainda maior dividisse 504 e {32, esse
mesmo numero dividiria (§ 106) igualmente 504 X25 e {32 e dei-
xaria por consequencia o outro de ser o maximo divisor commurn
de 504X25 e 132.

145. O maximo divisor commum de dois ntlme1'OSnão muda de
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valor, quando um d'elles se divide por um dos seus divisores, com-
tanto que este divisor seja primo com o outro numero.

Sendo 12 o maximo divisor commum de 504 e 132, será 12 o
maximo divisor commum de 504: 7 e 1.32, suppondo que 7 é primo'
com 132.

Com eITeito, depois do que se demonstrou (~ 144), é evidente
. que o maximo divisor commum de 504: 7 e 132 é igual ao ma-
ximo divisor commum de (504: 7) 7 e 132 ou (~~ 78 e 79) de 504
e 132.
'. Tania este principio, como o do ~ 140, póde empregar-se vanta-
Josamente para simplificar o processo (§ 139) do maximo divisor
commum.
146. Theorema t. Todo o numero primo com os factores de um

producto é primo com o producto, Inversamente todo o numero primo
Com um producto ~ primo com cada um dos (actores do mesmo pro-
âucto.

Designande P um numero inteiro primo com outros numeros in-
teiros representados por as letras A, B, C, etc., será P primo com
o producto ABC ...

Sendo P e A dois numeros primos entre si, o seu maximo divi-
sor comrnum él (~ 131), e como o maximo divisor commum en-
tre P e A não muda de valor (~ 144), quando se multiplica A por
um numero B primo com P, segue-se que o maximo divisor com-
mum entre P e o producto AB é 1, ou que P e AB são primos en-
tre si. .
. Sendo P e AB primos entre si, isto é. sendo 1 o seu máximo

dlVISOI' commum, tambem 1 será o máximo divisor commum entre
P e A BX C ou ABC, visto suppor-se que C é primo com P, logo
P será primo com ABC. Do mesmo modo se raciocinaria se o pro-
ducto tivesse mais de tres factores.

Inversamente se P fôr primo com o producto ABC ... , será P
primo com qualquer dos factores, A por exemplo.

Se P e A não são primos entre si, é porque entre estes dois nu-
meros ha um divisor commum difIerente da unidade, porém esse
divisor commum não póde deixar de dividir todos os multi pIos d.e
A. (~ 1.06), um dos quaesé o producto ABC ... , logo qualquer di-
VISor commum de P e de A é divisor commum de P e ABC ..• e

1 Theorema é uma proposição, que não é evidente por si mesma, mas que póde
tornar-se evidente por meio de um raciocinio chamado demonstração. .

Coroilario é â consequencia immediata de um ou mais theoremas anterIormente
demonstrados.

E$colio é uma observação feita sobre alguma demonstração com ? fi~ especial
de provar que ella póde ter maior extensão, que a que se lhe attribuiu, ou que
ao contrario deixa de ser verdadeira em certos casos.

Problema é uma proposição ou q_uest~oque se dA para ser resolvida.
. Lemma é uma proposição prelimmar que serve de preparação ou de base para
demonstrar um ilieorema ou para resolrér UUl problema.
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por consequencia, quando o maximo divisor commum de P e ABC .•.
fôr unidade, tambem o maximo divisor commum de P e A ha de
ser t.
U7. Oorollario. Quaesquer potencias de dois numeros primos

entre si são outros numeros tambem primos entre si.
Sendo P primo com A, é (~ f46) P primo com o producto AAAA

que é (~ 69) igual á potencia A'.
Sendo A4 primo com P será por igual motivo A4 primo com o

producto PPPPP, isto é, com a potencia P5.

EXEROXOXOS

I. Achar o maximo divisor commum dos numeros i0776 e :1.000,de i75H e
:1.625,de 7t 70 e q,920, de 9316 e 5593, e finalmente de 18~621 e 35052.
II. Achar o máximo divisor commum dos numeras B063, H077 e :lO99~, de

1320, i818 e 216, de 23375, :1.7875,i025 e :1.75,e finalmente de i9997:l2, 782r..96,
39520, i 1552 e 5q,q,.

IiI. Provar que o maximo divisor commum de mais de dois numeras inteiros
não muda de valor, quando dois dos inteiros se substituem pelo seu máximo di-
visor commum.

IV. Provar que o maximo divisor commum de quaesquer inteiros A, B, C, D
é igual ao maximo divisor commum dos inteiros E, F, G que se obtéem procurando
o maximo divisor commum de A e B, o de B e C e o de C e D.

V. Dando-se dois numeros inteiros dos quaes um se escreve só com o algarismo
9, como por exemplo 9999, e outro N não tem mais algarismos d'o que o pri-
meiro, e escrevendo á esquerda de N, quando fôr preciso, os zeros necessarios
para que ambos os numeros fiquem escriptos com igual quantidade de algarismos,
provar que todo o divisor d dos dois numeras dividirá cada um dos nu meros,
que successivamenle se formar de N passando o primeiro algarismo da esquerda
para a direita de todo o numero. Suppondo que :13 é divisor commum de 9999
e de 891, será 33 divisor dos numeros 89iO; 9i08 e i089.

VI. Provar que, se A e B forem numeras primos entre si, haverá dois inteiros
a e b que tornem .

Ab-Ba=l

e inversamente que não póde existir uma igualdade d'esta fórma, designando A,
B, a, b numeros inteiros, sem que qualquer dos factores A de um dos dois pro-
duetos seja primo com cada um dos factores do outro producto Ba.

VII. Provar que, sendo A e B primos entre si, o maximo divisor commum de
A+B e A-B será 2 ou i.

VIII. Provar que todo '()numero primo com 2 e 3 é igual a um multi pio de 6
aUfmentado ou dimlnuido de i.

X. Provar que o producto de tres numeras inteiros consecutivos é divisivel por
Ix2x3.
X. Provar que 6 é divisor de todo o producto de tres factores, dos quaes dois

são numeras inteiros consecutivos e o terceiro é igual á somma dos dois primeiros.

CAPITULO III

Menor multiplo oommum

US. Menor multiplo oommum de dois, ou mais numeras in-
teiro. I o menor numero inteiro divisível (§ i02) por cada um d'elle«.

Sendo ISO um numero divisível por t2, por f5 e por iS, será
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180 um multiplo commum dos numeros 12, t5 e 18, e, suppondo
que nenhum outro numero inferior a 180 é multiplo commurn d'es-
tes tres numeros, será 180 o menor multiplo commum dos referi-
dos numeroso
.14,9. Theorema. Todo o multiplo commum de dois numeros in-

teiros é multiplo do quociente, que se obtem dividindo o producto
dos mesmos numeres pelo seu maximo divisor commum e inversa-
mente.

Designando M um multiplo commum de 300 e de 588, e sup-
pondo que 12 é o maximo divisor commum d'estes dois números,
será M um multiplo do quociente 300X588: 12.

Com effeito, sendo
300=i2X25 e 588=nX4,9

é evidente (~ 102) que, se M for multi pio de 300, ter-se-há
M=i2X25Xm

representando m um numero inteiro .
. Admittindo tambem que M é multiplo de 588, é claro que será
Inteiro o quociente que resultar da divisão do producto i2X25Xm
por o producto 12X49, e como este quociente não muda de va-
lor', se se dividirem ambos os termos (§ 95) por 12,. segue-se que
. o producto 25 X m é divisivel por 49. Mas 49 e 25 são numeros .
primos entre si, se acaso 12 é o maximo divisor commum (~ '140)
entre 300 e 588, logo (~ 143) 49 divide exactamente m. Chamando
n ao quociente, que se obtem dividindo m por 49, tem-se

m=4,9Xn
e por consequencía

M=nx~5X4,9Xn ou M=300x4,9Xn

e finalmente (§ 93) M = (300X588 : i2) n

isto é, M ou, em geral, qualquer multiplo de 300 e 5~8;.é o pr~-
dueto do quociente 300 X 588: 12 por um numero inteiro arhi-
trarío.

Inversamente todo o multi pio do quociente 300X588:12 é mui-
tiplo commum dos numeros 300 e 588, com tanto que um dos di-
visores communs d'estes numeros seja 12, ainda mesmo que 12
não seja o maximo divisor comrnum. ,

Com effeito, aquelle quociente é igual (~ 93) a qualquer dos pro-
duetos 300(588: 12) 00; 588(300: t2), nos quaes aIl!bos os fac~ores
são por hypothese inteiros, e portanto 300 e 588 sao st;'bmult~plos
do quociente 300 X 588 : t 2. Sendo 300 e :S88 submultiplos deste
quociente. serão tanto um como outro (I 106) submultiplos de qual-
quer multiplo do mesmo quociente. . . .

150. Quando dois numeros são primos entre SI. o seu 1I}a11mO
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divisor commum (~ 13i) é 1 e por consequencia: todo o multiplo
commum de dois numeras primos entre si é multiplo do producto
dos mesmos numeras. Este principio póde tambem enunciar-se (~ 102)
assim: todo o numero inteiro divisivel por dois numeras primos entre
si é divisível pelo seu proâucto,

151. Oorollarios. Todo o numero inteiro divisivel por 2 (~ 114)
e por 3 (~ 118) é divisivel por 6.

Todo o numero inteiro dioisioel por 4. (~ t.13) e por 3 é diviswel
por 1~.

Todo o numero inteiro divisivel por 3 e por 5 (~ 1i4.) é divisivel
por 15.

Todo o numero inteiro divisivel por 2 e por 9 é divisivel por
18, etc.

152. Theorema. Todo o multiplo commum de tres ou mais nu-
meras primos entre si dois (J dois (~ 131) é tnultiplo do proâucto
dos mesmos numeras. '

Sendo M multi plo de A, de B, de C, etc., e sendo A, B, C, etc.,
primos entre si dois a dois, será M multiplo do producto ABC ...

Se M é multi pio commum de A e de B, sendo A e B primos en-
tre si, será (§ 150) M multi plo do producto A B. Suppondo que C
é primo com A e com B, será (~ 146) C primo com o producto AB
e como M é multiplo commum de A B e de C, que são numeros
primos entre si, segue-se que M é multiplo do producto ABC. O
mesmo raciocínio se empregaria, se fosse maior o numero de fa-
ctores.

É evidente (~ 102) que esta mesma proposição póde enunciar-se
assim: todo o numero inteiro divisível por Ires ou mais numeras
primos entre si doi, a dois é divisível pelo seu producto.

1.53. Dando a n (~ 149) quaesquer valores inteiros, isto é, mul-
tiplicando o quociente 300 X 588: i2 por 1, 2, 3, 4, etc., obtem-se
uma serie iIlimitada e crescente de multiplos communs de 300 e
de 588. De todos estes multiplos communs o menor é evidente-
mente o que corresponde a n igual a 1. O menor multiplo commum
de dois numeras é portanto igual ao quociente que se obtem dividindo
o producto dos dois numeros pelo seu maximo divisor commum. PMe
tambem enunciar-se esta proposição assim: o produa» de dois nu-
meras inteiros é igual ao proâucto do seu maximo divisor commum
pela seu menor multiplo commum.

H5,4. Quando os dois numeros são primos entre si, o seu ma-
ximo divisor commum é f, e por consequencia o menor multi pia
commum de dois numeras primos entre si é igual ao producto dos
mesmos numeras.

t5~ .. Do theorema demonstrado no § H9, conclue-se que todo
o multipla commum de dois numeras inteiros ~ multiplo do seu menor
mulliplo commum.

t56. Sabendo-se obter o maximo divisor commum de dois nu-
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meros é facil calcular o seu menor multi pIo commum, e inversa-
mente, conhecido este, póde tambem obter-se aquelle, sem recor-
rer á regra do § l39.

Sabendo-se que 3 é (§ US3)o maximo divisor commum de i860
e 489, será o menor multiplo cummum d'estes dois numeros igual a

i860 x lJ,89 : 3 ou 620 x lJ,89 = 303i80

Inversamente dado o menor multiplo commum 303180 dos nu-
meros i860 e 489 achar-se-há o seu máximo divisor commum di-
vidindo o producto 1860X489 por 303180.

i57. Theorema. O menor multiplo commum de tres, ou mais
numeros inteiros não muda de valor, quando dois d'elles se sub-

1 stieuem pelo seu menor múltiplo commum.
Sendo t 260 o menor multiplo commum dos quatro numeros

12, iS, 15 e 35, e sendo 36 o menor multiplo commum de 12 e
18, será 1260 o menor multiplo commum dos tres numeros 36,
15 e 35.

Com effeito, sendo 1260 menor multiplo commum de '12, 18,
Hi e 35, será 1260 multiplo commum de 12 e 18 e consequente-
mente (§ HS5) um dos multiplos do menor muitiplo commum 36
d'estes dois numeroso Logo 1260 é multiplo commum de 36, t5
e 35, e evidentemente é o menor múltiplo commum d'estes tres

, numeras, porque, se elles tivessem um multiplo commum inferior
a 1260, esse multi plo commum seria tambem multiplo dos quatro
numeros 12, 1S, Ui e 3D; pois que não podia ser multi pio de 36
(~ 106) sem o ser igualmente de 12 e IS, e então deixaria de ser
1~60 o menor mulliplo commum de 12, 18, Hi e 35, como se ha-
via supposto.

W8. Sabendo-se achar o menor multi pio commum de dois nu-
meras (~ 156), é facil achar o menor mulLiplo commum de tres,
ou mais numeras substituindo dois d'estes numeres pelo seu me-
nor múltiplo commum, substituindo depois este e um dos numeras
restantes pelo seu menor multiplo commnm, e continuando assim
até haver só dois numeroso O menor multiplo commum d'estes
dois numeros é o menor multiplo commum de todos os numeros
dados.

O quadro seguinte indica o modo por que se procede, quando
se quer empregar este meio para achar o menor multiplo com-
mum de 12, is, 15 e 35

i2 i8 Ui 35

menor multlplo commum
36

menor multlplo commum
i80

menor multi pIo commum
i260

6
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159. Theorema. Todo o multiplo commum de Ires, ou mais nu-
meros inteiros é multiplo do seu menor multiplo commum.

Com effeito, todo o multiplo cornmum de 12, f8, i5 e 35 émul-
tiplo commum de i2 e 18, e por consequencia (§ 155) multiplo do
seu menor múltiplo commum 36. Logo todo o multiplo commum
de 12, 18, 15 e 35 é mulLiplo commum de 36, 15 e 35. Do mes-
mo modo se prova que. lodo o multiplo commum de 36, 15 e 35
é multiplo commum de 180 e de 35, e portanto (§ 15ii) de f260,
que é o seu menor múltiplo commum.

160. Theorema. O menor muuiplo commum de tres ou mais
numeres primos entre si dois a dois tJ igual ao producto de todos
os referidos nu meros .

Sendo 8, t 5 e 49 tres numeros primos entre si dois a dois
(§ 13i), será·8Xt5X49 o [ménor mulliplo commum dos tres ,
numeroso

Sendo 8 e 15 dois numeros primos entre si, é (§ 1M) 8X 15
o menor multi pIo commum de 8 e 45. Sendo 8 e 15 primos com
49, será (~ 146) o producto 8X 15 primo com 49, e portanto o
menor mulLiplo commum dos numeros primos entre si 8X15 e
49 será (§ 154.) o producto de 8X'15 por &,9ou 8Xi5X49.

Logo 8XiõX49 é o menor multiplo commum dos tres nu-
meros dados 8, 15 e 1,9.

EXERCIOIOS

'I. Achar o menor mulliplo commum dós numeros 2;> e J5; 264 e 96; i20D e
MO; 82;> e iODO; 6837 e 364,2; 8609 e 9437.

II. Achar o menor mulliplo commum dos numeros 27,54 e iD8; 8,6, :12e 26;
457, 8~9, i200 e 781.0; 2, 4, :10, ts, i8 e 27.

III. Provar que multiplicar dois ou mais numeros por um factor commum equi-
vale a multiplicar o seu menor multiplo commum pelo dito factor commum; e
que dividir dois ou mais numeros por um dos seus divisores communs equivale
a dividir o seu menor Illultiplo commum pelo referido divisor cornmum.

~V. Provar que multiplicar um de dois numeros dados por um factor primo
com o outro equivale a multiplicar o seu menor múltiplo commum pelo dito fa-
ctor; e que dividir um dos mesmos numeros por um dos seus divisores equivale
a dividir por eIle o menor muItiplo commum, quando o referido divisor é primo
com o outro numero. ,

V. Provar que o menor multiplo commum L de mais de dois numeros A, B,
C, D, póde achar-se procurando os menores muItiplos communs E, F e G dos
pares de numeres A e B, B e C, C e D, depois os menores multiplos communs
H e K de E e F e de F e G,e finalmente o menor multiplo commum L de H e K.

VI. Provar que dividindo o menor multi pio commum de dois, ou mais numeros
por cada um d'estes numeros se obtêern quocientes primos enlre si.

VII. Qnaes são as condições de divisibilidade de um numero por 22; 33; 4fJ,;
55; ... 99?

VIII. Achar dois numeros conhecendo a sua somma 30 e o seu menor multiplo
commum 36.
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CAPITULO IV
Numeros primos- Composição do maximo divisor commum

e do menor multiplo commum

t6i. Todo O numero inteiro tem sempre dois divisores (§ 102),
a unidade e o proprio numero, e póde ter ainda mais divisores.
Numero primo ~ o numero inteiro, que s6 tem por divisores

a unidade e o proprio numero.
O numero 7 é primo, porque só é divisivel (§ 102) por i e por

7; o numero 6 não é primo, porque, além de ser divisivel por t
e por 6, admitte os divisores 2 e 3.

i62. Dois numeros primos são primos entre si, porque sendo,
~omo deve suppor-se, desiguaes, só têem o divisor commum 1. A
Inversa não é verdadeira, isto é, dois numeros pódem ser primos
entre si sem serem primos. Os numeras 8 e 9 estão n'este caso.
Pelo mesmo modo se demonstra que tres ou mais numeros primos
são sempre primos entre si.

i63. Theorema. Qualquer numero inteiro ou é primo com um
numero primo, ou é um dos seus multiplos.

Com eITeito, o maximo divisor commum de dois numeros, dos
quaes um é primo, ha de ser um dos divisores do numero primo,

, e por consequencia (§ i6f) só pode ser i ou o proprio numero pri-
mo. No primeiro caso ambos os numeros são primos entre si
(§ i31), no segundo caso o numero, que não é primo, é um muI-
tiplo do numero primo.

i64.. Corollario. Todo o numero primo é primo com qualquer
dos numeres inteiros inferiores, porque, não podendo estes numeros
ser multi pios d'aquelle numero primo, só podem ter com elle o di-
visor commum unidade.
i65. Theorema. Todo o numero primo, que divide um producto,

divide pelo menos um dos seus factores.
Se o numero 5 for primo e dividir o producto i2X i8X 15, ha

de pelo menos dividir um dos tres factores i2, i8 ou {5.
Um producto t 2 X i8X i5 de mais de dois factores, póde sem-

pre considerar-se composto de dois factores, 12 e 18X t 5.
Se o numero 5 divide o primeiro factor t 2, o theorema é ver-

dadeiro, se não divide i 2, é 5 primo com i 2 (§ i63), e por con-
seque.ncia (§ f43)' o producto i8 X t 5 é divisível por 5. Racioci-
nando sobre este producto, como se raciocinou sobre o primitivo
produclo, que tinha mais um factor, reconhece-se que ou 18 ou
HS ha de ser divisivel por 5.
166. Oorollario. Um numero primo não póde dividir um pro-

dtleto de numeros primos sem ser igual a um âelles, porque, de-
vendo (§ t 65) ser divisor de outro numero primo, só o poderá.
ser, se ambos os numeros forem iguaes entre si.



i67. Theorema. o menor divisor (além de unidade) de qual-
quer numero multiplo é numero primo.

Com effeito, o menor divisor de qualquer inteiro não póde ser
numero multiplo, porque, se o fosse, os divisores d'este numero
multi pio seriam divisores (~ i06) d'aquelle inteiro e deixaria o nu-
mero mu1tiplo de ser o menor divisor.

168. Theorema. Todo o numero inteiro inferior ao quadrado
de um numero primo, senão é numero primo, aâmiue um divisor
primo menor que o mesmo numero primo.

Represente N um numero inteiro inferior ao quadrado de um
numero primo, H por exemplo. Não sendo N um numero primo,
admittirá para divisor (~ 167) um numero primo P, e designando
Q o numero inteiro, que se obtem dividindo N por P, será

N=PQ
e portanto PQ<U2 ou PQ<HxH

É evidente que P ha de ser inferior, igualou superior a 11.
Da ultima desigualdade conclue-se que não póde ser P> ou =H
sem ser Q< f i e como Q é um inteiro, que divide P Q ou N se-
gue-se que em taes hypotheses o menor divisor de N divide exa-
ctamente Q e é portanto inferior a 1L Sendo P< ,11 o theorema
é igualmente verdadeiro. Logo N ou é primo ou admitte um di-
visor primo inferior a 11.
i69. Excluindo da serie natural dos numeros inteiros todos os

numeros multiplos contidos n'ella, obtem-se uma taboa de numeros
primos. O processo empregado para fazer e sa exclusão foi inven-
tado por Eratosthenes, que lhe deu o nome de crivo.

Para construir uma taboa de numeros primos pelo methodo de-
nominado crivo de Eratosthenes escrevam-so os numeros inteiros
i, 2, 3, 5, 7, etc. até ao limite que se quizer, com exclusão de
todos os numeros pares, excepto 2 que é entre os numeros pares
o unico que é primo. Risquem-se depois os multi plos de 3 e para
isso convém advertir que o menor d'esses multi pios ainda não ris-
cado é 32 ou 9, pois que todo o inteiro inferior a 32 é primo ou
(§ 1(8) admitte o divisor 2. Sabendo-se que 9 é o primeiro mnl-
tiplo de 3, que deve riscar-se, não é difficil reconhecer que o ter-
ceiro numero (i5), a contar de 9 exclusivamente, tambem é divisi-
vel por 3, e assim successivamente, de modo que entre dois multi-
pIos consecutivos de 3 fiquem apenas dois inteiros. Depois de se ex-
cluirem os multi plos de 3, segue-se excluir os multiplos de 5 por ser
este o numero primo immediatamente superior a 3. O menor mul-
tiplo de 5, que tem de ser riscado é f):!, porque os numeros infe-
riores a 25, que não forem primos, devem estar riscados já, por-
que (§ 168)hão de ser multiplos de algum numero primo inferior
a 5. Riscando pois 25, e a partir d'este numero todos os outros
de 5 em 5, de sorte que entre dois consecutivos haja quatro nu-
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meros, tem-se a certeza de que o quadro já não contém múltiplos
de 5. Continua-se depois o processo excluindo os multiplos de 7,
começando em 72 ou 4.9, e seguindo de 7 em 7 numeros, e assim
se prosegue excluindo os multi pios dos numeros primos, que sue-

\ cessivamente vão sendo dados pela taboa, até se chegar ao fim d'ella.
{70.Theorema. A serie dos numeras primos t! illimitada, isto é,

por maior que seja um numero primo ha sempre outro ainda maior.
Para provar que, sendo 23, por exemplo, um numero primo,

ha ainda outro numero primo maior que 23, escreva-se o produ-
cto de todos os numeros primos desde t até 23 e [unte-se-lhe t.
Ter-se-ha assim uma expressão

! .2.3. ti • 7 • I i •ta • i7. :1.9.23+ 1

que evidentemente representa um numero maior que 23, que póde
ser, ou não primo. .

Se aquella somma fôr um numero primo, então ha com effeito
um numero primo maior que 23, e por consequencia é verdadeiro
o theorema.

Se aquella somma i não fôr um numero primo, então ha de ter
um divisor primo (~ -167), que não póde ser nenhum dos factores
do producto indicado, porque dividindo a somma por um dos ditos

. factores deve achar-se (~ i05) o resto L Logo o divisor primo;
que póde adrnittir a somma acima indicada, deve ser maior que
23, e portanto, ainda no caso da somma não ser um numero pri-
mo, se reconhece que existe um numero primo maior que 23.

Applicando o mesmo raciocinio a qualquer outro numero primo,
po~' maior que elle pareça. prova-se igualmente que ha um numero
prImo maior ainda que elle.

O t. Para se conhecer, sem recorrer á taboa dos numeros pri-
mos, se um numero N é multiplo ou primo, divide-se N por os
numeres primos 2, 3, 5, 7, ii, 13, etc., segundo a ordem ela sua
grandeza, até se chegar a uma divisão em que o resto seja nullo
ou cm que o quociente seja menor que o divisor. Se em todas
estas divisües apparecer resto o numero é primo, se alguma d'ellas
se fizer exactamente o numero é multi plo.

Funda-se este processo em que lodo o numero multiplo t! o pro-
dueto de um numero primo por um inteiro igualou superior ao
mesmo numero primo.

Seja N um numero multiplo, cujo menor divisor é (~ i67) o nu-
mero primo P. Ter-se-ha

N=PQ

t Itcprescntando p um numero primo póde effectivamente ser, ou não um nu-
mero primo a somma :I. X 2X 3 X 5 X 7X ii x ... »cp + I. Se se faz successi-
vamente p igual a 2 3 5 7 ti acham-se os numeros primos 3,7, 3i, 2H, 23H;
se se faz p igual a t.3 1.7~ 1.9acham-se os numeros multiplos 30031 =59 X 509;
5i01H 1= 19 X 97 x 277 e 969969i = 31J,7X ~7953.

,
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Taboa dos numeros primos desde 1 até 4801-
1 251 593 953 1321 i733 Uí3 2593 30H 3467 3907 lJ.349
2 257 599 967 i327 i7M 2153 2609 3019 3469 39B lJ.357
3 263 60i 9H i36i 1747 2i6i 26i7 3023 3491 3917 4363
5 269 607 977 i367 i753 2179 2621 3037 3"'99 3919 "'373
7 271. 613 983 i373 1759 2203 2633 30U 351i 392:1 4391
ii 277 617 991 13!H i777 2207 26"'7 301,,93517 ;~929 "'397
i3 28i 619 997 i399 1783 22i3 2657 3061 3527 3931 ',409
17 283 63i 1009 1409 i787 222i 2659 3067 3529 3943 4421
19 2~3 641 1013 i"'23 1789 2237 2663 :3079 3533 39"'7 M23
23 307 643 f019 1"'27 1801 2239 2671 3083 3539 3967 44H
29 3i! 647 i021 H29 18B 22"'3 2677 3089 3M1 3989 44'17
31 313 653 1031 1"'33 1823 2251 2683 31.09 3547 iJ,0014451
37 317 659 lO33 i439 1831 2267 2687 3li9 3557 "'003 4457
41 331 661 i039 1447 i847 2269 2689 3121 3559 '.007 41,63
43 337 673 lO49 1.451 i861 2273 :2693 3137 3571. 4013 4481
47 347 677 i051 1453 1867 :2281 2699 3i63 3581 4019 4483
53 349 683 i061 1459 1871. 2287 2707 3167 358:1 4021 4493
59 353 691 i063 H71 1873 2293 27H 3169 3593 4027 Mi07
61 359 70i 1069 1.481 1877 2297 27i3 3181 3607 4049 4513
67 367 709 !O87 :1483 1879 2:lO9 2719 3187 3613 405:l 4517
71. 373 719 i091 1487 1889 23H 2729 3i91 361.7 4057 4519
73 379 727 i093 16,89 1901 2333 2731. 3203 3623 4073 "'523
79 383 733 i097 1493 1907 2339 27"'1 3209 3631 [1079 4547
83 389 739 B03 1499 1913 23H 2749 3217 36a7 4091 4549
89 397 743 B09 f5H 19:1f :2347 2753 3221 3M3 4093 4561
97 401 751 ii17 1523 1933 2351 2767 3229 3659 "'099 Mi67

lOl 409. 7'67 H23 1531 i9~9 2357 2777 3251 3671 41ii 4583
103 "'19 761 H29 1543 1951 2371 :t789 3253 3673 [1127 4591
lO7 421 769 B51. 15"'9 1973 2377 2791 3257 ::16774129 4597
i09 4:U 773 H5::1 1553 1979 2381 2797 3259 3691 41:13 4603
H3 433 787 H63 1559 1987 ~383 2801 3271 3697 4139 "'621
i27 439 797 tl7i 1567 1.993 2389 2803 3299 3701 lJe15341'37
13i Mi3 809 U8i 1571 1.997 2393 2819 330-1 3709 "':1574639
137 449 8E H87 1.579 1~99 2399 28:33 3307 3719 f.d59 4643
139 457 821 usa Hi83 2003" 24H 2837 3313 3727 4177 46[19
1!19 461 823 1201 Ul97 20H 2H7 2843 331\.13733 1i201 4651
151 463 827 1213 1601 20t7 2423 2H5f 332;1 3739 /t2i1 4657
157 467 829 1217 1607 2027 2"'37 2857 3329 37(H 4217 4663
163 479 839 1223 1609 2029 2441 286! 3331 3767 4219 "'6i3
167 487 853 1229 i613 2039 24"'7 2879 3343 3769 4229 4679
i73 491 857 123i 1619 2053 2"'59 2887 3347 3779 4231 469!
179 499 859 1237 1621 2063 2467 2897 335~ 37!l3 4241 4.703
181 503 t;63 1249 1627 2069 247::12903 336i 3797 42'13 472i
!91 509 877 1259 1637 2081 2477 2909 3371 3803 4253 4723
19:3 521 881 1277 1657 2083 2503 2917 3373 3821 4259 4729
i97 .fi2a883 i279 1663 2087 2521 2927 3389 3823 4261 4733
199 541 887 1283 1667 2089 253l 2939 339i 3833 4~71 '1751
2H 547 907 1289 1669 2099 25:l9 2953 3407 3847 4273 4759
223 557 9H 1291 1693 21.H 2543 2957 3H3 3851 4:283 4783
227 563 919 12'97 1697 2H3 2549 2963 3[1:333853 4289 4787
229 569 929 :1.30:1.1699 2129 2551 2969 34[19 3863 4297 4789
233 57i 937 1303 i709 2131 2557 2971 3457 3877 4:127 4793
239 577 941 i307 172i 2137 2579 2999 3[161 3881 4337 4799
24i 587 9"'7 1319 1723 21H 2591 3001 3íJi3 388U lj,3:l9[l801



87

representando Q um numero inteiro, que, segundo os casos, será
Igualou superior a P.

Logo dividindo qualquer multiplo N pelo seu menor divisor (além
d~ .unidade) obtem-se um quociente igualou superior ao mesmo
dívísor.

Dando, pois, ao divisor primo os valores successivamente cres-
c~ntes 2, 3, 5, 7, etc., os quocientes completos irão diminuindo e,
nao sendo exacta nenhuma das divisões e1Iectuadas, bastará que
se chegue a uma divisão, em que o quociente incompleto seja me-
nor que o divisor correspondente, para se poder concluir que o
numero ensaiado não é multiplo e por consequencia que é um nu-
mero primo. I

Dividindo t 79 pelos divisores primos
2, 3, 5, 7, U, ia, 17

acham-se os quocientes incompletos
89, 59, 35, 25, i6, :13, :1.0

e como todas estas divisões dão resto, e na ultima o quociente com-
pleto é menor que o divisor, segue-se que i79 é numero primo.

'i72. Theorema. Todo o numero multiplo é igual a um produ-
. elo de {actores primos, iquaes OZt desiquaes.

Sendo 60984 um numero multiplo ha de forçosamente existir
(§ Hi7) algum numero primo que o divida exactamente. E com
eífeito é facil conhecer (~ i 14) que o numero dado é divisivel por
2. Dividindo 60984 por 2 acha-se

6098fJ. = 2x 30lk92

Ou o numero 30492 é primo, e então 60084 é eíIectivamente o
producto de dois numeras primos, ou não é primo e admitte por
c?nsequencia (§ t 67) um divisor primo. Dividindo por 'Z.o quo-
CIente precedentemente achado, obtem-se

30q,92 = 2x i5246

e portanto (§ 55)
60984 = 2 x 2 x :15246 ou 60984 = 22 x :15246

Tornando a dividir por 2 o quociente acha-se
:15246=~x 7623 e 6098fJ. = 23x 7623

O quociente 7623 já não é divisível por 2, mas admitte (§ 118)
o divisor 3, e por isso, dividindo-o por este numero primo, tem-se

7623 = 3 x 254{

e dividindo por 3 o quociente 2M! vem
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7623= 32X 8i7

e por consequencia 6098li = 23X 32X 8i7

O quociente' 847 não admitte o divisor primo 3, nem 5, mas é'
divisivel por 7, porque

8i7 = 7 x i2l

e o numero 12{ admitte o divisor 1I (~ 12'2) e dá
ni=H2 e 847=7xH~

Combinando este valor de 847 com o ultimo que se obteve para
60984, acha-se 60984 = 23 X 32 X 7X 112

•

Esta igualdade, ou antes a seguinte
6098(j,= 2 x 2 x 2 x 3 x 3 x t:»: ii x ii

prova que o numero 60984 é realmente igual a um producto de
factores primos, a saber: tres factores iguaes a 2, dois factores
iguaes a 3, um igual a 7 e dois iguaes a H.

Applicaudo este processo a qualquer outro numero multiplo re-
conhece-se que é sempre possivel decompol-o em factores primos.--r Na pratica, quando se quer decompor um numero em factores
primos, escreve-se esse numero á esquerda de uma linha vertical,
e á direita d'esta e do numero lança-se o menor numero primo,
pelo qual é divisível o numero dado. Por baixo d'este escreve-se o
quociente correspondente áquelle primeiro divisor, e pela parte
inferior d'este, ou á direita do quociente obtido, escreve-se o me-:
nor numero primo, que divide o ultimo quociente. Faz-se a se-
gunda divisão, põe-se este quociente por baixo do primeiro, lan-
ça-se á direita o menor numero primo que divide o segundo quo-
ciente, e assim se vae procedendo até se chegar a urna divisão,
em que o quociente seja primo. Applicando esté processo ao nu-
mero 169884 acha-se

:l.6988i 2
8(j,9r~2 2
(j,247i 3
:l.H57 3
4719 3
i573 ii
143 ii
i3 i3
i

ou i69884=22x33xH~xi3

Na applicação d'este processo é necessário começar por verificar
qual é o menor dos numeros primos 2, 3, 5, 7, {f, etc., que di-
videm exactamente o numero dado, cífectuar depois a divisão por
esse numero primo, e proceder com o quociente como se proce-
deu com o numero dado.



89

Para se saber qual é o menor numero primo que divide exacta-
mente o numero dado, ou algum dos quocientes é preciso muitas
vezes empregar o processo descri pto no ~ 17L .
i73. Theorema. Ha só um systema de {actores primos capaz de

produzir um numero dado.
Sendo 25.32.74 um producto de factores primos, ou antes um

producto de potencias de factores primos, não é possivel formar
com outros factores primos, nem com os mesmos aITectados de ou-
tros expoentes, um producto igual áquelle.

Com effeito, representando A" X Bb X Cc um producto de factores
primos A, B, C, e suppondo que é

ter-se-há (~ iDO)
~5.32.74: A=A"-l xBbxCc

Porém, sendo A um numero primo, não póde A dividir o pro-
dueto de factores primos, 25X3~X74, senão sendo A (~ i55) igual
a algum dos numeros prÍlnos. Suppondo que A é igual a 2 a ul-
tima igualdade reduz-se a

I

25.32.74 : 2 ou' 24.32.74 = 2.-1 X BbX Cc

Dividindo ambos os membros d'esta igualdade por 2' vem
31.74 = 2"-5 X BbX Cc

e como existe no segundo membro um factor primo, 2, que não se
encontra no primeiro, segue-se que a precedente igualdade só-
mente será verdadeira se fôr

2"-5= i ou (§ (00) 2": 25= f.

Logo (§ 75) deve ser a= 5 e portanto, não só o factor primo
A do segundo membro, deve ser igual a algum dos factores pri-
mos do primeiro membro, mas devem tambem ser iguaes entre si
os expoentes dos dois factores primos iguaes,

O mesmo raciocínio é applicavel a qualquer outro factor primo.
t7 4.. Theorema. Um numero inteiro é divisivel por outro, quando

todos os (aclores primos d'este existem n'aquelle com expoentes re,s-
pectivamente iquae« ou superiores e inversamente.

Todo o numero N divisível por 23X3~X7 ha de conter pelo
menos os factores primos 2, :J e 7 com expoentes íguaes ou supe-
riores aos que elles têem no producto 23X32X7, e inversamente
todo o numero que tiver aquelles factores primos com expoentes
não menores que os de 23X3'JX7 é divisível por este producto.

A primeira parte é facil demonstrai-a, porque, se N é divisível
por 23X32X7 .• será (~ i02)

N= 23 • 3' • 7x Q

sendo o quociente Q um numero inteiro.
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Ora se Q é um numero primo dift'erente de 2, 3 e 7, ou se não
é primo, mas contém só factores primos dift'erentes d'aquelles, é
evidente que o numero N divisivel por 23X3tX7 contém estes
factores primos 2, 3 e 7 exactamente com os mesmos expoentes
que elIes tê em no divisor. Se Q é um dos factores primos 2, 3 ou
j, ou se é mulLiplo de algum d'estes factores ou de todos, tambem
é evidente que N contém os factores primos 2, 3 e 7, e que os
expoentes de alguns d'elles, ou de todos, são maiores que os seus
correspondentes no divisor.

Inversamente todo o numero, como 23X 38X 72XH IS, que con-
tém 23, 3! e 7, é divisível por o producto 23X3~X7, porque
sendo (~ 70)

23x 38X7~X iP=23x (3~x36)x(7 x7) x tiS

será (§~ M e 55)
23x 38X 7~X !i5 = (23X 32X 7)x (3°x 7x ii 5)

Logo dividindo 23X38X7\!XH5 por 23X3tX7 obtem-se o
quociente 36X 7X f {5 inteiro. .

{75. No theorerna precedente funda-se o processo pelo qual se
acbam todos os divisores de um numero inteiro.

Estes divisores devem constar de um, dois, ires, etc. dos divi-
sores primos, em que se decompõe o numero dado, com um ex-
poente igualou inferior ao que o mesmo numero primo tem no
numero dado.

Querendo formar todos os divisores do numero 3024, começa-
se por o decompor em factores primos,

302~=2~x 38x 7

e depois escreve-se em tantas linhas borisontaes, quantos são os
divisores primos do numero dado, o numero { seguido de todas
as potencias de cada um dos divisores primos, desde a que corres-
ponde ao expoente f até á que tem por expoente o expoente do
mesmo divisor no numero dado.

Obtem-se n'este exemplo os numeros

que são evidentemente divisores de 3024. Multiplicando dois nu-
meros quaesquer escriptos em linhas dilIerentes, por exemplo 2 e
33, ou tres numeros um de cada linha, como 2', 32 e 7 obtêem-se
para productos numeros que também (~ i74) são divisores do nu-
mero dado.

Multiplicaude todos os factores da primeira linha por cada um
dos da segunda, obtem-se uma serie de divisores
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I, 2, 22 23 2", ,
3, 2 x3, 22x3, 23x3, 24x3
3' 2 x 3~, 22 X 3' 23X 3~, 2~x 3~,

2' X 33;33 2 X 33, 23X 33, 24x33,
que comprehende, além dos que estavam nas duas primeiras linhas,
todos os que podem formar-se com um factor de cada uma das
mesmas linhas.

Multiplicando todos os divisores do quadro precedente por cada
um dos que occupam a terceira linha, acham-se os productos

7,
3 X 7,
32X7
33x7,

I, 2, 22 23 2'
3, 2 X 3, 22'X 3, 2/X 3 2"X 3
3', 2 X 3\ 22X 3', 23X 3~ 24 X 32

33, 2 X 3s, 2' X 3S, 23 X 3S' 24X 33
2x7, 22x7, 23x'7, 24X7
2 x 3 x 7, 2' x 3 x 7, 23 X 3 x 7, 24X 3x 7
2 x 3~x 7, 22 X 3' x 7, 23 X 32 X 7, 2~X 32X 7
2 X 33 X 7, 22 X 33 X 7, 23 X 33 X 7, 2' X 33X 7

que constituem todos os divisores do numero dado, porque e evi-
dente que nenhum d'elles deixa de ser divisor (§ IH) de 302~,
e. não é possivel formar com os factores primos 2, 3 e 7 productos
dtfTerentes d'aquelles, senão dando a 2 um expoente maior de 4-
ou a 3 um expoente maior de 3, etc., e estes productos não po-
dem ser, como está provado, divisores de 30~~.
t 76, Na pratica elJectuam-se muito facilmente todas as multipli-

cações de que dependem os divi ores de um numero. Querendo
achar os divisores do numero 70875 =34X53X7 escrevem-se
em uma linha horisontal os numeros t, 3, 9, 9X3 OÜ 27, e 27X3
ou 8L Por baixo dispõem-se n'outra linha e similhantemente as po-
tencias de 5 até 53 e em outra linha os numeros t e 7, como em
seguida se vê

t.
i
t.

3 9
5 25
7

27n5 8i

Multiplicam-se os numeros da primeira linha por t e depois por
5, estes pro duetos multiplicam-se por 5, o que equivale a multipli-
car os primeiros por 25, e assim seguidamente.

Procedendo assim acham-se para divisores de 70875 os numeros

i, '3, 9, 27, 8i
5, i5, fi5, i35, lJ,05
25, 75, 225, 675, 2025
i25, 375, H25, 3375, 10125

7, 2i, 63, 189, 567
35, t05, 3i5, 945, 2835
i75, 525, i575, 4725, iU75
875, 2625, 7875, 23625, 70875

t77. É facil calcular, quantos são os divisores de um numero
decomposto em factores primos, sem efTectivamente formar todos
os seus divisores.

Suppondo que o numero. decomposto em factores primos produz
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34Xt)3X7, ter-se-hão tres linhas de divisores, porque são tres os
factores primos difIerentes, a primeira com 4 +..divisores, a se-
gunda com 3+ I, e a terceira e ultima com f + t divisores.

Os productos de todos os numeres da primeira linha por cada
um dos da segunda são tantos, quantas as unidades que se obtéem
tomando a somma q.+ t, como multiplicando, 3+..vezes, ou

(~+i)(3+i)

Os productos, que resultam d'estas multiplicações, sendo mul-
tiplicados por cada um dos 1+ f numeros da terceira linha dão

(~+ I) (3+ 1)(i + i)

divisores. Logo o numero total dos divisores de 70875é igual a
5X4X~ ou 40.

Em geral, o numero de divisores de qualquer numero inteiro é
ig,!al ao proâacto dos expoentes dos [actores primos depois de au-
gmenlados de uma unidade.-j... 178. Theorema. O rnaximo divisor commum de dois, ou mais
numeras inteiros é igual ao proâucio das menores potencias dos [a-
ctores primos communs a todos os ditos nl(meros, isto é, suppondo
756=22X33X7; 792=23X32X1-I e 082=2><34X11 será
2X32 on 18 o máximo divisor cornmum de 756, 792e 082.

Sabe-se, com efIeito, que todo o divisor dos productos 22X33X7,
23X32X11 e 2X34XO só deve conter (~ 174)divisores pri-
mos que existam nos numeros de que elle é divisor, e portanto,
suppondo que estes numeros só têem os divisores cornmuns 2 e 3,
é claro que o numero, que os dividir a todos. não póde conter fa-
ctores primos differentes de i e 3. Não basta, porém, que um nu-
mero não contenha factores primos differentes de 2 e 3 para ser
divisor dos numeres dados, é necessario ainda juntar a esta con-
dição a de não serem os expoentes de 2 e 3 no divisor maiores que
os expoentes dos mesmos numeros nos dividendos.

Conhecidas as condições necessarias para um numero ser divi-
sor commum de pois ou mais, é facil determinar as que caracte-
risam o maior de todos os divisores cornmuns. No exemplo esco-
lhido o maximo divisor commum deve conter 2 e 3, que são os
unicos factores primos communs a todos os numeros dados, e os
expoentes d'esles factores primos devem ser respectivamente t e 2,
porque se se desse a 2 o expoente 2, por exemplo, deixaria o pro-
dueto 2!X32 de dividir 1782ou 2X34XH.

Este mesmo raciocínio é applicavel a quaesquer outros numeroso
179. Comparando a composição do maximo divisor commum

(~ 178)de dois, ou mais numeros inteiros com a de qualquer ou-
tro divisor commum (~ 174.) dos mesmos numeros, reconhece-se
que todos os factores primos, que entram na composição d'este,
entram na composição do maximo divisor commum com expoentes
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iguaes ou uperiores aos seus e que o maximo divisor commum
póde conter factores primos, que não existam nos outros' divisores
communs.

D'esta comparação resulta, pois, um outro modo de demonstrar,
que, todo o divisor commum de dois ou mais numeras inteiros ~ di-
visor do seu maximo divisor commum,
i80. Do theorema do § 178 deriva um segundo meio de achar

o maximo divisor commum de dois ou mais numeroso
Querendo achar o maxímo divisor commum dos numeras 11088,

2820, 1134 e 156, decompõem-se estes numeros em factores pri-
mos (§ 172), e suppondo que é

H088=24X3!X7XH, 2820=~~X3X5X4.7, H34.=2X34X7

e i56=2~X3Xi3

ver-se-ha quaes são os factores primos communs a todos estes pro-
duetos, e quaes são os menores dos quatro expoentes de cada fa-
ctor primo commum. Os factores primos communs a todos são 2 e 3,
e os menores expoentes de 2 e 3 são 1 e 1, logo o maximo divi-
sor commum dos quatro numeras dados é 2 X 3 ou 6. Foi tam-
bem este o resultado, que anteriormente (§ 137)se obteve por ou-
tro processo.
18t. Theorema. O menor multiplo commum de dois ou mais

numeras inteiros ~ igual ao proâucto das maximas potencias de to-
dos os [aciore« primos que entram nos numeras dados, isto é, sup-
pondo 756=2~X33X7, 792=23X32XH e 1872=2X34XH,
será 23X34X7X ii ou 49896 o menor multiplo commum de
756, 792 e 1782.

Todo o numero divisivel por cada um dos productos 22X33X7,
23X32XH e 2X34XH deve conter (~ 17/J.)cada um dos fa-
ctores primos, que entram no divisor com um expoente igualou
superior ao que o dito factor primo tem no mesmo divisor, logo
qualquer multi pIo commum d'aquelles tres prnrluctos ha de conter
pelo menos todos os factores primos, que se encontram nos pro-
duetos, com expoentes iguaes ou superiores aos que elles têem nos
referidos productos.

No exemplo de que se trata, qualquer multiplo commum deve
conter os factores primos 2, 3, 7 e li, e pôde conter ainda outros,
e os expoentes hão de ser iguaes, ou superiores a 3 e 4, para os
factores primos 2 e 3, e iguaes, ou superiores a t para os facto-
res 7 e 1i. O menor de todos os multi pIos communs dos números
dados é pois 2'X34X7XH.
i82. Comparando a composição do menor multiplo commum

(~ iSi) de dois, ou mais numeros inteiros, com a de qualquer ou-
tro rnultiplo commum (§ i74) dos mesmos nnmeros, reconhece-se
que todos os factores primos, que entram na composição do menor
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multiplo, entram na composição de todos os outros multiplos com-
muns com expoentes íguaes, ou superiores aos que 'ali téem, e
que além d'estes factores primos, os multiplos cornmuns podem
admittir outros, que não existam no menor d'elles.

D'esta comparação resulta, pois, um outro meio de demonstrar,
que, todo multiplo commum de dois, ou mais inteiros tJ multiplo do
seu menor multiplo cornmum.

t 83. Do theorema ~ 181 deriva um segundo meio de achar o
menor multi plo commum de dois ou mais numeroso

Para se obter o menor múltiplo commum dos numeros 12, i8,
ii> e 3ts, decompõem-se estes nu meros em factores primos (~ i72)
e acha-se

:l.2=22X3. i8=2X32, 15=3X5, 35=5X7

OS factores primos que entram em todos estes productos são 2,
3, ~ e 7, e o menor multiplo commum dos mesmos productos é

22X32X5X7 = :1.260

como em outra occasião (~ t 58) se reconheceu.
184. Theorema. O proâucto de dois numeres inteiros é igual

ao proâucto do seu maxirno divisor cotJ?-mumpelo seu menor mul-
tiplo comrnurn l..

Este theorema anteriormente demonstrado (~ f53) póde também
demonstrar-se comparando a composição do maximo divisor com-
mum (§ 178) de dois numeros com a do seu menor multi plo com-
mum (§ f8'1).

Com eíleito., o producto de dois numeros póde sempre decom-
por-se em dois factores, dos quaes um, formado pelas maximas
potencias de todos os factores primos communs aos dois numeros
e pelas potencias unicas dos não communs, constitue (~ 181) o
menor múltiplo commum dos dois numeros que se mulüpticaram,
e o outro factor, formado pelas menores potencias dos factores pri-
mos communs, constitue (~ 178) o maximo divisor commum dos
mesmos dois numeroso

t O producto de tres, ou mais numeros não primos entre si dois a dois é sem-
pre maior que o producto do maximo divisor commum d'elles pelo seu menor
multi pIo commum.

Com effeito, suppondo que dois d'elles admittem um factor primo commum, en-
trarão no producto de todos elles duas potencias do factor primo commum e, com-
tudo uma só d'elIas, a maior, existirá no producto do maximo divisor commum
pelo menor multiplo commum. Quando o factor primo, que suppozemos ser com-
mum a dois dos numeros dados, o é a todos elles, ainda succede o mesmo, por-
que de tres ou mais potencias do dito factor primo, que entram no producto de
todos os numeros considerados, apenas duas, a menor e a maior, se encontram
no producto do maximo divisor commum pelo menor multiplo commum.
É evidente, :porém, que sendo unidade o maximo dirisor commum de numeres

primos entre SI dois a dois (§ t32) será o producto de tres ou mais numeros pri-
mos ent,'e si dois a dois igual ao menor multi pIo commum de todos eile«,
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EXERO:IO:IOS

I. Formar a taboa dos numeros primos desde i até 400.
Ir. Reconhecer quaes são entre os seguintes numeros os que são primos :107

391,409,443,7:1.3, :1.961,1973, ~017, 7663,192:1.,8059,909:1.. '
III. Decompor em factores primos os seguintes numeros 90, 250, :1.350,2000,

5200,33264, 4247i, i07653, 53:1.44i, 3382071.
IV. Achar todos os divisores dos numeros 24, :1.20,360, 3i25, 7574, :1.8000,

27720, :1.90512.
V. Provar que qualquer numero inteiro é igual ao producto de dois divisores

equidistantes dos extremos, suppondo que todos os divisores do numero estão
escriptos por ordem de grandeza.

VI. Achar por meio dos factores primos o maximo divisor commum e o menor
multiplo commum dos seguintes grupos de numeros :1.80e 270; :1.26,588 e 8232;
39:1.5,437/J, e 6966; :1.380, 1401J"1.500 e :1.560; :1.8,27,42,56 e 90.

VII. Demonstrar flue todo o numero, que é quadrado de um numero inteiro,
admitte um numero lmpar de divisores.yIII. De quantos modos se póde decompor um numero em um producto de
dOISfactores "t

IX. Provar que todo o numero, que contém 11 factores primos distinctos, pôde
d~compor-se em um producto de dois factores pnmos entre si de 2" - t modos
differentes,

_X. Demonstrar que, sendo A e B dois numeros primos entre si e B um numero
primo, a potencia B -:I. de A dividida por B dá i de resto (Theorema de Fer-
mat).f'1. Achar o menor numero inteiro que tem 36 divisores, incluindo :I. e o pro-
prlO numero .
. XII. Demonstrar que, sendo A e B dois numeros primos entre si, ha uma infi-

nidads de potencias de A que divididas por B dão :I.de resto. O expoente de uma
d'eslas potencias é o numero que designa, quantos são os numeros primos com
B e inferiores a B, e o menor de todos elles é submultiplo ou divisor de todos
os outros expoentes (Theorema de Euler).

LIVRO III

OPERAÇÕES SOBRE NUMEROS FRACCIONARIOS

CAPITULO I

Simplifioação de quebrados e reduoção ao mesmo denominador
Addição e subtracção de quebrados

:iS5. Um quebrado (§ IS) difIere de um inteiro em que este nu-
mero representa a unidade repetida mais ou menos vezes, e aquelle
representa uma parte aliquota da unidade repetida 2, 3, ou mais
vezes.

D'esta simples consideração resulta. que, de dois ou mais que-
brados, que têem o mesmo denominador, o maior é aquelle que
tem por numerador um numero maior, e de dois ou mais que-
brados que tê em o mesmo numerador, o maior é o que tem me-



96

Dor denominador. É, com effeito, evidente que o quebrado ~ re-
presenta urna quantidade maior do que a expressa pelo quebrado!' porque, emquanto aquella contém 7 partes iguaes ã quarta
parte da unidade, esta apenas consta de 3 d'essas partes. O que-

q, q, ,
brado """7 é ao contrario menor que 3' porque, apesar de compre-
benderem ambos 4, partes, cada uma das partes do primeiro que-
brado é menor, que cada uma das do segundo, por isso que são
precisas 7 das primeiras para darem uma unidade, emquanto 3 das
do segundo bastam para produzirem a mesma unidade.

f86. Assim como, decompondo em partes iguaes a grandeza,
que se toma para unidade, e repetindo uma d'essas partes, se ob-
tem uma grandeza, que póde exprimir-se por um quebrado; assim
tambem, decompondo em partes iguaes uma grandeza differente
da que se tomou para unidade e repetindo similbantemente uma
das partes, que resultou da decomposição, se obtem uma nova
grandeza, que póde ainda exprimir-se por um quebrado.

D'este modo de generalisar a primeira idéa de quebrado resulta
a distincção dos quebrados em quebrados da unidade, ou simples-
mente quebrados, quebrados de inteiros e quebrados de quebrados.

O quebrado !de hora é u~ quebrado da unidade, porque re-
presenta 3 das li. partes iguaes em que a bora -se imagina de com-

3 .posta; o quebrado 4 de 20 horas representa um quebrado de m-
teiro, porque comprebende 3 partes, das quaes 4, fazem 20 horas;
e finalmente o quebrado ! de ~ da bora é um quebrado de que-

brado, que consta de 3 partes, das quaes 4, equivalem a : da
bora.

Os quebrados de inteiros e os quebrados de quebrados redu-
zem-se a quebrados da unidade, logo que a grandeza tomada para
unidade se substitua por outra, de valor tal que o inteiro. ou o
quebrado se converta em unidade.

Basta, porém. como mais tarde se reconhecerá, saber effectuar
as operações sobre quebrados da unidade para com facilidade se
poder operar sobre quebrados de inteiros e quebrados de que-
brados.

f87. Theo1'ema. Um quebrado não muda de valor; quando am-
bos os seus termos se multiplicam ou dividem pelo mesmo numero
inteiro, isto é,

5 lixa
g=SX3 e 5 5:3

8=S:3
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Este theorema póde considerar-se demonstrado já, porque (~ 78)
todo o quebrado : equivale a um quociente 5 : 8, e este não muda
de valor, quando (~ 95) ambos os termos se multiplicam, ou divi-
dem pelo mesmo inteiro, isto é,

5 5X3
8=5: 8= (5x3): (8x3)=SX3
5 5:3
8= 5 : 8= (5 : 3) : (8 : 3) =8:"3e

. Não ha comtudo difficuldade em o demonstrar directamente par-
tíndo da propria noção de quebrado.

Com effeito, quando se multiplica por 3 o denominador 8 do
quebrado, a unidade, que antes estava dividida em 8 partes iguaes,
deve agora conter 8 X 3 partes, e é claro, que cada uma das no-
vas partes é 3 vezes menor, que uma das antigas, porque basta
decompor qualquer d'estas cm 3 partes iguaes para ter aquellas.
São precisas pois 3 das novas partes da unidade para produzirem
~ma das antigas divisões da unidade, e por consequencia ;) das an-
tigas partes equivalem a 3+3+3+3+3 das novas, isto é,

5 3+3+3+3+3 OUse:::: SX3

Similhantemente se demonstra que é
5 5: 3
8=8:"3

188. Do theorema demonstrado no ~ anterior resulta que a
mesma quantidade, póde ser representada por uma infinidade de
q b d s ro Ui 20. 'd due ra os 8' 16' 24' 32' etc., referidos todos á mesma UDI a e
e diílerindo uns dos outros só nos valores dos seus termos. De to-
dos estes quebrados o mais simples é aquelle, cujos termos são nu-
meros menores.
Simplifioar um quebrado, ou reduzil-o a uma expressão

mais simples, é procurar outro quebrado com o mesmo valor, cujos
termos sejam numeres inteiros menores que os termos do quebrado
proposto. Chama-se quebrado irreductioel ao que já não póde sim-
plifiear-se.um. Theorema. Todo "o quebrado, cujos termos são primos en-
tre si, é irreductivel, e vice-versa os dois termos de qualquer que-
brado irreducuoel são primos entre si.

Sendo 1~'um quebrado, cujos termos são primos entre si, será
8 <>
iti o mais simples de todos os quebrados do mesmo valor.

Com .eífelto, designando N e D dois numeros inteiros, e sup-
pondo que é

5 5X3
g=SX3

7
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tsr-se-ha igualmente (~ iS7)
Nx i5 8XD
DXi5 =15XD

e, corno os denominadores d'estes quebrados são iguaes, é evidente
que será tambem NX15=SXD.
D'esta igualdade conclue-se que o producto NXi5 é divisivel

por H, e como 8 é por hypothese primo com i5, segue-se (~ 143)
que 8 é divisor de N. Designando n o quociente da divisão de N
por 8, tem-se

N=8xn

e portanto
ou

(8Xn) x f(i=8xD

nxUS=D

. b d N . I 8 .Conclue-se, pois, que para um que ra o D ser rgua a i5 e
preciso que seja N 8Xns= i5Xn

To ',.. designando n qualquer numero inteiro. Logo não ha quebrado
, . I 8mais simp es que ii?"
A proposição inversa tambem é verdadeira, porque, sendo irre-

ductivel o quebrado, os seus termos não podem ter divisor com-
mum, visto que, se o tivessem, bastaria supprimil-o para appare-
cer um quebrado ainda mais simples que o proposto.

190. Simplifica-se um quebrado dividindo ambos os seus termos
por um divisor commum. Em geral convém simplificar os quebra-
dos antes de eííectuar sobre elles quaesquer operações.

P imnlif b d 35595 d' 'd bara sunp uicar o que ra o 55935 LVI em-se am os os termos
por o divisor commum 5 (~ 1H), e depois dividem-se por 9 (§ 11.8)

, 7fi9
os dOIS termos do quebrado resultante :l.H87' Effectuando estas

_ . 35595 7:1.19 79:1.
operaçoes acha-se 55935= :l.H87= i2(J,3'

Não admittindo os dois termos d'este ultimo quebrado nenhum
dos divisores communs 2, 3, 5, 9 ou f 1. faceis de' conhecer, fi-
ca-se ainda em duvida, se o referido quebrado poderá ou não sim-
plificar-se mais.

O meio directo de desvanecer esta duvida consiste em procurar
o maximo divisor commum dos numeros 79i e t243. Empregando
este meio (~ t39 ou 180) acha-se que o maximo divisor commum
d'elles é t i3, e por consequencia que o quebrado ::~ póde sim-
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plífícar-se. Dividindo por H3, tanto o numerador como o denomi-
nador, obtem-se afinal

35595 7
55935= fi

O quebrado :i é (~ I89) irreductivel.
Na pratica, quando se quer simplificar um quebrado, procu-

ra-se immediatamente o maximo divisor commum dos seus dois
termos e divide-se por elle cada um d'estes, ou vão-se successiva-
mente suppriminrlo os divisores 2, 3, 5, 9 ou t I, em quanto fôr
possivel, e depois procura-se o maximo divisor commum dos termos
do quebrado resultante da ultima simplificação.

t9i. Assim como se póde simplificar um quebrado dividindo am- .
bos os termos por um divisor inteiro, assim lambem se póde tor-
nar menos simples um quebrado multiplicando (~ 187) os dois ter-
mos pelo mesmo numero inteiro.

No ~ i89 demonstrou-se, que, sendo 8 e i5 dois numeros pri-
mos entre si, isto é, sendo :5 um quebrado irreductivel, não pôde

outro quebrado ~, cujos termos sejam inteiros, ser iguala :5
sem que seja

e D=i5xn

e, como n representa um numero inteiro, segue-se que os dois
termos do quebrado ~ devem ser equimultiplos (multiplos iguaes)

dos termos 8 e Ui do quebrado irreductivel :5'
Resulta do exposto, que só é possivel reduzir um quebrado a

outro de igual valor com o denominador igual a um numero dado,
quando este numero é multi pio do denominador do quebrado ir-
reductivel correspon ente ao quebrado proposto. N'este caso deve
tambem incluir-se aquelle em que o dito numero é multiplo do
denominador do quebrado proposto, porque então (~ 106) é elle
tambem multi plo do denominador do quebrado írreductivel.

Póde, por exemplo, reduzir-se o quebrado ~~ a outro cujo de-
nominador seja lG, porque, dividindo f 5 e 24 pelo seu maximo
divisor commum 3, acha-se

{5 5
f,=ã

e t6 é múltiplo de 8. E com effeito é
UI to
u=i6

Pôde tambem reduzir-se o quebrado ~!a outro, cujo denomina-
7.
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dor seja ~8, porque (~ 187)
i5 f5XlI 30
24. ==< 24 X 2 :=;: i8

e eífectívamente sendo 30 e 48 eqnimultíplos de HS e 24, e sendo
estes numeros equimultiplos de D e 8, não podem (~ 106) 30 e 48
deixar de ser equimultiplos de 5 e 8.

Não é possivel comtudo 'reduzir !~a ter por denominador 118,
33, etc., parque estes numeros inteiros não são multiplos de 8.
i92. Dois ou mais quebrados podem sempre reduzir-se a te-

rem por denominador commum qualquer multiplo commum dos
denominadores dos quebrados irreductiveis iguaes aos mesmos que-

. brados. N'este caso estão evidentemente os numeros, que forem
multiplos dos denominadores dos quebrados propostos, porque elles
bão de ser tambem multi pios dos denominadores dos quebrados
irreductiveis.

O b d
i5 i2 ..

S que ra os. 2lJ. e rs' que são respectivamente iguaes aos que-

brados irreductiveis : e ~, podem reduzir-se a outros de igual
valor çom um denominador commum, comtanto que este seja um
dos múltiplos communs dos denominadores 8 e 3. E como qual-
quer mnltiplo commum de 8 e de 3 deve ser (~ i59 ou '182) mul-
tiplo do menor multiplo commum 24, dos mesmos numeros, se-
gue-se que os quebrados propostos só poderão reduzir-se a outros
de igual denominador, quando este fôr multiplo de 2/,.

. 15 12 .
Para reduzir os quebrados 1lJ. e i8 a terem por denominador 120,

que é multiplo de 8X3, é necessario dividir i20 por 8. e pOI 3,
para se saber qual é o numero, por que se bão de multiplicar os
dois termos do quebrado irreductivel igual ao primeiro, quebrado,
e qual o numero, por que se hão de multiplicar os dois termos do
outro quebrado. Suppondo que é

120: 8= 15 e i20: 3=40

b ir. 5 5><i5 75 {li ~ 2 ><~O 80
ter-se- a ~=8=8><i5=Ü!Õ e i8=ã= 3><40=i20

Querendo reduzir os dois quebrados ao denominador 864, que
é multiplo de 24. e de 18, não é necessario substituir os quebra-
dos pelos quebrados írreductiveis correspondentes, basta dividir
864. por 24 e por 18, e depois multiplicar os termos do primeiro
quebrado pelo primeiro quociente e os do segundo pelo segundo
quociente. Sendo pois

864: 24=36 e 8t).&,:i8=48

ter-se-ha e fll i2><48 576
IS =18>< 48=864
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i93. Reduzem-se dois ou mais quebrados ao mesmo denominador.
m"fltiplicando ambos os termos de cada um peta producto dos deno-
mmadores de todos os outros.

Applicando esta regra aos quebrados
a 5 7
ii' 6' Ü

acha-se 3><6><12 5 ><8>< {!I 7><8><6
8><6><U' 6><8>< iII- 12><8><6

ou 2tO 480 330
576' 576' 576

o denominador commum n'este caso é um dos multiplos com-
muns dos tres denominadores, porque é o producto de todos elles,
porém não é o menor multi plo commum.

i94.. A reducção de quebrados aomesmo denominador é o meio,
que geralmente se emprega, quando se quer descobrir qual é o
maior de dois, ou mais quebrados. Querendo, por exemplo, escre-

3 5 7ver os tres quebrados 8' fi e i2 por ordem de grandeza reduzem-
se ao mesmo denominador e reconhece-se (§ i8r» immediatamente
que é

480 836 216
576 ?576 > 576

5 7 3ii>Ii>Se por consequencia

Poder-se-ia também reduzir os quebrados ao mesmo numerador.
empregando urna regra análoga ã do § 1.93, como abaixo se vê

3><5><7 3><3><7 7><3><5
8><5><1' 6><3><7' 1.2><3><6

ou 105
~so'

lOS
(80

t l
~

'-l.
\... "

>1,- <,

porque evidentemente (§ {8r» é
tos> 1.05 > Hl5
t26 ISO 280

5 7 3ii>Ü>Se portanto

1.95. O menor denominador commum, que se póde dar a dois ou
mais quebrados, é igual ao menor multiplo commum dos denomina-
dores dos quebrados irreductiveis iguaes aos quebrados propostos.

O menor multiplo commum dos denominadores 8, 6 e 1.2 dos
quebrados irreductiveis :' ~ e :'l é 24, logo 2~ é o menor deno-
minador commurn, que podem ter os mesmos quebrados.
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Reduzindo-os effectivamente a este denominador obtem-se

b d l' 33 t.,~ i2 - deri I .Se os que ra os tossem t.,t.,' t.,9 e iS' nao se po ena cone mr que
o menor multiplo commum dos denominadores 4!J., 49 e 18 era o
menor denominador commum, visto não serem os quebrados irre-
ductiveis. Para os reduzir ao menor denominador commum tornar-
se-hão irreductiveis os quebrados, e depois procurar-se-ha o me-
nor multiplo commum dos denominadores dos quebrados

3 5 j

4' 7' '3
que se obtiverem.

O menor multíplo commum de 4,,7 e 3 é 4:X 7X 3 ou 84,
visto serem: primos (lois a dois os numeros 4, 7 e 3, logo, redu-
zindo os quebrados ao menor denominador commum, acha-se

3X7X3 5X4X3 jX4X7
4.X7X3' 7X4X3' 3><4X7

53 72 56
84ou

Para reduzir ao menor denominador commum os quebrados ir-
reductiveis '

2H 91 4~9
240 ' iS'ó' 560

decompõem-se os denominadores em factores primos e, suppondo
que é

~t.,0= 24X 3X 5, iSO= 22X 3' X 5, 560= 24X 5X 7

formar-se-há o menor multiplo commum (~ i83)
24x 3~X 5x 7= 5040

dos referidos denominadores. Dividindo este menor multiplo por
cada um dos denominadores achar-se-hão os quocientes

3x7=2i, 22x 7=28,

pelos quaes devem ser multiplicados os dois termos do primeiro,
segundo e terceiro quebrados. Os quebrados propostos reduzem-
se portanto a

2HXU
24õ"Xli'

91X!8 429X()
'56õX9

38M
5040

4431
5040'

'iãiiX"28'
j548
5040'

196. Na pratica simplificam-se quasi sempre os quebrados an-
tes de os reduzir ao mesmo denominador'. Quando, porém. arou-
teça terem-se reduzido ao mesmo denominador quebrados redu-
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ctiveis, é ainda possivel simplifícal-os de modo que continuem a
ter um denominador cornmum. Consegue-se isto dividindo os dois
termos de cada quebrado pelo maximo divisor commum dos ter-
mos de todos elles.

. MO 576Sejam 86~ e 86~ os quebrados que. devem ser' simplificados de
rnndo que depois tenham o menor denominador commum.

E evidente que se satisfaz a esta condição supprimindo nos ter-
mos de cada quebrado o maximo divisor commum dos numeros
540, 576 e 864.. Empregando o methodo do ~ 180 obtem-se

5~0=22X33X5, 576=26X32, 86~=25X33

logo o maximo divisor commum é 22X32=36.
Dividindo por 36 os termos de cada quebrado vem

540 540: 36 15
864= 864:36=24' e

576 576:36 ts
864= 864:36=24'

197. A addição de quebrados, que Uem o mesmo denominador,
e/fectua-se sommando os numeradores, e dando á somma por deno-
minador o denominador commum dos quebrados propostos.

Para achar o valor de :2+~~reílectír-se-ha que o primeiro d'es-
tes quebrados representa 7 partes, das quaes 12 fazem uma uni-
dade, o segundo representa ..1 partes da mesma grandeza, e por
consequencia a somma deve constar de 7+ f 1 partes, das quaes
12 valem.uma unidade. Logo

f •
7 +~_ 7+H _i8_3
H i2- -i2--i2-i

O. quebrado ~ é (§ 18) improprio, e converte-se (~ 81) em 1 ~
quando se separa o quociente incompleto da fracção complementar.

198. A addição de quebrados, que não tt1em o mesmo denomina-
dor, effectua-se reduzindo-os ao mesmo denomintulcr, sommando os
numeradores, e dando á somma o denominador commum.

Para effectuar a somma indicada
7 to i4Th+V+45

reduzem-se os quebrados ao mesmo denominador, procurando o
menor múltiplo commum de 15, 27 e 45, isto é, de

3x 5, 33, 5x3'

que é

e applicando a regra do § 195 tem-se



7X3' WX5 i4X3 63 50 4íl 63+50+42
i5X3'+27X5 + 45X3 =i35+ 1.35+i35=-m-

7 !O ii '55i5+27+45= 1.35ou

. S!mplificando O quebrado ~~~ e extrahindo ao resultado a parte
Inteira vem

7 1.0 1.4 4i5+27+4õ=i+v
t99. A somma âeum inteiro com um quebrado p6de effectuar-se

como a somma de quebrados, comtanto que o inteiro se tome como
um quebrado que tem t por denominador.

Para achar o valo~ de 4+~reflectir-se-ha que o inteiro 4 e o
quebrado ~ têem exactamente ~ mesmo valor, porque ambos re-
presentam 4 partes iguaes á unidade, isto é,

545"'+s=i+s
O menor multiplo commum dos denominadores t e 8 é eviden-

temente 8, e portanto
"'+~= 4X8+~=4X8+5

8 iX8 8 8

Effectuando as operações indicadas acha-se

"'+~=~8 8

Para reduzir um numero mixto (4+D a quebrado, multipli-
ca-se o inteiro (4) pelo denominador (8), junta-se ao producto o nu-
merador (5) do quebrado, e dá-se á somma o denominador (8) do
mesmo quebrado.

200. Para effectuar a somma

3+~+2+i+~+7

na qual umas parcellas são inteiras e outras não, procede-se como
se todas fossem quebrados, dando o denominador t a cada uma
das parcellas inteiras. Acham-se assim os seguintes valores sue-
cessivos da precedente somma indicada

~+Z+~+~+~+ZI 8 i 461.

:l, :l, 2', 2x3, :l

23X3=26,

3.~4+~+íl.24+~+~ + 7.24
24 8.3 24 4.6 6.4 24
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72+21+48+ l8+ 20+1.68 347

2~ =24"

e portanto 3+~+2+~+~+7 _347 = 19,+!!8 4 6 - 24 24

201. A somma não depende da ordem das parcellas, ainda que
todas, ou algumas sejam numeros fraccionarios.

No § precedente achou-se
3+~ + 2+~+~+7 = 3,24+7,3+~·24+3.6+5.4+7 .24

8 4 6 24·

e como o segundo membro (~ 27) não muda de valor, quando se
troca a ordem ás parcellas do numerador, segue-se que

3+~+2+~+~+ 7=3.2~+2,2'+7,~:t7,3+S.6+5.4

ou

202. Na pratica, quando se quer achar a somma de muitas par-
cellas, umas inteiras e outras fraccionarias, prefere-se quasi sem-
pre sommar todas as parcellas inteiras, como se ellas estivessem
em primeiro logar, sornrnar todas as parcellas fraccionarias e som-

o mar depois as duas sornmas. Empregando este processo achar-se-ha

3+~ +2 +i+~+7=(3+2 + 7)+ G+~+D=
= 1.2+ 7.3+32'4

6+5.4

ou 3+~+2+~+~+7 = i2+21+1.8+!lO =i2+~'"=846 ~ M
iI ti

= i2+2+24= i4+i4

203. A subtracção de quebrados, que téem o mesmo denominador,
effectua-se subtrahindo os numeradores dos subtractivos, ou dimi-
nuidores, do numerador do additivo, ou diminuendo, e dando ao
resto o denominador commum dos quebrados, isto é,

7 3 7-3
8-8=-8-

E' 7 3 d'd doi .stes dOIS quebrados 8 e 8 po em consi erar-se como OlS in-
teiros, 7 e 3, referidos a uma unidade 8 vezes menor que a uni-
dade adoptada, e portanto a difIerença procurada é igual a 7 - 3
d'essas unidades 8 vezes menores que a referida unidade adoptada

7-3ou -8- d'esta mesma unidade. ~
204. A su~tracção de quebrados, que não Mem o mesmo denomi-

nador, effectua-se reduzindo os quebrados ao mesmo denominador e
procedendo depois como no ~ precedente.
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Para se obter o valor de !~-:'reduzir-se-há o quebrado ~ á

denominação de !~,visto ser 40 um multiplo de 8, e achar-se-há
31 3 3i i5 31.-i5 1.6 2
4õ-g= 4õ-4(j=----w--:- 4(j=5

205. Quando algum dos termos da subtracção é inteiro, proce-
de-se como se elle fosse um quebrado com o denominador 1.

Se é o additivo, que é inteiro, tem-se
4,-~=~-~= 4X5_~ _ 4X5-3

5 I 5 5 5- 5

ou
. 5 8-5 3Se o additivo é 1 a differença 1 - 8 reduz-se a -8- ou 8'

Quando o subtractivo é inteiro tem-se

~ _2=~_~=~_2X!l=i8-2X5
5 5 I. 5 5 5

ou ~-2=~
5 5

Conclue-se d'isto: L°, o excesso de um inteiro sobre um quebrado
é igual ao producto do inteiro pelo denominador do quebrado menos
o numerador sobre o mesmo denominador; 2.°, o excesso da unidade
sobre um quebrado proprio é igual 00 excesso do denominador sobre
o numerador dividido pelo denominador; 3.°, o excesso de um que-
brado improprio sobre um inteiro é igual ao excesso do numerador
sobre o proâuao do inteiro pelo denominador dividido pelo denomi-
nador.

206. Para se calcular o valor de uma expressão composta da
varios termos, uns inteiros e outros quebrados, reduzem-se os in-
teiros a quebrados, e depois todos os quebrados ao mesmo deno-
minador, ou opera-se sobre os inteiros isoladamente, reduzindo-os
a um só, e do mesmo modo sobre os quebrados, e depois effe-
ctua-se, segundo as circumstancias, a addição ou subtracção dos
numeros resultantes.

Pelo primeiro modo ter-se-há
35 6 7352637+4-g-2+7-3=j+4-ã-j+,-j=
_ 7. 56+~ _ ~_ 2.56+~ _ 3.56
- 56 56 56 56 56 56

7+~_~-2+~-3= 7.56+3.14-5.7-2.56+6.8-3.56
4 8 7 56 4

ou
porque a addição e subtracção de quebrados com o mesmo deno-
minador reduz-se á addição e subtracção dos seus numeradores.
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Effectuando as operações indicadas no segundo membro acha-se

7+~-~-2+~-3= 482-3t5= {67=2+~487 56 56 56

Advertindo que o valor final de 7.56 + 3. U- 5.7 -2.56 ++6.8 - 3.56 não depende (~ 4,3) da ordem, por que estes pro-
duetos estão escriptos, ter-se-ha ~ ..
7 . 56+ 3. {~_ 5.7- 2 . 56+ 6.8- 3. 56 7. 66- 2 . 56- 3. 56+ 3. ti. - 5.7+ 6.8

56 56

e por consequencia
3 5 6 (3 5 6)7+ 4-8-2+7-3=(7 -2-3)+ '-8+7

Vê-se pois que o resultado póde calcular-se eifectuando as ope-
rações sobre os inteiros isoladamente, depois sobre os quebrados,
e finalmente sobre os numeros resultantes d'estes calculos par-
ciaes.

Empregando este processo, obtem-se
7+!_!_2+!_3=2+u-~+g 2+~487 56 56

207. Se o additiv~ íór 9 + ~ + : e o subtractivo 6 + !+ ~~

procurar-se-ha o menor múltiplo commum de 3, 5, 4, e·30, que é
60, e reduzir-se- hão a eIle todos os denominadores, isto é, far-se-ba

(9 +; + D - ( 6 + i+~) = c:~+ ~ +~) - c:~+ ~ +~)

e portanto será

(9+~+~)- (6 +~+~) _ 540+40+48_ 360+45+58
35 430- 60 60

OU ( 9+ i+ D_ ( 6 + ~+ ~) = 540+ 40+ 48; (360+ 45+ 58)

e (9+~+D-(6+{+;) = 6286~463=t:=2+~=2+~

A expressão
(9+}+~) _( 6 +~+~)::a (540+40+48);;;;(360+45+58)

póde reduzir-se (~ 34,) a
( 9 + ~+ D _ ( 6+ ~+ ~) = 540+ 40+ 48;;;;360- 45- 58

e como o segundo membro é igual a
5i!l+~+~_~_~_~ ou60 60 60 60 60 60
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segue-se que

(9+~+i)-( 6+i+ro)=9+;+g-6-~-;
Logo o parenthesis precedido do signal- póde supprimir-se, quan-
do dentro está indicada uma sornrna de inteiros e quebrados, com-
tanto que cada uma das parcellas passe para fóra do parenthesis
com o signal -.

ElXElROICIOS

2iOOO 26~ t~ ts 241. Reduzir á expressão mais simples os quebrados 290000' 368' @I' ~, 120'
1932 lI22 4444 5050 700700 1l233~4 35623698
2iOO' 999' 9999' 9999' 999999' 556666' iU4030201'
n. Escrever uma serie de quebrados de valor igual a cada uma das seguintes

3 5 7 8 iO 12 f.('
fracções 4' li' 8' 9' t7' ~, m'

III. Reduzir ao den~mínador commum 630os quebrados ~, ~, ~, ao denomina-
6 9 rs 48 •dor commum 2t6 os quebrados 8' ã6' 27' 54' ao denommador commum 680~0os

i25 248 SOl
quebrados 750' 672' 97i'

36790 13515IV. Reduzir ao mesmo denomina~or os quebrados 8' 9' t6' {50 e 4' 4' l!' i6'
19 2 7 39 fOi
3li e 3' I2' 48' f92'

V R d . denomi d b d 4 tO 25 ~i 42. e uzir ao mesmo enomma or commum os que ra os 7' 1.7' m e ~, 54'
50 (2~ 22 333 4444
Sõ' 4!ltl e 99' 999' 9999'

VI. Effectuar as seguintes addições : + ü+~,: +~+ .;" ~ +~~+:;'
7 ts 4 5
iiõ+3õ+33+ 22'

. 7 3 i8 f ii 45 \I 5 \IVII. Effectuar as seguintes subtracçõesii-4' 24-6-5' 4'7-;;-",6-8,
\I 6 25 27 ~ 28 45

i-s' 8-7, i2-3, i6-'4-5' 3-6, 8-3.

vm. EJIectuar as seguintes operaç-ões indicadas 6+~,8+;-~,i!!_:+;,
tn 29 2 li 3 5 (II 7 \! ( i)!!+2j-3+'4-7+Õ' 7-ã-'4+ií-i5+g, WO+ã- i2+s ' 27-

-i+i-(~+~-õ).
5 3 3 (IX. Escrever por ordem de grandeza os quebrados 'I' 8' 4' 6'

X R d . á . . I b d 23 46 69 ~ d d. e uzir expressão mais srmp es os que ra os H5' H5' ti5' !til e mo o
que conservem todos um denominador igual.

. 3 7 lI!XI. Heduzir ao mesmo numerador os quebrados 5' ip [7'

. 5 l~ U 25XII. Beduzír ao menor numerador commum os quebrados 6' {B' 49' n'
XI . b a a' a" a+a'+a"+etc.II. Provar que, se forem iguaes os que rados ii' bi' ijíi etc., será b-rb'+b"+ etc.

igual a qualquer dos ditos quebrados.
XIV . a ar a'--<1 a-a' .. Provar que, se forem iguaes os quebrados b e fji' será b'-b ou ç::p Igual

a qualquer dos dois quebrados.
XV. Demonstrar que a somma de dois quebrados irreductiveis não pôde ser

numero inteiro senão quando os denominadores forem iguaes.
\ .
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CAPITULO II
Multiplioação e divisão de .quebrados

Deoompoaíção de um quebrado na somma de outros
cujos denominadores são as potenoias suocessivas

de um numero dado

~08.Theorema. O producto de dois quebrados ~ igual ao que-
brado, que tem por numerador o producto dos numeradores e por
denominador o producto dos denominadores, isto é,

5Xíl 5XIl
li ã=SX3

Considerando ~ como multiplicador, o producto deve constar
(~ 49) de duas parcellas, cada uma das quaes é a vezes menor
que o multipliCando~; e como este quebrado contém 5 partes
iguaes, segue-se que basta fazer cada uma d'ellas 3 vezes menor,

I:)

para se obter um todo 3 vezes menor que s·
Mas, para tornar 3 vezes menor cada uma das ditas partes, é

sufílciente (~ 187) multiplicar por 3 o denominador 8 do quebrado
t . I:)

. 8 que a representa, logo o numero 3 vezes menor que 8 é igual a
i I I I i 5

sX3+SXã+sX3+SX3+SX3 ou SX3
. 5 íl 5 li 5XIl

e por consequencia gXã=SX3+SX3=SX3

Se se tivesse considerado ~ como multiplicador e ~ como mul-
tiplicando, achar-se-la tambem

íl !j 2X5
jX8=3X8

R
I:) 2. I:)

econhece-se n'este exemplo que sX3 e menor que s' por-
que este producto póde considerar-se como a somma de duas
parcellas, cada uma das quaes e 3 vezes menor que ~, e é sabido

I:)

que são necessarias tres d'essas pnrcellas para darem a somma s·
I:) 4, • I:)

Pelo contrario o producto 8X 3" deve ser maior que '8 porque
é a somma de 4 parcellas, cada umas das quaes é 3 vezes menor

I:) I:)
que 8 e bastam tres d'ellas para darem s·

Em geral todo o producto de dois factores será maior ou menor
que um do; seus factores, conforme o outro factor {ór maior ou
menor que {.



BD

209. Corollario. Advertindo que o producto de dois nume-
ros inteiros não ?epend~ (§ 52) da ordem dos factores, ter-se-há

5X2 ílX5
sxa=3'X8

e por consequencia

o producto de dois quebrados não depende da ordem dos lacto-
res.

210. Escolio. Decompor ~ em 3 partes íguaes e tomar uma
d'essas partes, como parcella, 2 vezes é proceder com o que-
brado ~, como deve proceder-se com a unidade para se formar o

2
quebrado 3'

Logo a 'somma de 2 parcellas 3 vezes menores que ~ é igual
2 5

(~ i86) ao quebrado 3 do quebrado 8 ou
2 5 5 5
3deg=SX3+S,X3

e portanto '.Il 5 5X~ 2X5
ãdes=SX3=aX8

Todo o quebrado de quebrado reduz-se a quebrado de unidade
multiplicando os numeradores dos dois quebrados, e dando ao pro-
dueto por denominador o produeto dos denominadores. O quebrado
2 5 d 'd d 'I 10 5 d "d d3" de 8 a um a e equi va e portanto a 2q,' ou i2 a um a e.

2f f. Antes de effectuar a multiplicação de quebrados convém
reduzil-os á expressão mais simples. Póde, porém, acontecer que
os factores tomados isoladamente sejam irreductiveis e comtudo o
producto admitta simplificação.

Dá-se isto unicamente, quando o numerador de algum dos que-
brados não é primo com o denominador de outro.

Querendo multiplicar os quebrados irreductiveis ~ e :: convém
pois, antes de effectuar a multiplicação, supprimir o divisor com-
mum 4. dos numeros 8 e 28, porque, embora mude de valor cada
um dos factores, é evidente (~§ 208, i87 e 93) que o producto não
muda. Acha-se assim

8~5íl!550
§xi8=§X'7=6ã

24~. Theorema. O proâucto de Ires, ou mais quebrados é igual
ao quebrado, que tem por numerador o proâuao de todos QS nume-
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redores e por denominador o producto de todos os denominadores
isto é, '

7 II 6 3 7X2X6X3
iixSXÜX~=8X5XHX4

Demonstrou-se já (~ 208) que
~x~-~
8 5 8X5

e portanto (~ 51) que
7 2 6 7X2 6
iixSXrr=8X5Xrr
7 2 6, 7X2X6
gX5xil=8X5XHou (§ 208)

e finalmente
7 2 6 3 7X2X6 3 7X2X6X3
8x jiXn x ~= 8X5XH X 4 = 8X5XHX4

213. Corollario. O producio de qualquer numero de quebr/aos
não depende da ordem dos factores.
2i4. 'l'heorema. O producto de um quebrado por um inteiro

é igual a um quebrado, que tem por numerador o producto do nu-
merador do quebrado pelo inteiro, e por denominador o denomina-
dor do mesmo quebrado, isto é,

!x5=~8 8

PMe demonstrar-se este theorema imitando o raciocinio empre-
gado no ~ 208, ou considerando o inteiro como um quebrado que
tem t no denominador, e effectuandn depois a multiplicação dos
quebrados. Empregando este ultimo processo, tem-se

!X5=Zx~=~8 8 i 8

215. Corollario. O producto de um inteiro por um quebrado
não depende da ordem dos factores, isto é, tem sempre o mesmo
valor ou o inteiro seja multiplicador e o quebrado multiplicando,
ou o quebrado multiplicador e o inteiro multiplicando.

216. Escolio. Decompor 5 em 8 partes iguaes e tomar uma
d'essas partes, como parcella, 7 vezes, é proceder com o inteiro
5 como deve proceder-se com a unidade, quando se quer formar

7o quebrado 8' Logo a somma de 7 parcellas 8 vezes menores que

;) é igual ao quebrado ~ 110 inteiro 5 (~ t86), isto é,
7 5 5 5 5 5 5 5
8~5=ã+ii+~+ã+ii+8+8

b .. 1 5x7 7X5e como este segundo mem ro e igua a -s ou 8 segue-se que
7 7 7X5
sde5=sx5=-s
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ou que todo o quebrado de inteiro se reduz a quebrado de unidade
multiplicando o numerador por o inteiro e dando ao producto por
denominador o denominador do quebrado. O quebrado ~ de :5 uni-

dades equivale por consequencia ao quebrado 3: de uma unidade.
217. Theorema. Qualquer potencia de um quebrado é igual a

outro quebrado, cujos termos são as potencias do mesmo grau dos
termos correspondentes do quebrado proposto, isto é, para elevar
um quebrado a uma potencia é necessario elevar tanto o numera-
dor como o denominador a essa potencia.

Com effeito (~ 69)

e (~ 212) . 7 7 7 7X7X7 7'
8X 8x 8= 8X8X8 = g.

logo

Este tbeorema póde tambem demonstrar-se advertindo que (~ 78)

G)'=(7:8)3

e (~ 101)

218. Corollario. Qualquer potencia de um quebrado irreducti-
oel é outro quebrado irreductivel, porque sendo, por exemplo, 7
e 8 primos entre si, também 73 e 83 hão de ser (~ t 4.7) primos
entre si.

219. Multíplica-se uma somma, ou diílerença de quebrados, ou
de quebrados e inteiros, por uma expressão analoga, reduzindo
cada factor a um só numero, e multiplicando depois os numeros

5 2
resultantes. Sendo 4. + 8" um dos factores e 3 -7 o outro, eífe-
ctua-se primeiro a somma indicada n'aquelle factor e depois a sub-
tracção indicada no segundo. Acaar-so-ha portanto (~ 199)

(j.+~=4X8+5=~
8 8 8

e (~ 205)
d'onde (~ 208)

(4,+~)(3-~)=~x!2_ 37Xi9_~
8 7 o 7 - 8X7 - 56

ou
220. Theorema. O quociente resultante da divisão de um que-

brado por outro póde obter-se, ou invertendo os termos ao divisor
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e .multiplicando o quebrado invertido pelo quebrado dividendo' ou
dwidindo os dois termos d'este quebrado pelos termos corresponden-
tes do quebrado divisor, isto é,

ou

Considerando o divisor; como multiplicando, o que é permit-

tido sempre (~ 209), o quociente ~ :; é evidentemente o numero

que se fórma de t como ~ se fórma de;, Ora ~ fórma-sede ~ de-
compondo este numero em duas parceIlas iguaes, escrevendo uma
d'ellas 7 vezes, decompondo a somma { em 8 partes iguaes, e fi-
nalmente tomando 5 d'estas ultimas partes. Logo para se obter o
quociente ~ : ; decompor-se-ha { em duas partes iguaes, tomar-se-há
t . 7
2 sete vezes, decompor-se-ha depois a somma 2" em 8 partes íguaes
e sommar-se-hão 5 d'estas partes. rer-se-ha portauto

51! 7 7 7 7 7
g:'j=8X2~ 8x2'+8X2+8'X2+8'X2

5 II 7X5 8 5 2 5 7ou g:'j=sx::I efinalmente(§20) g:7'=gXj

7x5
Dividindo os dois termos do quebrado 8 x 2 por o producto

7X2'acha-se (~~ t87, 99 e 96)
7X5 7X5:(7X\!) 5:'
OO=SX2:(7X\!)=S:7

e portanto

Este segundo modo de dividir quebrados só se emprega, quando
os dois termos do quebrado dividendo são multiplos dos termos
correspondentes do divisor.

221. Antes de effecluar uma divisão de quebrados convém re-
duzir tanto o dividendo como o divisor ã expressão mais simples.
Pôde comtudo acontecer, que, sendo irreductiveis os dois quebra-
dos, o quociente admitta simplificação. Isto só póde succeder, quando
dois termos' do mesmo nome, ambos os numeradores ou ambos os
denominadores, admittem algum divisor commum, como succede
no seguinte exemplo 45\17535H55

g6:gs='l:ü. ='jX'"f=fi

222. Theorema. O quociente resultante da divisão de um in-
teiro por um quebrado é igual ao proãucto, que se obtem invertendo

8



os termos ao divisor, e multiplicando o quebrado invertido pelo in-
teiro, isto é, 4 5

6:5=6Xt;

Póde demonstrar-se este theorema imitando o raciocinio empre-
gado no ~ 220, ou considerando o inteiro como um quebrado, cujo
denominador é I, e praticando depois a regra da divisão de que-
brados, como em seguida se vê

4 6 4 6 5 5
6:5=1: 5=1 xt;=6x4"

223. Corollario. O quociente resultante da divisão de um inteiro
por um quebrado irreductioel sâ é inteiro, quando o numerador do
. quebrado divide exaciamente o inteiro, porque, sendo 6:~ igual a

~:::::5, é sabido que 4, não póde ser primo com 5 e dividir o pro-
4,

dueto 6X5 sem ser (~ t43) um dos divisores de 6.
O quociente será maior que o dividen o, quando o divisor fór

um quebrado proprio, e menor que o dividendo, no caso contrario.
Ter-se-há, por exemplo,

24 : ~= 30 e 28 : ~= 20

No primeiro caso o producto de 30 por ~ deve ser menor que

:.10, considerado como multiplicando, porque o multiplicador; éo
7

menor que 1; no segundo caso o producto de 20 por 5 de.ve ser

maior que 20, por ser o factor ~ maior que t.
22!í.Theorema. Um quebrado não muda de valor, quando am-

bos os seus termos se multiplicam, ou dividem pelo mesmo numero
fn1ccionario, isto é,

28 28xf 28 ~S:~
42= 402Xf OU 42- 42:~

Este theorema é uma generalisação do que se demonstrou no
~ 187 e pó de demonstrar-se facilmente do seguinte modo.

Por este ~ é 28 28X5 28X5: 7
42= 42X5 = 42X5:7

e pelos ~~ 78 e 214 é
i8X5:7 ",X, 28><j
4~><"5:7=lsX' = 1.2x!, ,

28 28x~
logo 4'2= 4iX!,

Por um raciocinio análogo se demonstra que é
28 28.i
Ü='i:i
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225. Escolio. Pôde simplificar-se um quebrado multiplicando
ambos os termos por um quebrado proprio, ou dividindo-os por
um quebrado improprio, comtanto que os dois productos, ou os
dois quocientes, sejam inteiros. Assim tem-se por exemplo

ou

Não se pense, comtudo, que possa simplificar-se um quebrado,
cujos termos são primos entre si, dividindo ambos os seus termos
por algum quebrado. Com effeito, se os dois termos de um que-
brado forem exactamente divisiveis por algum quebrado irreducti- .
vel, o numerador d'este será necessariamente (§ 223) um divisor
commum dos dois referidos termos, e deixarão, portanto, estes de
ser primos entre si. como se havia supposto.
226. Theorema. O quociente resultante da divisão de um que-

brado por um inteiro IJ igual ao quebrado, que se obtem multipli-
cando o denominador do quebrado proposto pelo inteiro, ou divi-
dindo por este o seu numerador, isto é,

i5, i5
TIl:5=i6X5 ou i5 . 5 i5:5

M' ={6

PMe demonstrar-se este tbeorema raciocinando como nos ~§220
e 222, ou reduzindo o inteiro a quebrado e effectuando depois a
divisão dos quebrados por qualquer das regras conhecidas.

Conforme a regra, que se seguir, achar-se-ha
i5 i5 5 i5 i i5
I6: 5=I6: i={iix'5= i6X5

rs , 5=i5. ~_i5:5 =i5: 5
a' 16·i-1.6:1. 16 •

D'estes dois modos de dividir um quebrado por um inteiro o
ultimo só se emprega, quando o numerador do quebrado é -divisi-
vel pelo inteiro.
227. Theorema. O quebrado, que tem por numerador a somma

dos numeradores de dois ou mais quebrados e por denominador a
somma dos denominadores dos mesmos quebrados, tem um valor
medio entre os valores do menor e do maior dos ditos quebrados,. ,
Isto é, sendo

ou

~<z<~8 9 I.~

será 5<5+7+H<U
ii 8+9+1.i fi

5Com effeito, por ser 8 o menor dos tres quebrados, será

~.9<7 ~.U<H

e portanto ~.9+~.i:!<7+H
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à·8=5
5 5 59·9+8• 12+8.8<7+ JI+5

ã(9+ 12+8)<7+H+5

mas (~ 79)
logo

fi 1 5 5+7+Ha na mente 8<8+9+{2
HDo mesmo modo, por ser 12o maior dos tres quebrados, ter-

se-ha
ii ti

7<i2.9 õ<ü·8

a, como se sabe que é, H=~ .12
ii ii iiserá 7+5+H<·W9+W8+ü·n

ou 5+7+H<~(8+9+i2)

a finalmente
228. Corollario I. O valor de qualquer quebrado ",pproxima-se

da unidade, quando aos seus dois termos se junta o mesmo numero.
O quebrado~, por exemplo, approxima-se da unidade, isto é,

augmenta, quando aos dois termos se junta qualquer numero n,
porque applicando o theorema anterior aos quebrados ~ e ~tem-se

~<5+n<:l
8 8+n

Se o quebrado fõr improprio ter-se-há similhantemente
ti

ti
ou

229. Corollario II. O quebrado, que tem por numerador a
somma de dois ou mais numeras, e por denominador o numero
d'elles, está comprehenâido entre o menor e o maior dos ditos' nu-
meras.

Dando por denominador a unidade a cada um dos numeros e es-
crevendo os quebrados resultantes por ordem de grandeza, será

~<!Q<~<~<~t t t t t

por exemplo, e portanto (§ 227)
~< 8+tO+f4+t7+~6<~
i t + t + t + t + t t OU



H7

230. Chama-se meio arithmetico de dois, ou mais numeros ao
numero unico, que póde substituir-se a cada um d'elles sem alterar
l!' sua somma. O meio arithmetico dos numeros 8, 10, H, {7 e 26
e, pois, o numero desconhecido e, que satisfaz á seguinte condição

x+x+x+x+x=8+iO+ilJ,+17+26

e, porque o primeiro membro equivale ao producto 5 x, tem-se (~ 75)

:z= 8+ tO+t4+t7 +~6- i5
5 -

Logo o meio arithmetico de dois ou mais numeras é igual á somma
de todos elles dividida pelo seu numero.

23 L Problema. Dado qualquer quebrado, determinar o nume-
rador de outro, que ditfira do primeiro menos de ~.

Seja, por. exemplo, ~ o quebrado que se deseja reduzir a outro

de denominador 9 e do qual diffira menos de ~. Comprehende-se
que devem haver dois quebrados, que satisfaçam ao problema, um
menor e outro maior que ~. Representando por a: o numerador do
primeiro, será o:+ 1 o numerador do segundo e é evidente que o
numero x deve satisfazer simultaneamente ás desigualdades

=-<~<x+t
II 7 9

_ . z+i x I . d
pOIS que d'ellas resulta ser a differença-9--9=9 maior o que

. 5x x+i 5
qualquer das differenças 7"-9 ou -9--" como se pretende.

Multiplicando por 9 os tres quebrados vem
x<5~9<x+i

Logo x e x+ t são dois numeros inteiros consecutivos, um me-
. 5x9 3 .

nor e outro maior que -7-= 6+" e por consequenCla é x=6 e
os dois quebrados pedidos são ~ e ~.

Do mesmo modo se procede em qualquer outro exemplo.
232. O processo empregado no § antecedente pôde servir para

achar um quebrado mais simples do que outro, embora diffira
d'este menos do que certa quantidade, quando, sem lhe alterar o
valor, não possa tornar-se sufficientemente simples.

. 36lJ,0 b d . d r 1Seja, por exemplo, 9sõi um que ra o irre uc ivei, ao qual se
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pretende substituir outro de menor denominador, embora entre os
dois haja uma differença inferior a t~'

Procedendo, como se ensinou no ~ anterior, acha-se
s.<3640< II:+:1
tOO 980:1 Wõ

3MOOO : 980i = 37+=e suppondo que é
t h 37 <3646< 38er-se- a iõõ 9801 IllÕ

Póde pois substituir-se o quebrado ~:~~ por qualquer dos que-
~ ~ .

brados ioo ou tOO' na certeza de que entre aquelle quebrado e qual-

quer d'estes a differença não chega a ser i~'

c233. Problema. Decompor um quebrado ii em uma somma de
quebrados, cujos denominadores successivos sejam i,A, A!, A3, etc.,
representando A qualquer numero inteiro. .

Dividindo o numerador do quebrado pelo seu denominador e de-
signando por Q e R o quociente incompleto e o resto, será (~ 81)

i=Q+; .. · (i)

Multiplicando o resto R d'esta divisão por A e dividindo o pro-
dueto R A por B, ter-se-ha similhantemente

RA QI+RI
Jj= ]j

e dividindo ambos os membros por A (§§ 226 e 91)
'!!=~+~B A A

designando Q' (Q linha) e R' o quociente incompleto e o resto d'esta
segunda divisão. .

Substituindo este valor de ~ na igualdade (1) vem

i=Q+~+RI~B : (~)

Procedendo com o quociente .R' : R, como se procedeu com o
Rquebrado B' achar-se-ha

R' ()'I R'I:B
]f=-:r +-y-

suppondo que Q" (Q duas linhas) e R" representam o quociente
incompleto e o resto da divisão de R' A por R.
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Substituindo na igualdade (2) o valor de R' : B tem-se
c o' O" R":BB = Q + '1+ A' + AS' . . . . . .. . . . . . . . . . .. (3)

Continuando sempre com o mesmo processo, isto é, multipli-
cando o resto de cada divisão por A e dividindo o producto por
B, ter-se-há c o' O" 0'1' o',,' R"I/:Bjj= Q+ I+Y.+F +y.+--r (4,)

e ~ evidente que, se algum dos restos R'''', por exemplo, fôr zero,
a Igualdade precedente converter-se-ba em

c Q' Q" Q'" 0"11B=Q+-x+Ts +y.+y.
Se nenhum dos restos fôr nullo, o numero de parcellas do se-

gundo membro será illimitado. 2369
Tomando para exemplo o quebrado f.4,4 e fazendo A=6, achar-se-

ha, seguindo o processo exposto,
2369 ! 4 I 3
144= i6+ij+6ô +60+61

. N'este exemplo acontece ser zero o resto da quinta divisão, e por
ISSOo segundo membro da igualdade contém apenas ;) parcellas.

c 55Fazendo -=- e A=8 acha-seB i2
5545 i 52
. I2=~+8+8' +8' +8' +8"'+ etc.

e, por mais divisões que se façam, jámais apparecerã uma sem
resto. O numero de parcellas da somma é n'este caso iIlimitado.

Quando o quebrado é proprio o primeiro quociente Q é nullo.
corno se observa em

l!3434 343
f4 ="5+5' +5i +S-+5i+5i+etc.

234.. Convém advertir que os numeradores Q', Q", Q'", etc.,
dos diversos quebrados devem ser menores que o denominador A
do primeiro. Com effeito, devendo os restos R, R', R", etc., de
todas as divisões, ser menores que o seu divisor B, segue- se que

R R' R"
serão proprios os quebrados B' B' li' etc., e consequentemente
que os productos d'estes quebrados pelo numero inteiro A não po-
derão deixar de ser inferiores a A (§ 't08). Logo também as sommas

Q'+~ Q"+ RII Q"'+ ~ tB' B' B ' e c.
. RÃ R'A R"Aiguaes respectivamente a li' B' R' etc., devem ser menores
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que A e com maior razão serão menores que A àS parcellas O',
O", 01/', etc., das mesmas sommas.

Q' Q" Q'"235. Theorema. ,A somma O +1i + A2 + Ta + etc., prove-

niente de um quebrado irreductivel ~ constará de um numero li-
mitado de parcellas I, quando todos os factores primos de B se con-
tiverem em A; e constará de um numero itlimitado de parcellas,
quando alguns dos factores primos de B, ou todos não (orem divi-
sores de A.

O numero de parcellas da somma será limitado, quando em al-
guma das divisões o resto fôr nullo (~ 233). Ora prevê-se facil-
mente, quando isto deve acontecer, notando que os restos R', RI/,
RI/', etc. que resultam das divisões de RA, R' A, R" A, etc. por B,
são iguaes aos' que se acham dividindo CA, CAt, CA3, etc. por
B. Demonstra-se que estes restos são iguaes áquelles reflectindo
que da igualdade

se deriva
C=BQ+!l

CA=BxAQ+RA

e que, sendo a differença entre CA e R A um multi plo de B, estes
dois productos (~ i05) divididos por B devem dar restos iguaes.
Mas suppondo também que é (~ 233)

RA=BQ'+R'

CA=BxAQ+BQ'+R'ter-se-ha
ou (~ ·105)
e consequentemente

CA = multiplo de B +R'

CA'=multiplo de B+R'A

Logo CA' e R( A divididos por B dão restos iguaes. ,
Do mesmo modo se demonstra que CA3 e R" A, CA4 e R"IA,

etc. divididos por B dão restos iguaes.
Admittindo, pois, que todos os factores primos de B existem em

A, é evidente que as potencias de A de certo grau em diante hão de
ser divisíveis por D, e suppondo que A3, por exemplo, é a menor
d'essas potencias, será tambem (~ 106) CAs divisivel por B, e por-

1 Os numeradores Q', Q'I, Q''', etc., quando são em numero iIlimitado, repro-
duzem-se periodicamente.

Com efIeito, os restos, sendo em numero iIIimitado, Mo de necessariamente
repetir-se, porque são todos menores que o numero B, que serve de divisor em
.todas as divisões successivas. Bepetindo-se os restos, Mo de tambem repetir-se
. os dividendos parciaes, que se seguirelll..tvisto que são o resultado da multiplica-
rão dos ~~smos restos pelo factor A. Sendo iguaes dois dividendos parciaes e
ígual o dIVlSO~,que é sempre B, os quocientes incompletos correspondentes serão

.Jguaes entre 81 e o mesmo succederã aos restos segumtes.



tanto a somma terá apenas 4. parcellas, se ° quebrado ~ fôr im-
proprio, e 3, se fôr proprio.

Não existindo em A todos os divisores primos de B, nenhuma
das potencias de A é divisivel ,Iwr B e, corno C é primo com B,
nenhum dos resto" (§ H3) será nu110. N'este caso o numero de
parcellas é illimitado.

Suppondo que é ~ =:: e A= 54- todos os factores primos
(2 e 3) de 4.8 existem em 54. ou 2 X33 e, corno (2 X33)4 é a me-
nor potencia de M divisível por 4.8, segue-se que o quebrado ~:
prodnzirá uma somma de 5 parcellas, como em seguida se vê

79 34 47 t3 27
4g=i+5i. +54'+54' +54'

Quando o quebrado é ~~ e A=8 nenhum dos factores primos (7
e t t) de 77 existe em 8, e por isso o numero de parcellas da som-
ma será illimitado. O mesmo acontece, quando o quebrado é ~~ e
A=8, porque entre os divisores primos (2 e 3) de 12 ha um que
não é divisor de 8. O calculo dá para estes dois exemplos

363743743
73=8 +8>+80 +80+g.+8i+8i + etc.

H 725' 5.2 5H= ii+ 80+ 8>+80+8' T8o+ 8' + etc.

Em ambos estes exemplos é Q=O, porque os quebrados ~: e
ii
i2 são proprios.

EXEROXOXOS

I. Effecluar as seguintes multiplicações indicadas 7X: x~, ; X ~x~, !i X
X ~ 6· 2 8 3 (4 5) 2 (7 2) (7 2) 226 i27 ~

4X 7X 8' 4."3X 5TI' 5 8+6 li' li-5 8+5' 372X 945X 647'
. .. .' 3 ii .5 8' 21 12. 4

11.Effectuar as segumtes divisões indicadas 4.: 8' 5:!2' tO. 6' . 7' 5&' TI'
lOS 12 4 3 7 3 5 824 {2m: i7' '5 :7' 8:Ui :~, 325: 67'

( 3 5)9 I. (5)' (5)'
III. Effecluar as seguintes operações indicadas 6X ~- '1 ii:Ui' 8 : ii :

:~, G),: G),: (~)', (3x~-i-2): (5-DX(4.+D·
IV. Achar os meios arithmelicos dos numeres (10, ii, i2, i3), (8, 9, 10, ii,

n), (25, 60, 83, 72, 95), (3, ~, ;, ~). .
V. Decompor em series de quebrados, cujos denominadores sejam as potencias

. 1 8 72 33 25 43 37 40 32
Successlvas de U, os quebrados 9' 15' 65' 28' 61' 55' 26' 49e 63'



VI. Achar os quebrados capazes de produzirem as series:
93'2 i9 32 i 32 i 32 i S 54+4"'+4"+4"" 4+4"'+4"'+4"'+4"'+ "+V+4i+4õ+41"+etc., 6+6'"+

5 5 999999 838383 i 35+6i+ii'+etc., ioo+ iOO'+ ioo'+ etc., 99+99' +99' +etc., w+iõ' +fÕi +
35 75643434+Mo' + iii"+etc., 8+ 8' + li'+ sr+ sr + li'+ 8'+ 8' + etc.

VII. Reduzir a quebrados da unidade os seguintes quebrados de inteiros e de
H 3 7 iS 3 i8 2quebrados: 17 de 4' 8 de Õ, 17 de 'j de 4:, 25 de 9'

VIII. Provar que o meio arithmetico, ou diílerencial entre a somma dos nume-
radores e a somma dos denominadores de uma serie de quebrados é igual á som-
ma dos meios arithmeticos dos dois termos de cada um dos quebrados.

IX. Calcular com um erro ou diílerença inferior a A os valores das fracções
iS i23 83
[7' i35' 87'

X. Perguntando-se a um capitão, que recolhia da campanha com 36 soldados,
quantos homens tinha a companhia antes de entrar em combate, respondeu: ~

morreu no campo, ~ ficou prisioneiro, ~ está no hospital, e ~ morreu de fadigas
e de ferimentos. Quantos homens tinha a companhia '1

XI. Um sujeito, a quem se perguntou que horas eram, respondeu: são ~ de

~ de ~ de ; de 24. horas. Quantas horas eram?
XlI. Um tanque póde encher-se de agua por meio de lres torneiras e esgotar-se

por meio de uma quarta torneira. Das tres primeiras abrindo uma enche-se o tan-
que em tres horas e ~ de hora, abrindo outra e fechando a primeira, enche-se o

tanque em 2 horas e ~ de hora, e finalmente, estando aberta só a terceira torneira,
são precisas 4: horas e meia para se encher o tanque. A quarta torneira é tal, que
estando ella aberta e fechadas as outras tres, o tanque esgota-se em 3 horas e ~
da hora. Quantas horas são precisas para se encher o tanque estando abertas as .
quatro torneiras?

XIII. Um sujeito comprou uma propriedade pagando no acto da escriptura
~ de ide ; do preço por que a tinha ajustado, e ficou depois a dever ao vendedor
i2:i2õ~OOO réis. Por quanto foi vendida a propriedade?
XIV. Demonstrar que qualquer quociente não muda de valor, quando ambos os

seus termos se multiplicam ou dividem pelo mesmo numero fraccionario.

CAPITULO III

, Operações sobre numeros deoimaes-Dizima periodioa.

236. Deflniu-se já (~ 20) numero decimal aquelle que designa
quantas partes decimaes (§ t9) da unidade se contêem n'uma gran-
deza dada.

Nem todas as grandezas se compõem de um numero exacto de
partes 10, tOO, 1'000, etc., vezes menores que uma certa unidade,
e por isso grandezas ha que, sendo commensuraveis (§ 3) com a



na

unidade escolhida, não podem comtudo exprimir-se exactamente
por numeros decimaes.

237. Todo o numero decimal equivale ao quebrado que tem por
numerador o mesmo numero, depois de supprimida a virgula, e por
denominador o numero escripto com o algarismo 1 seguido de tan-
los zeros, quantas são as casos decimaes, isto é,

a~,675=~

Com effeito, o numero 32,675 contém 5 millesimas, 7 centesi-
mas ou 70 millesimas, 6 decimas ou 600 millesimas, 2 unidades
ou 2000 millesimas e 3 dezenas de milhar ou 30000 millesimas.
Reunindo em um só numero todas as millesimas contidas em 32,675
acha-se 32675 milleslmas; e como uma millesima é uma grandeza
gue tomada 1000 vezes produz uma unidade, segue-se que 32,675
e um numero que se compõe de a2675 partes das quaes iOOO fa-
zem uma unidade, ou que (~ 18)

a~675= 8~675
, tOOO

238. Um numero decimal não muda de valor quando á direita
, se acrescentam ou supprimem zeros, isto é,

3~,675= 3~,67500

Esta igualdade é evidente, porque os zeros escriptos 'á direita
do numero decimal não alteram a posição dos outros algarismos
relativamente á virgula, que por convenção marca a posição do al-
.garismo das unidades, e por consequencia todos os algarismos con-
servam o mesmo valor relativo.

A mesma proposição póde demonstrar-se recorrendo ã theoria
dos quebrados. Com effeito, sendo (~ 237)

3~,675=3t:

e (~ i87)
32675 32675 >< tOO 3~67500
tOOO = -'000 >< tOO = 100õõõ

a~,675=3i=serã

ou (~ 237) 3~,675=3~,67500

23~. Diz-se que dois ou mais numeres decima~s. são. da mesma
especte numerica, quando o numero de casas de dizima e o mesmo
em todos. Reduzem-se numeros decimaes ã mesma especie num e-
rica, acrescentando ou supprimindo zeros á direita d'elles, de modo
que fiquem todos com igual numero de casas de dizima. Os numeros
32,675; 0,685470 e 574,82 reduzidos â mesma espécie numerica
transformam-se em 32,67500; 0,68547 e 574,82000.



A reducção de numeros decimaes á mesma especie numérica
corresponde á redução de quebrados ao mesmo denominador.

240. A addição de numeros decímaes effectua-se como a dos intei-
ros depois de se haverem reduzido à mesma espécie numérica (~ 239).

É evidente que supprimindo a virgula, depois de se reduzirem
os numeros a terem a mesma especie numerica, podem as par-
cellas considerar-se como numeradores de quebrados, que têem um
denominador commum, porque sendo .

lJ.83+52,73+8,3lJ,5= lJ.83,000+52,730+ 8,3lJ.5

será lJ.83+52 7J+8 3lJ,5_ 483000 + 52780 + 834~
, ,- t()()()

Na pratica é desnecessário acrescentar ou supprimir zeros para
reduzir á mesma espécie numérica todas as parcellas, comtanto
que estas se escrevam por baixo umas das outras, de modo que
as virgulas fiquem na mesma linha vertical. A operação dispõe-se
portanto de um dos seguintes modos.

483,000 483
52,730 52,73
8,345 8,3/15

544,075 5lJ,lJ,,075

2ld. A subtracção de numeros decimaes faz-se como a dos in-
teiros depois de estarem reduzidos á mesma especie numerica,

Para subtrahir 0,05398 de 23,6047, notar-se-há que (~ 239)
23 6047 - 005398 - 23 60,.70_ °05398 _ 2360470 _ 5398, , -, , - {OOOOO iõõõOO

e por consequencia que
23,60,.7-0,05398 = 2360!~!S398

Na pratica escreve-se o subtractivo por baixo do additivo, de
modo que as virgulas fiquem na mesma vertical, e effectua-se a
subtracção por qualquer dos modos abaixo indicados.

23,60lJ,70 23,6047
0,05398 0,05398
23,55072 23,55072

A subtracção faz-se pelo mesmo processo, quando um dos nu-
meros é inteiro e o outro decimal. Os exemplos seguintes indicam
a maneira de operar n'este caso.

845 8W,OOO 937,6504 937,6504
0,647 ou 0,647 . 268 ou 268,0000

8,.4,353 84",353 669,6504 669,65OlJ.

2.\2. A subtracção de decimaes pôde tambem effectuar-se por
meio dos complementos arithmeticos (~ ~2).



Partindo do principio que o resto de uma subtracção não varia
quando a ambos os termos se junta o mesmo numero, tem-se '..

32,65 -18,~37 = (32,65 + 81,563) - (18,~37+81,563)

e como 8i,563 é o complemento arithmetico de i8,&37, isto é. o
numero que junto com i8,437 dá tOO, segue-se que

32,65 - 18,~37 =32,65 +81,563 - 100

A operação dispõe-se como abaixo se vê
32,65

~
1)14,,213

O emprego dos complementos torna-se realmente vantajoso (~ 45)
quando é necessario effectuar muitas addições e subtracções.

~43. O producto de dois numeros decimaes, ou de um numero
dectmal por um numero inteiro, obtem-se multiplicando os dois nu-
meros, como se fossem inteiros (sem fazer caso das virgulas), e dando
ao producto tantas casas para dizima, quantas são as casas deci-
maes dos dois factores.

Convertendo os numeros decimaes em quebrados (~ 237) tem-se

32 658 x ° 3~= 3~658 X ~, , 1.000 1.00

e como (~~ 208 e 63)

segue-se que
ou (§ 237)
suppondo que é

~ x ~ _ 32658X34 = 32658X 34
1000 tOO - 1.000x 1.00 1.00000

32,658 x 0,34,= 32~~3'

32,658 x 0,3(1,= H,i0372

32658 x 3(1,= 1H03a

. Quando o producto dos dois numeros inteiros tem meno~ alga-
nsmos do que a parte decimal do producto dos numeros decimaes,
escrevem-se á esquerda d'aquelle producto os zeros, que forem ne-
cessarios para se poder collocar a virgula no seu logar. Suppondo
que se quer achar o valor do producto indicado 0,63XO,00485 X>< 0,07, effectua-se o producto dos inteiros 63, 485 e 7, e dá-se
a este producto 2t3885 um nnmero de casas de dizima igual a
'!+5 + 2 ou 9. Logo

0,63 x 0,004,85x 0,07 =0,00021.3885

244. Theorema. Multiplica-se um numero decimal por to, ioo,
iOOO, etc., deslocando a virgula para a direita i, 2, 3, etc., ca-
sas, isto é, 64,,573x iDO=64,57,3
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Segundo a regra da multiplicação de decimaes (~ 2i3) o pro-
dueto de 6í,573 por too obtem-se multiplicando 6~õ73 por toO
e dando ao producto 64.57300 (~ 6~) tres casas de dizima. Tem-
se pois

6~,573 x :1.00= 6~57 ,300

ou (~ 238) M,573 x iOO = 6~57,3

Recorrendo á definição de numero decimal chega-se tambem ao
mesmo resultado, porque, sendo 64.,573 o mesmo que 6í573 mil-
lesimas da unidade, ter-se-há

6~,573 xiOO = 64573 x :I. rnillesirna x:l.OO

ou (~ 55) 6~,573 xiOO =6~573 x roo millesirnas

e como urna decima tem toO millesimas, segue-se, que
6~,573 x iOO= 64573 x:l. de cima = 6",573 decimas

24.5. Uma potencia de qualquer numero decimal obtem-se for-
mando a potencia do mesmo grau do numero sem a virgula, e dando
depois ao resultado tantas casas de dizima, quantas são as unida-
des do producto do numero de casas decimaes do numero dado pelo
expoente da potencia, isto é,
• 4'

(OA)3 = tOOO = 0,06""

Esta regra funda-se na definição de potencia (~ 69) e na regra
da multiplicação de decimaes (~ 24.3). Pela primeira é

(0,4)3 = O,,,"X 0,4.x 0,4

O," x O," x O," = 43 : iOOOe pela segunda é
logo

24.6. O quociente de dois numeras decimaes, ou de um numero
inteiro e um numero decimal, obtem-se mudando a virgula para a
direita igual numero de casas em ambos os números, de modo que
o divisor fique inteiro, elfectuando a divisão, como se o dividendo
fosse tambesn inteiro, e dando ao quociente incompleto e ao resto
tantas casas de dizima, quantas ficaram existindo no dividendo.

Suppondo que 564572,83 é o dividendo e 4,245 o divisor, será
(~ 23.1)

56lJ.572,83 : :1.,26.5=56'::83 : ~
ou (~~ i87 e 220)

561.572 83 . I 2~5 =~ .it45 _ 564~79!830:U45
\t , ., tooo·Wõõ - tOOO: tOOO

e por consequencia
564572,83 : t,Mõ = 56"'572830 : i24.5 = 4.53lA,7! +;:.



N'esta divisão o divisor tem mais casas de dizima que o dividendo,
e por isso o divisor não póde tornar-se inteiro sem o dividendo o fi-
car tambem. Do mesmo modo se raciocinaria se o dividendo fosse
inteiro e o divisor decimal.

Se' o dividendo tiver mais casas de dizima que o divisor, achar-
se-ha similhantemente

564, 57283 . !2 ~5 _ 56~57283• 4.2~5_ 56457:t83~
, ., - 4.00000 • tOO - iliOOOO:!OO

e por consequencia
56" 57283' i24,5_~3:l.245

'1<,' ., - tOO~

ou 564,,5728~ : i2,õ,5 =( ~534,7+:::5) : 1000
e finalmente 564,,57283 : :1.2,45= fJ,i),34,7+~;:

Logo, para dividir 564,572.83 por 12,4.ti, desloca-se a virgula
duas casas para a direita, tanto no dividendo como no divisor, di-
VIde-se sem fazer caso da virgula 56457,283 por 1245 e dão-se
3 casas de dizima ao quociente incompleto 45347 e outras 3 ao
resto 268.

. Quando o dividendo é um numero decimal e o divisor numero
inteiro, a divisão faz-se como no exemplo anterior, com a differença
de não ser necessario mudar a virgula aos dois numeroso

247. Theorema. Divide-se um numero inteiro ou decimal por
10, 100, toDO, etc., collocando a virgula de modo que o dividendo
fique com 1, 2, :1, etc., casas de dizima a mais, isto é,

324645 : :1.000= 324,6 '&.5 e
.

32fJ,,645 : 100 = 3,~4645

Se o dividendo é inteiro, tem-se (~ 78)

ou

3246M.í : :1.000= 3~:5

~=324,,64:;
iUOO

3246'1,5 : :1.000= 324,6'1:5

e (~ 237)

Se o dividendo fôr numero decimal, será

324,645 : :1.00= 3~:5 : 100

e como (~~ 226 e 63) 3:::: iOO=!=
segue-se que será

~ • 100 ou 321&,,61&,5: 100=3,24645
4.000 •
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248. Reduzir um quebrado, ou quociente indicado a dizima é
achar um numero decimal, que seja exacta ou approximadamente
igual ao quebrado, ou quociente proposto.

Pretendendo-se obter um numero decimal com 4 casas de di-
zima, por exemplo, que seja exacta ou approximadamente igual ao

207quebrado 'w procurar-se-ha o valor de N, que faz
N ~7
to· =16

designando N o numero inteiro, que resulta da suppressão da vir-
gula no numero decimal desconhecido.

Da igualdade precedente segue-se (~ 75)

N=~ 1.6

Logo acha-se o numero decimal procurado (~~ 74, e 62) escrevendo
4 zeros á direita do numerador do quebrado, dividindo o numero
resulLante pelo denominador do mesmo quebrado, e dando ao quo-
ciente achado tantas casas de dizima, quantos foram os zeros, que
se escreveram á direita do numerador. Na pratica vão-se escre-
vendo os zeros a um e um nos successivos dividendos parciaes, á
medida que se tornam necessarios para achar os diversos algaris-
mos do quociente, tendo com tudo o cuidado de pôr uma virgula
no quociente assim que se escrever o primeiro zero no dividendo.
Em seguida estão os typos d'estes dois modos de proceder

~070000 l,_i=6-n=c;:;-
lJ.7 i2 9375
i50 '

60
120
80
O

207 l,-i=6~~t~o i2,9375

60no
80
o

Para reduzir a dizima o quociente indicado 253,45: 8 procede-se
analogamente. Suppunbamos que a dizima procurada deve ter 5
casas decimaes, por exemplo. Multiplicaremos o dividendo 253,45
por 105, dividiremos o producto por 8 e ao quociente achado da-
remos' 5 casas decimaes. N'este caso, como o dividendo é decimal,
bastará supprimir-Ibe a virgula e escrever 3 zeros á direita.

Na pratica, porém, effectua-se a divisão, como de ordinario, tendo
comtudo o cuidado de collocar no quociente uma virgula, logo que
se baixa o primeiro algarismo decimal do dividendo e de escrever
um zero á direita de cada dividendo parcial inferior ao divisor, até
existirem no quociente todos os algarismos decimaes, que elIe
deve ter. A operação dispõe-se assim '
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253,45 I S
i3 !.....-,-;H""'6"""S""-i2=5"-
54, ,
65
to
20
40
O

N'este exemplo, e, em geral, quando o divisor é numero digito,
a divisão faz-se mais commodamente seguindo o processo do ~ 89.
1\ reducção de um quebrado a dizima é um caso particular da theo-
na exposta no ~ 233. E o caso em que é A= 10.
.249. Theorema. A dizima proveniente de um quebrado irredu-

ctwel, cujo denominador não admiue divisores primos differentes de
2 e 5, é exacta ou limitada e contém tantas casas âccimaes, quan-
tas são as unidades do expoente da maior das potencias de 2 ou 5,
que divide o denominador do quebrado.

Seja ~ um quebrado irreductivel, que se suppõe igual a um nu-

mero decimal com m casas de dizima. Designando por i~m o nu-
o mero decimal, será N C

:10m =I3

ou N- Cxl.Om
- B

Ora é evidente que a dizima será limitada ou exacta, e conterá
~ncasas decimaes, unicamente quando N fôr um numero inteiro,
Isto é, quando o denominador B do quebrado proposto dividir exa-
ctamente o producto ex tom do numerador por alguma potencia de
10. Porém, sendo !!_ um quebrado irreductivel, é (~ 189) B primoB .
com e, e não póde portanto (§ 143) B dividir o producto ex 10m

,

sem dividir IO".
Logo a condição necessaria para um quebrado irreductivel pro-

duzir uma dizima ümuada ou exacta, é que o seu denominador di-
vi,da uma potencia de 10. A menor das potencias de 10 divisivel
pelo denominador do quebrado terá por expoente o numero de ca-
sas de dizima do numero decimal igual ao quebrado.

O denominador B só póde ser divisor de IO", quando não adrnittir
(~ 1'lI,.) divisores primos differentes de 2 e 5, que são os unicos, que
admitte 10 e os expoentes d'aquelles divisores, não excedam m.

, C C
Suppondo, pois, B=2"'X5" e m>n o quebrado 13 ou 2mXiín

equivalerá a um numero decimal com m casas de dizima.
O quebrado 207 produziu (~ 248) uma dizima exacta, porque oi6 9



seu denominador 16= 24 não contém factores primos differentes
de 2 e 5.

O quociente 253,4.5: 8 produziu um numero decimal exacto com
mais tres casas de dizima do que as do dividendo, porque o di-
visor 8=23 não contém factores primos differentes de 2 e 5.

No quebrado irreductível 3:: o denominador 4.00= 24·X 52
tambem não contém factores primos differentes de 2 e 5, e 4. é o
expoente da maior das potencias de 2 e 5. que dividem 400. Acha-
se effectivamente 3;~=8,i675

250. Theorema. A dizima proveniente de um quebrado irreducü-
veZ, cujo denominador admitte divisores primos differentes de 2 e 5, é
illimilada. isto é, não conMm um numero exacto de casas decimaes.

Com effeito, sendo B primo com e e admittindo divisores, que
10 não admitte, nunca ex fOI» será divisivel por B, por maior
valor que tenha m, e portanto jámais se encontrará um resto nullo
nas divisões successivas, a que tem de se proceder para se redu-
zir o quebrado a dizima.
251. Theorema. Toda a dizima illimitada proveniente de uma

divisão é periodica.
Com effeito, se a dizima é ilIimitada, por mais divisões que se

façam, nunca o resto será nullo , e como os restos. em numero illi-
mitado, são menores que o divisor commum das diversas divisões,
segue-se que necessariamente alguns, ou todos os restos hão de
repetir-se no decurso das divisões successivas. Havendo, porém,
restos ignaes, os dividendos parciaes, que se seguirem, hão de
tambem ser iguaes, porque resultam da multiplicação d'elles pelo
mesmo numero 10. Sendo iguaes os dividendos parciaes e igualo
divisor, que é sempre o mesmo, os quocientes incompletos serão
tambem iguaes entre si e o mesmo succedera aos novos restos. E,
como os quocientes incompletos são expressos pelos algarismos da
dizima, segue-se que esta é periodica.

252. Quando a dizima é illimitada, o quociente de que ella pro-
vem, só póde representar-se por uma dizima approximadamente.
Se a dizima é limitada, póde tambem convir em certos casos sub-
stituir á verdadeira dizima outra com menos casas decimaes, com-
tanto que o erro, que d'ahi resulte, possa reputar-se insignificante.

Querendo dividir 8645,064 por 4.72, de modo que o quociente
seja. um numero decimal, que diffira do verdadeiro quociente me-

inos de f05 ou 0,00001 proceder-se-ha como se procedeu no pro-
blema mais geral do ~ 248, isto é, multiplicar-se-ha o dividendo
por 105, e dividir-se-há o producto 864;>064.00 por 472. A dispo-
sição do processo é a seguinte.
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86M;,06~ 1,-~~7.:;,.2~:-
3925 183Hi81
1~90 '
H6
2 7~~
38~0
6~0
168

Reconhece-se effectivamente n'esta divisão que o verdadeiro quo-
'. 1 168 i68ciente e 18,3Hí8t + t05' ~72' e, como o quebrado ~72 deve ser me-

nor que 1, é claro que o numero 18,3t581 tomado como quociente
envolve um erro inferior a _!:_.1.05

253. A dizima periodica póde ser simples ou mixta. É simples,
quando o periodo começa em seguida á virgula, é mixta, quando
entre o primeiro periodo é a virgula ha alguns algarismos.

As dizimas periodicas 0.424.2~2 etc., 0,403403403 etc., são sim-
ples ; as dizimas periodicas 0,32656565 etc., 0,4723723723 etc.,
0,00323232 etc., são mixtas,
254. Theorema. É miaua toda a dizima periodica proveniente

de um quebrado proprio e irreductivel, cujo denominador não é pri-
mo com 10.•

Seja ~ um quebrado no qual é C<B e B admitte divisores
primos 2 ou :s misturados com outros.

Dividindo ex 10 por B tem-se o primeiro algarismo da dizima.
Sendo (§ 81)

cxtO=BQ+R
será Q o primeiro algarismo da dizima e, para que o seja tambem
d'um periodo, é necessario que em alguma das seguintes divisões
appareça o resto e, porque a esta ssguir-se-ha evidentemente ou-
tra com o quociente Q e o resto R.

Ora estes restos podem obter-se dividindo por B os productosex 10, ex 102, ex 103, etc., porque ela igualdade precedente de-
duz-se (~§ 57 e 55)

. CX{()2=B(QxtO)+RX iO
e portanto é certo (~ 103) que ex {O2 e R X 10 divididos por B
dão restos iguaes. Designando este resto por R', isto é, sendo .

R x ro = B QI +R'

será Rx 1()2=B (Q'. 10)+R' x iO
d'onde se conclue que R'X to e RX to' divididos por B dão res-
tos iguaes, e como é tambem

C x!()3 = B (Qx iOt)+R x i()2
segue-se que ex to3 e R'X to divididos por B dão iguaes res-

9*
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tos. Assim se prova que os restos successivos se obtêem dividindo
CX1O, CXf02, CX103, etc. por B.

Seja, pois, CX 10m o numero que dividido por B dá o resto C,
isto é, seja

Cx lOm=B Q' +c
ou C(tOm-i)=BQ'

Esta igualdade só é verdadeira, quando B divide o producto
C (fOm

_ I), e é sabido que, sómente quando ella fôr verdadeira, é
que os periodos começarão em seguida á virgula. Mas, sendo por
hypothese B primo com C (~ 193), a igualdade não póde reali-
sar-se (~ U,3) sem que B divida 10m-i, isto é, sem que se verifi-
que a seguinte igualdade

iQm=B Q"+i
e é evidente (~ '136) que esta igualdade não póde existir, quando
B e W não são primos entre si. ,

Logo, quando B e 10 não são primos entre si, o primeiro alga-
rismo da dizima não pertence a período algum, e tem-se portanto
uma dizima periodica mixta t.

255. Theorema. Toda a dizima periodica simples, que não tem
todos os algarismos iguaes a, 9, pôde ser produzida por uma divisão,
na qual o dividendo é um dos periodos e o divisor o numero escripto
com tantos naves, quantos são os algarismos de cada perioâo.

Designando por a e b o dividendo e divisor de que provém a
dizima O,ld424.2 etc., e procedendo com aquelles dois termos exa-
ctamente como se procede, quando se reduz um quebrado a dizima
(~ 248), ter-se-há

a I b
ro 0,4,2
tO. a
-4,b
iOa-4b

to
i02.a-4.iOb

-2b
i02.a-4. tob-2b

e, como para que o terceiro algarismo da dizima seja 4. é preciso
que entre o ultimo resto n2a - 4. 10 b - 2 b e o primeiro a se
verifique a igualdade '

i02a-4,. iOb-2b =a
segue-se que será i02 a - a= 4, • i O• b+ 2 b
ou (H)2-i)a=(!1oW+2)b
- 1Do theorcma de Fermat generalisado por Euler resulla que, quando B e to
são primos entre si, ha uma infinidade de valores de 'ln que veriâcàm a igualdade

fOm=B QII +f
Lago é simples toda a dizima periodica proveniente de um quebrado it'reductivel

e proprio, que tem por denominador um numero ln'imo com tO.
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e
que é o que se queria demonstrar.

Se se applicasse o mesmo processo á dizima 0,9999 etc., achar-
se-ia

a I b
10 0,\1
iOa
-9b

e IOa-9b =a ou

iOa-9b
e comtudo é evidente que dividindo 9 por 9 é impossivel achar
0,999 etc., no quociente.

A razão d'isto é porque, devendo ser qualquer resto menor que
o divisor b, ter-se-há

lOa-9b<b ou iOa<IOb
E como, quando a e b são iguaes a 9, a precedente desigualdade

é absurda, segue-se que tOa - 9b não é n'este caso o resto da di-
visão.
256. Theorema. Toda a dizima perioâica mixta, na qual os

algarismos do periodo não são iguaes a 9, p6de ser produzida por
uma divisão, em que o dividendo é o excesso da parte da dizima que
termina no fim do primeiro periodo sobre a parle não periodica da
mesma dizima e o divisor é o numero escripto com tantos noves,
quantos são os algarismos do periodo, seguido de tantos zeros, quan-
tos são os algarismos da parte não periodica.

Designando por a e b os dois termos da divisão capaz' de pro-
duzir a dizima 0,02394.94.94 etc., e imaginando effeituada a divi-
São, de modo que esta dizima venha no quociente. achar-se-ha

a I,_b~~_
~O 0)0~39lJ,
10. a

romr:a
-2b
i2:t.a-2b

lO
i03a-2.iOb

-3b

104 a-~' i()2b - 3. iOb
~9b

i(}1a- 2. {()2b-3. iOb- 9 b
10

i05a-~' f.03b-3. i02-b-9. lOb
-6.b

f.05 a _ ~ • t()3b - 3. {02b - 9. tO b - 4, b
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Os restos to3a-2.tob-3b e W5a-2.-103b-3. tQ2b-
-9· tob-4b devem ser iguaes para que o novo algarismo do
quociente seja 9, e por isso

!05a - 2. {03b-3. :L02b-9. !Ob-4. b == iQ3 a-2.!Ob -3 b

ou f05a-iQ3a=2. f03b+3. i02b+9. iOb+4.b-2. iOb-3 b

e, tirando o factor commum {03a no primeiro membro e b no se-
gundo,

(i02-i) 103a= (2.103+3. i02+9. iO+ 4.- 2. fO-3)b
ou
e finalmente t

99000 a= (2394.- 23) b
a ~394-23
ii = 99000

Chega-se ao mesmo resultado partindo da igualdade

0,02394.94etc. = !~ (23+0,9494 etc.)

e notando que, sendo a dizima periodica simples 0,9494 etc. pro-
duzida (§ 255) por ::' a dizima 0,0239494 etc., será produzida

t ( 94.) 23.99+94
por tooo 23+ 99 ou 99õoU-'

Substituindo 100 - { a 99 no ultimo quebrado obtem-se
23x too-23 +94. 239~-23

99000 ou 99000 .
257. Dos theoremas demonstrados nos ~§ 255 e 2il6 conclue-se,

que uma dizima periodica nunca é rigorosamente igual ao quebrado,
ou quociente que a produziu.

Assim, por exemplo, quando se reduz a dizima o quebrado ::
acha-se, conforme o numero de periodos, que entrarem no quo-
ciente incompleto,

~=° 1.2+ 0,4i ~ =O"21.2+ 0,OO4~ ~ _ O".2" 21.2+ 0,000042 t99 ,'* 99 ' 99 ,'* ~ 99 ' 99 - ,1 1 '* 99 e c.
OU
~=0,42+ !~.~, ~ = 0,4.242+ !~ •• ~, ; =0,1124242+ !~, .~, etc.

e, desprezando em cada uma d'estas sommas a segunda parcella,
obtêem-se as dizimas 0,42; 0,4242; 0,42424.2; etc., que vão sue-

1 Este theorema não é verdadeiro para uma dizima 0,73999 etc, em que o pe-
riodo seja 9, como facilmente se demonstra raciocinando como no § 255 ou por
modo indirecto partindo da expressão 73~~ que se acharia, se elIe fosse verda-
dei d 11 d 73-10+9-71 73.\)+9 é' 1 071.erro, e reparan o que e a se re uz a 900 ou -900- que igua a , ''',
isto é, a uma dizima finita. Não ha portanto quociente algum, que produza 0,73999
etc.
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cessivamente differindo menos do quebrado :: sem, comtudo che-
garem a ser iguaes a elle, ainda mesmo que se imaginem compos-
tas de um numero excessivamente grande de periodos.
. Em geral. chama-se limite de uma quantidade varíavel a
uma quantidade constante, ria qual a variavel se approxima indefi-

, nidamente, sem comtudo chegar a ser rigorosamente igual a ella.
258. Theorema. Olimite dr' qualquer dizima periodica simples

é igual ao quebrado, que tem por numerarior um dos perlodos e por
denominador o numero escripto com tantos noves, quantos são os
oiçarismos do período, isto é,

limo 0,4,03lJ,03lJ,03 etc. = !~!
Designando por Pi, P2, P3, p" etc., a dizima composta de 'I, 2,

3, 4, etc., periodos, será, por exemplo
P2= 0,lJ,03lJ,03

e multiplicando por 1000, a fim de passar um dos periodos para
a esquerda da virgula, ' \

iOOO P2= lJ,03,403

ou (~ 36) iODO P2 = lJ,03,lJ,03lJ,03 - 0,000lJ,03

Subtrahindo t1'esta igualdade a primeira, vem
iOOO P

2
- P2 = 4,03,lJ,03lJ,03 - 0,0004,03 - 0,4,03'103

OU 999 P;t =4,03 - 0,000'1,03

e finalmente dividindo por 909 e notando (~~ 237 e 74) que
403 l

0,0004,03 = iOOOOOO = iOOO' • 4,03

acha-se (~~ 92 e 93) 403 i 403
P2 = 999 - iõõõ' • 999

Fazendo o mesmo raciocinio sobre a dizima composta de 3, 4 ou
mais períodos, acha-se successívamente

403 i 403
P3= 999 - iõõÕ' X 999

f4 _ 403 __ i_ X 403
_ 999 iOOO' 999

e, em geral, sendo n o numero dos periodos
403 i 403

P"=§99-iOOOnm
Comparando todas estas igualdades reconhece-se que, tomando a

dizima com mais periodos, o seu valor vae-se approximando do que-
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brado :~!sem comtudo nunca chegar a ser igual a elle e que o ex-
cesso do mesmo quebrado sobre o valor variavel da dizima com 2,

. . . i 403 i !101 i 403
3, 4., ou mais períodos e :f()()()2 ·999' iOOQ3·999' 10001.999' etc. Ora
é evidente que estes productos podem decrescer indefinidamente i,

isto é, sem se poder marcar ao seu decrescimento outro limite que
-' I d.~ ~03 1 . 1 d Pnao seja zero; ogo a nrerença entre 999 e o va nr variave e n

decresce indeflnidamente, quando n cresce também indefinidamente,
e por consequencia é (~ 257)

403 I' P999= rrn, n ou ~~= limo0,~03403403 etc.

Applicando O mesmo raciocinio á dizima 0,999 etc., acha-se
Iim. 0,999 etc. = i

259. Theorema. O limite de qualquer dizima periodica mixta
é igual ao quebrado, que tem por numerador o excesso da parte da
dizima, que termina no fim do primeiro periodo, sobre a parte não
periodica da mesma dizima, e por denominador o numero escripto
com tantos naves, quantos são os algarismos de cada periodo, se-
guido de tantos zeros, quantos são os algarismos da parte não pe-
riodica, isto é íl,

. 23654-236hm. 0,2365Mi4 etc. = 99000-

lp. 'd i 403 i ',03 I. /.03 decr
ai a se provar que os pIO uctos fõõo • 999' iOOO'·999' tOOU'.999' etc. eci es-

cem indefinidamente, é sufficiente demonstrar que, por mais pequena que se ima-
gine uma quantidade ~, hão de existir sempre valores taes de n que façam

i 403<,. ou 403 < '000"
f<iõi)ri 999 o 999 ~ 1

Suppondo por exemplo ~= i;"" que é evidentemente um valor muito pequeno;
. 403 tO ,.. 403e advertindo que toDO"= iQ3n, ter-se-ha -----i99- < iQ3"ou 999<103n-1OO, e basta

portanto fazer 3n- tOo igualou seperior a i para esta desigualdade ser satis-
feita. Mas da igualdade 3 n - iOO = t deduz-se n= 33:, logo, em se tomando a

dizima com 34 ou mais periodos, acha-se um numero que differe de !~;menos
{

de to, ....

2 Demonstra-se muitas vezes este theorema reduzindo a dizima periodica mixta
a dizima periodica simples. Raciocinando assim, tem-se

0,2365454 etc. = iU~ (236+0,5454 etc.)

e, como no segundo membro somente 0,M54 etc. varia, quando varia o numero
de periodos, ,

limo0,236545fl: etc. = t~u (2M +lim. 0,5~5~ etc.)
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Designando por Pi, P2, P3, etc., a parte da dizima iIlimitada,
que termina no fim de 1, 2, 3, etc., periodos, será

P2 = 0,2365M)~

Multiplicando por 1000 os dois membros d'esta igualdade, para
os periodos começarem em seguida á virgula, vem

i000 P2= 236,54M

Tornando a multiplicar por toO, a fim de passar um dos perio-
dos para a esquerda da virgula, acha-se .

iOO. iOOOP2= 2365"',54
ou (~ 36)

iOO. iOOOP2= 2:3654,545'" - 0,0054

e, subtrahindo d'esta igualdade a segunda, obtem se
iDO. iOOOP

2
- iooOP2 ou (ioo- i) iOOOP2= 23654 - 23G-0,0054

e portanto
t

99000 P2 = 23654 - 236 - iOO' • 54

e finalmente

Fazendo as mesmas considerações sobre 3, 4, etc., periodos,
acha-se

P ~654-236 t 54
3= 99000- - 1.00' .!i9oõo

P ~3654-236 t 54
4= 99000 - - 1.00' • 99000

••••••••••••• o' •••••••••

e em geral P
23654- 236 i 54

n= 9~ - ioon • 99000

representando n o numero de periodos que entram na dizima li-
mitada P", que se considera.

Reconhece-se á vista d'estas igualdades que, por maior que seja
o numero de periodos, sempre a dizima é menor que o quebrado
23654 _ 236 i 54

99000 e, como a differença ioo•• 99000 entre este quebrado e
os valores successivamente crescentes da dizima vae diminuindo, á

e (§ 258) lim.0,23654M etc, = {~(236+~)
• 236X99+54
hrp.0,2365454 etc. = 99000-Ou

e substituindo 99 por iOO- i
lim. 0,2365454 etc. = 236~~~236
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medida que augmenta n e póde mesmo tornar-se menor que qual-
quer quantidade, sem comtudo se reduzir a zero, segue-se que
(~ 257) o referido quebrado é effectivamente o limite para que ten-
dem os valores varia veis da dizima, quando o numero dos periodos
vae constantemente augmentaudo t.

Applicando o mesmo raciocinio a uma dizIma periódica mixta,
na qual o periodo seja 9, achar-se-ha evidentemente

lim. 0,'1:5999etc. = 45~ 45

e como
,

segue-se que limo0,~5999 etc. = 0,46.

'ElXElRO:rO:rOS

I. Effectuar as seguintes operações indicadas 7,035+ 0,806lJ.8+ 7lJ.,06=?
0,5867g,-0,3f04~? lJ.,26-0,05lJ.72=? 1-0,3lJ.060=? 625,78-i9=?~+3M=?
~+03268+i6=?45' ,

11. Effectuar por complementos as seguintes operações indicadas 0,06247-
- 0,0037+ 5,068=? 826,04- 0,398-:I.2,6-246=? 0,42685-0,3065-0,064+
+ 0,40809- 0,001 = ?
III. Eífectuar as seguintes multiplicações 426,834xO,ooi=? 62,03xiOOOO=?

0,0006208X 0,0426=? 0,3X 0,05 X 0,007X 0,0009=? i~~ X O,iX 0,60l.l.=?
IV. Achar o valor de cada um dos seguintes quocientes indicados com um erro

inferior a i ou a -Iõ, t~' etc. : 624,7208 : ro =? 30,60478 : O,OOi =" 0,6208 :
: 0,02 =? 607,08432 : 0,275 =? 0,0628 : 3,6459702= 'I
V. Effectuar as seguintes operações indicadas 42-0,6+0,031-6,71 (0,5-

-0,(2) : O,Oi=? G+~-0,06). G-Dx 0,0204=?
. . . . i27 i4 i6 27 33 72 32 22 3~4

VI. Reduzir a dizima os segumtes quebrados 3~' 25' fi' 35' Ui' 15' 44' 57' m'
VII. Reduzir a quebrados irreductiveis as seguintes dizimas 0,75; 0,343434;

0,0125; 2,6846lJ..
VIII. Achar os quebrados capazes de produzirem as seguintes dizimas periodi-

cas ou os limites das mesmas dizimas 0,7272 etc., 0,0702702702 etc., 0,245lJ.545etc.
0,30666 etc., 0,0405~5525525 etc., 4,222 etc, 5,0:H3i3i etc., 82,064064064 etc.,
62,999 etc., 35,9090909090 etc., 7i ,04011040lJ.04etc., 48,050050050 etc.

IX. Demonstrar que as dizimas periodicas, cujos periodos são iguaes a 43;
lJ.343;43lJ.3lJ.3;etc., têem limites iguaes, ou podem ser produzidas por a mesma
divisão.

X. Considerando 26como periodo na dizima, 0,345262626 etc., acha-se 34~~45

para limite da mesma dizima, e considerando 62 como periodo, acha-se o limite
. I 345262-3452 P t doi limit .rgua a "990000 '. rovar que es e~ OIS 11mes são iguaes.

... 1 Os theoremas dos §~ 258 e 259 podem ser .demonstrados considerando-os
como corollarios dos §§ 255 e 256.A demonstração, porém, deixaria de ter a con-
veniente generalidade, por não serem applicaveís os §§ 255 e 256 ás dizimas, em
que o periodo é 9.
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LIVRO IV
RAIZES QUADRADA E CUmCA

OPERAÇÕES SOBRE NUMEROS INCOMMENSURAVEIS

CAPITULO I
Raiz quadrada

260. Raiz quadrada de um numero IJ o numero, que elevado ao
quadrado (§ 69), produz o numero dado.

Indica-se a raiz quadrada de um numero escrevendo este de
baixo do signal V-, que se chama radical.

A expressão V49, que se lê raiz quadrada de 49, é igual a 7,
porque 7 X 7 ou 7't dá 49. A raiz quadrada de {96ou V~é ~,

3 '(3)2 3x 3 9porque (§ 'li 7) o quadrado de ~ ou ~ é ~x 4 OU rs: '
261. Theorema. Todo o numero inteiro, que não IJ potencia exa-

cta ou perfeita de outro numero inteiro, tombem não é potencia per-
feita de numero {raccionario, isto é, nenhum numero inteiro IJ po-
tencia per{pita de numero {raccionario. .

Com eãelto, todo o numero fraccionario póde representar-se por
um quebrado írreductivel, isto é, (~ 189) por um quebrado cujos
termos são primos entre si, e como qualquer potencia de um que-
brado é (§ ~i7) outro quebrado, cujos termos são as potencias
do mesmo grau dos termos do quebrado proposto, e estas poten-
CIas são (~ t4. 7) numeros primos entre si, se as suas raizes o Io-
rem lambem, segue-se que o quebrado resultante é irreductivel,
e por consequencia que jamais póde converter-se em numero in-
teiro.

'262. A raiz quadrada de um numero inteiro, que não é quadrado
perfeito de outro numero inteiro, não póde ser representada por
nenhum numero inteiro ou fracciona rio, e portanto só póde expri-
mir uma grandeza, Que não contenha um numero exacto de vezes
nem a unidade, nem qualquer das suas partes aliquotas, A raiz
quadrada de um numero inteiro, que não IJ quadrado de outro nu-
mero inteiro IJ, pois (§ ti), um numero iacommensuratel. A raiz qua-
drada de um numero [mccionario, que não IJ quadrado perfeito de
outro numero (raccionario, é tombem, e pelo mesmo motivo, um
numero incommensuraoel- Chamam-se geralmente quantidades irra-
cionaes as raizes quadradas de números, que não são quadrados
perfeitos, e quantidades racionaes as raizes quadradas de numeros
que são quadrados perfeitos. As expressões v'sf, ~ e V i i,9025,
por exemplo, representam quantidades racionaes, porque os nu-
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meros 81, ~: e t {,9025, affectos dos radicaes, são os quadrados

dos numeros 9, ~ e 3,45. As expressões v'2, Vã, y1, Vü,4, etc.,
'representam quantidades irracionaes, porque não ha numero, in-. 5
teiro ou fraccionario, que elevado ao quadrado produza 2, 3, 4'
0,4 etc.

As expressões V'?i, Vã, e em geral todas as expressões irracio-
naes, representam quantidades incommensuraveis (§ 3) com a uni-
dade adoptada. porque. se :IS referidas quantidades fossem com-
mensuráveis com a unidade, seria possivel decompor tanto aquel-
las como esta em partes da mesma grandeza, e por consequencia
representar as primeiras quantidades por numeros inteiros, ou frac-
cionarios.

263. Theorema. Todo o. numero incommensuracei representa
uma quantidade comprehendida entre duas quantidades commensu-
raveis, cuja differença pode ser representada pelo quebrado~, no
qual d designa qualquer numero inteiro.

Imaginando a unidade decomposta em d partes iguaes, e to-
mando t, 2, 3, 4, etc., d'essas partes, obtem-se uma serie de quan-
tidades commensuraveis com a unidade, que podem crescer além
de todo o limite, porque, por maior que seja o numero de partes
da unidade contidas n'uma d'ellas, ainda é possível, juntando-lhe
outra, formar uma quantidade maior, á qual tambem se póde acres-
centar outra parte da unidade, e assim successiva e indefinida-
mente. Podendo estas diversas quantidades commensuraveis com
a unidade crescer além de todo o limite é evidente que, por maior
que seja uma quantidade incornmensuravel com a unidade, ha de
existir na série d'aquellas quantidades uma, a partir da qual todas
sejam maiores que a quantidade incommensuravel. Snppondo que
essa quantidade comprehende x das d partes da unidade, e por
consequencia que o seu valor numerico é~; a quantidade incom-

mensurável ~erá maior que a quantidade representada por~, e

menor que a quantidade representada por ~~ i.

Logo toda a quantidade incommmensnravel está comprohendida
x+1 x .representadas pelos numeros -d- e d cujaentre duas quantidades

-diíferença é ~.
264. Da proposição prececedente resulta que toda a quantidade

incommensuravel póde ser representada approximadamente por um



d x $+i 'os numeros d ou -d-' e que o erro proveniente de se adoptar'

um d'elles para a representar é inferior a ~.
Como, porém, d representa qualquer numero inteiro, é evidente

que o erro que se commette, quando se exprime uma quantidade
~ncomlllensuravel por um numero commensuravel, pôde diminuir
mdefinidamente, sem comtudo jamais se reduzir a zero.

A f - x+ i x 'd ds racçoes -d- e d' que representam quauu a es entre as quaes
s~ comprehende a quantidade incommensuravel, tendem a confun-
dir-ss, quando o denominador d augmenta de valor. O limite com-:
m~m (~ 2:57), para que tendem as referidas fracções, é o que pro-
pnamente constitue o numero incommensuranei.

,26;>' Raiz quadrada de um numero N, que não é quadrado per-
feito, é pois o limite para qlle tendem todos os numeras commensu-
raseis, que vão crescendo, ou decrescetula, seçundo alguma lei, de
modo que os seus quadrados sejam todos menores, ou todos maiores
que o numero N. Logo VN representa um numero maior que todos
os numeros commensuraveis, cujos quadrados são inferiores a N,
e_menor que todos os numeres commensuraveis, cujos quadrados
sao maiores que N. Suppondo , por exemplo, que 5 é maior que
os quadrados de 2; 2,2; 2,23; ~,236; etc., e menor que os qua-
drados de 3; 2,3; 2,24; 2,237; etc., dir-se-ha que v'5 é maior que
os nurneros 2; 2,2; 2,23; etc., e menor que os numeros 3; 2,3;
2,24; etc,

Em geral, chama-se v'N appl'oxirnada até ás unidades á raiz qua-
drada do maior quadrado inteiro contido em N,

Bepreseutando y um numero inteiro e suppondo que é
y2<N«y+i)2 •di~-se-ha que y e y + 1 são raizes quadradas de N approximadas

ate ás unidades, a primeira por defeito ou falta e a segunda por
excesso.

266. Conhecido o methodo de achar a raiz quadrada de qualquer
numero com um erro inferior a i, é facil extrahir uma raiz quadrada
com um erro inferior a qualquer outro numero.

Para sê obter o valor de VN com um erro inferior a ~ convém re-
flectir, que ha de existir (§ 2(3) um valor de x, que satisfaça as
desigua Idades ~<v'N<X;;-i

x x+i
e que, basta conhecer esse valor, para se terem os valores de -d-
de VN com a approximação desejada.



I Mas o valor de x que satisfizer áquellas desigualdades ha de
tambem satisfazer ás seguintes

(~)'<N<('"~l)'
ou (~ 2i 7) a estas

.e finalmente ás que se seguem

x<VNd2<x+i
Logo x é o maior inteiro contido em VNd2, ou a raiz quadrada

approximada por defeito até ás unidades de Nd". Obtem-se por-
tanto VN com um erro inferior a ~ multiplicado Npelo quadrado de
d, eaurahindo a raiz quadrada exacta, ou approximada até ás uni-
dades ao producto N d2 e di"idindo a raiz achada por d.

A raiz quadrada de 5,3 com um erro inferior a ~ é a raiz quadrada

de õ,3X42, com um erro inferior a '1, dividida por 4. Ora V5,3.i6
ou V84,8 com um erro inferior a i é 9 ou to, porque

92<8~,8«9+ i)2

log~ V5,3 com um erro inferior a ~ é ~ ou 9t l,istoé,2,2õou 2,5.
A primeira raiz é por defeito, a segnnda é por excesso.

267. Para se poder extrahir qualquer raiz quadrada convém sa-
ber de cór os quadrados dos numeros digitos. Reconhece-se á vista
da seguinte taboa dos numeros digitos

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 9
e dos seus quadrados •

I, ~, 9, 16, 25, 36, ~9, 64, 8i

que desde I até tOO ha sómente 10 numeros inteiros, que sejam
quadrados perfeitos, e que a raiz quadrada de qualquer numero
maior 'que 100 deve conter mais de um algarismo inteiro.

268. Theorema. O quadrado da somma de duas parcellas é
igual ao quadrado da primeira parcella, mais o dobro do producto
da primeira parcella pela segunda e mais o quadrado da segunda,
isto é,

(5+ 7)2 = 52+2x li•7+ 72

Sabe-se (~ 69) que
(5+ 7)2... (5 + 7) (5+ 7)

e (§ 59) (5+7)(5+7)=52+7.5+5.7+72
ou (~~ 52 e 5i)

(5+ 7)(5+ 7)=52+ 2x 5. 7+ 7~
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269. Corollario I. O quadrado de um numero inteiro composto
de dezenas e unidades e igual ao quadrado das dezenas mais o do-
bro das dezenas pelas unidades e mais o quadrado das unidades,
isto é,

(6435)2= (66.30)2+ 2x 6~30.5 + 52

ou, de ignando em geral por deu as dezenas e unidades de um
numero, (d+u)~=d!+2du +u~.
. 270. Corollario U. O algarismo das unidades de um numero
mteiro, que é quadrado perfeito, só póde ser algum dos algaris-
mos elas unidades dos quadrados do numeros dígitos, porque das
tres parcellas, em que pôde decompor-se o quadrado de um nu-
mero composto de dezenas e unidades, sómente a ultima, o qua-
drado das unidades, deixa de acabar em zero. Quando a raiz acaba
em zeros, o quadrado ha de acabar (~ 74,) em dobrado numero de
Zeros.

Logo não ~ quadrado perfeito LO, o numero inteiro que tiver na
casa das unidades algum dos algarismos 2, 3, 7 ou 8; 2.°, o nu-
mero inteiro que tiver á direita um numero impar de zeros.
271. Theorema. A somsna de dois numeres multiplicada pela

sua di/ferença e igual á di/ferença âoe quadrados dos mesmos nu-
meras, isto é,

. (8+6)(8-6)=82-62

Considerando 8-6 como um só numero tem-se (~ 57)
(8+6)(8-6) =8 (8-6) -\-6 (8 -6)

e Como (~ r>7)
8 (8- 6)+ 6 (8- 6)= 82- 8.6 + 6 • 8- 62= 82- 62-

segue- e que effectivamente é
(8+6)(8-6) =82-61

. 272. Corollario. A differença dos quadrados de dois numeras
vueiros consecutioos ~ igual ao dobro do menor mais ttm, isto é,

862-852=~. 85+ i
Pelo . anterior é

862- 852.= (86+ 85)(86- 85)

mas ~ egundo Iactor reduz-se a unidade, v~sto serem consecutivos
os dOIS numeros inteiros 86 e 85, e o pnmetro reduz-se a t +2.85,
por er 6=85 + t, logo

862-852.=2.85+ i

273. A raiz quadrada de um numero inteiro ou decimal menor
que !OO approximada até as unidades não precisa de processo es-
pecial para ser conhecida. Basta recorrer ã taboa (~ 267)dos qua-



drados dos numeros digitos para com facilidade se terem aquellas
raizes quadradas.

Querendo, por exemplo, a raiz quadrada de 57,32 approximada
até ás unidades, desprezar-se-ha a parte decimal, e procurar-se-há
(~ 265) depois a raiz do maior quadrado inteiro contido em 57 .
. Sabendo de cór os quadrados dos numeros dígitos, ou tendo á vista
a taboa d'elles, verifica-se immediatamente que 49 ou 72 é o maior
'quadrado inteiro contido em 57, e por consequencia o maior qua-
drado inteiro contido em 57,32, isto é, que

72<57,32«7+:1.)2 ou 7<V57,32<7+:I.

e portanto que 7 ou 7 + t, é a raiz quadrada de 57,32 com um
erro inferior a f.

274. Theorema. A raiz quadrada exacta ou approximada até
ás unidades de qualquer numero inteiro ou decimal consta de tantos
aiqarismos, quantas são as classes de dois algarismos, contadas da
ca.m das unidades para a esquenta no numero dado.

Tomando, por exemplo, o numero 7~Oü 152,605, e substituindo
a prime-ira classe da esquerda pelo algarismo 1 e cada uma das
outras por dois zeros, obtem-se o numero -1000000 ou 1004-1., que
é menor que o numero proposto. Substituindo cada uma das clas-
ses por dois zeros e escrevendo á esquerda de todas o algarismo
1, tem-se o numero 100000000 ou -1004 evidentemente maior que o
proposto. Logo

iOOH< 78!)6i52,605< :I.()()4
Mas (~~ H e 72)

1001-1 = (:1.02)1-1 = (:1.01-1)2 e 1001 = (i02)4= (:I,()1)2

logo
e finalmen te f01-1 <V 7lMit52,605< :1.01

A raiz quadrada de 789615::?,G05 excede portanto o, menor de
todos os numeres inteiros escriptos com 4 algarismos e é inferior
ao menor de todos os que teern 5 algarismos.

275. Theorema. Decompondo o maior inteiro contido em qual-
quer numero dado em classes de dois algarismos da casa das uni-
dades para a esquerda, e eaitruhituu: a raiz quadrada exacta, ou
approximada por defeito até ás unidades, ao numero formado por
1, 2, 3" etc., classes da esquerda, obtem-se t, 2, 3, etc., alga~'is-
mos da esquerda da raiz quadriui« exacta, ou approximada por
defeiu: ale ás unidades, do numero dado.

Suppondo que 2, 28, 281. etc., são as raizes quadradas appro-
ximadas até ás unidades de 7, 7S0, 78!)(H, etc., serão 2,8, t, etc.,
as primeiros algarismos da esquerda da raiz quadrada de qualquer
oumero, 78üIH52,605, por exemplo, de que 7, 89, 6t, etc., são
ns primeiras classes da esquerda.
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Admittindo que 2 é a raiz quadrada de 7 approximada até ás
unidades por defeito, ter-se-ha (~ t65)

~2<7 <32

e como 32 e 7 são dois numeros inteiros, cuja dífíerença jámais
pôde ser inferior a 1, segue-se que será tambem

22< 7,896152605< 32

Multiplicando todos estes numeros por 1000000 ou -10002acha-se
22x ioo02 < 7896152,605< 32X i0002

ou (~ 71) (2x iooO)2< 7896i52,605 < (3X iOOO)2

e finalmente 2000< y'7896:l52,605< 3000

Estas desigualdades mostram: 1.0, que o primeiro algarismo da
esquerda da raiz quadrada de 7896152,605 é 2, isto é, a raiz qua-
drada de 7 approximada até ás unidades; 2.°, que a raiz quadrada
approximada até ás unidades tem 4 algarismos, isto é, tantos, quan-
tas são (~ 27 ~) as classes de 2 algarismos da parte ínteira do nu-
mero dado.

Admiuindo. que 28 é a raiz quadrada de 789 approximada até
ás unidades por defeito, será (~ 265)

282<789«28+ i)2

e como 789 e '(28+1)\1 são dois numeros inteiros, que não podem
differir menos de 1 unidade, segue-se que tambem será

282< 789,6i52605 < (28+ i.)2

D' estas desigualdades deduz-se
282X i002< 7896i52,605 < (28+ i)2x 1002

e 2800< V7896i52,605 < 2900

Logo os dois primeiros algarismos de V7~!}6152,605 são 2 e 8.
276. Theorema. Subtrahindo de um numero inteiro ou deci-

mala quadrado das dezenas da sua raiz quadrada, e dividindo o
numero de dezenas do resto pelo dobro das dezenas da raiz, acha-se
Um quociente igual Olt superior ao algarismo das unidades da raiz.

Suppondo que 281 é o numero de dezenas da raiz quadrada de
i89tH52,ü05, e designando por tt o algarts.mo das unidades da
raiz d'este numero será 28W+u a sua raiz quadrada approxi-
mada até ás unidades, e portanto, se esta raiz for approximada
por defeito, ter-se-ha

7896i5~,605> (~8iO+ u)2
ro
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ou (~ 269)

e portanto

7896152,605> (28iO)2+2. 28iOu +u2

7896i52,605 - (28:1.0)2> 2 • 28:1.Ou+ u1

Ora o numero de dezenas da somma 2. 28tOu +u2 é evidente-
mente igualou superior a 2. 28ht, e. como o numero de dezenas
da differença 7896152,605-(2810)2 é tambem igualou superior
ao numero de dezenas d'aquella somma, segue-se que o numero
de dezenas da mesma differença ou é igual a 2. 28Ju, ou é maior
que este producto. No primeiro caso o quociente resultante da di-
visão do numero de dezenas de 7896152,605 - (2810)!! por 2.281
é exactamente igual a u, isto é, igual ao algarismo das unidades
da raiz; no segundo caso o mesmo quociente é evidentemente maior
que u.

N'esta demonstração suppoz-se que o numero dado não era qua-
drado perfeito, e comtudo as conclusões seriam as mesmas se elle
fosse quadrado exacto.

EtTectivamente, designando por N um quadrado perfeito, e con-
tinuando a suppor que a raiz tem 281 dezenas e u unidades, será

N= (28:1.O+~~)2
e por consequencia

N- (28iO)2 = 2 • 28iOu +u2

e como o numero de dezenas de N- (2810)2 é igual ao numero
de dezenas de 2. 28tOlt +u'll, e este é igualou superior a 2. 28tu,
segue-se que o numero de dezenas d'aquella diITerença dividido por
2.28t Já no quociente o algarismo u, ou um numero maior que t~.

277. Dos ~~ 275 e 276 deduz-se um methodo fácil de extrahir
a raiz quadrada a um numero inteiro ou decimal maior que tOO
approximada até ás unidades, quando se sabe (~ 273) extrahir a
raiz do mesmo grau e com a mesma approxirnação a um numero
inteiro ou decimal menor que tOO.

Com eífeito, decompondo a parte inteira de um numero em clas-
ses de dois algarismos a partir da casa das unidades, e extrahindo
a raiz quadrada approximada até ás unidades da primeira classe
da esquerda, que póde ter um ou dois algarismos, mas que é sem-
pre menor que 1QO, obtem-se o primeiro algarismo da raiz (~ 275).
Quadrando o numero formado por este algarismo seguido de um
zero, subtrahindo o quadrado resultante ao numero formado pelas
duas primeiras classes, e dividindo as dezenas do resto pelo do-
bro do primeiro algarismo da raiz, tem-se o segundo algarismo da
raiz (§ 276), ou um quociente maior que elle. Para se decidir qual
d'estes dois casos se dá, formam-se as duas ultimas partes do qua-
drado (~ 2(9) do numero composto do primeiro algarismo da raiz
e do que se suppõe ser o segundo, e subtrahe-se a somma das di-
tas partes do resto da subtracção acima eííectuada. Se a subtrac-



ção for possivel, o algarismo achado na divisão é o segundo alga-
nsmo da raiz; se não for possivel, sujeita-se aos mesmos ensaios
o algarismo immediatamente inferior, e assim se procede até se
chegar a uma subtracção pos ivel. Para se obter o terceiro alga-
rismo da raiz procede-se com as tres primeiras classes do numero,
e com o numero formado pelo dois primeiros algarismos da raiz,
como se procedeu com as dua primeiras classes e com o primeiro
algari mo da raiz para se obter o segundo. Depois de achado o
terceiro algari mo calcula-se o quarto, o quinto e todos os mais
pelo me mo processo.
278. Problema. Extrahir a raiz quadradr.t, com um erro infe-

rior a .. a qualquer numero inteiro ou decimal.
Seja 7896t5~,605o numero, cuja raiz quadrada se procura. De-

componha- e a parle inteira do numero em classes de dois algaris-
mos da direita para a esquerda, e disponha-se a operação como
abaixo se vê .

Víl !J'üi'5'il,ti05 I 28iO
~ '-"~}8~X~8~-
J!) 5tH x i
:J8'!, 5620 xO

5tH
56!
05~,605

í 9-(~!Or

78961- (280)2

7896W2,605 - (~8iO)2

. A primeira elas e da esquerda é 7, a raiz quadrada de 7 appro-
xímada até ás unidades é 2; logo (~ '2il» o primeiro algarismo da
raiz quadrada de 7896W~,605 Ó 2. Para se conhecer o ~egundo
algari mo da raiz é necessario (§ 2';)) procurar a raiz quadrada
de i8!), e como 2 é o algari smo da: dezenas d'esta raiz. segue-se
que c: 2i6) o numero de dezenas do re to 789-(20)~ l~igll:ll ou su-
perior a 2.2u, sendo 1t o segundo algarismo ela raiz. Ora 78!l-(20)2
é igual a 3 9, e portanto 38 dividido por 2. '2 ou ,~ deve dar no
quociente lt ou um numero maior que ti. Dividindo 38 por 't. acha-se
o quociente incompleto 9, e formando as ultimas duas parte do
de envolvimento de (20+9)':1 acha-se 2.20.9+9', ou Hl, que
é maior que 389; logo também o quadrado. de ~9 excede 789, e
por consequencia o sE'gundo aícarísmo da raiz é tnterior a ~. Para
ver e 8 saustaz l escreve- 'e á direita de 2. '2 ou !~o algarismo 8,
multiplica-se 48, ou ~O + 8, pOI' 8, c escreve-se o pro.ducto 384
por baixo de 389. A subtracção agora é possível, e por ISSO escre-
ve-se já o algarismo na raiz e conclue-se. que 28 é a raiz qua-
drada de 7 9 e é o numero de dezenas da raiz quadrada de 78961.

O numero de dezenas de 789Gl-(~80)! dividido (§ 276) por

1Em geral designando d as de2.enas II U o algarismo das unidades da raiz, jun-
ta-ae a ~ d a p~cella IIe, multiplicando a somma'! d+IIpor 'IS, obtem-se 2 dU+"l.

lO.



i~8

2.28 dá '0 terceiro algarismo da raiz ou um quociente maior que
elle, e como

7896! - (280)2= 56!

segue-se que o terceiro algarismo é igualou inferior a 2~~8' isto é,
igualou inferior a ,1. Escrevendo á direita de 56 o algarismo 1,
multiplicando por 1 o numero resultante 561, ou (2. ~80 + 1), e
subtrahindo o producto de 561, acha-se o resto zero. Logo 281 é
a raiz quadrada exacta de 78961 e 2, 8 e 1 são os tres primeiros
algarismos da raiz. approximada de 7896HH,605. O quarto alga-
rismo d'esta ultima raiz acha-se como o terceiro.

279. Em qualquer das subtracções precedentemente effectuadas
o resto nunca deve exceder o dobro da ultima raiz achada {.

Achando-se, por exemplo, que a raiz do maior quadrado inteiro
contido em 7896HH,q05 é 2810, o resto, isto é,

7896J52,605 - (28iO)2

não pôde evidentemente exceder a 2.2810 ou 5620, porque, se Iõr
igualou superior a '2. 28W + 1, será

7896i52,605 - (28iO)2= ou >2 • 28iO + f

e por consequencia
. 7896152,605 = ou >(28iO)2+ 2. 28iO+ f
ou (~ 269) 7896152,605 = ou >(28iO + 1)2

e deixará de ser (28 tO)2 o maior quadrado inteiro contido em
7896152,60;).

280. Da doutrina exposta no ~~ precedentes deduz-se a seguinte: \
Regra da extracção da raiz quadrada. A raiz quadrada

de qualquer numero approximada até ás unidades obtem-se decum-
pondo o maior inteiro contido n'elle em classes de dois algarismos
da direita para. a esquerda, e eatrahisuio a raiz approximada até
á,ç unidades á primeira classe da esquerda. Esta raiz é exactamente-
o primeiro algarismo da raiz procurada. Subtrahindo o quadrado
d'este algarismo da primeira classe do numero dado, escrevendo á
direita do. resto a segunda classe, separando com um ponto o alga-
rismo das unidades do numero resultante, e dividindo· a parte d'este
numero que fica á esquerda do ponto pelo dobro da raiz achada,
tem-se um quociente incompleto, que é igualou superior ao seçundo
algarismo da raiz. Verifica,-se, se este quociente iguala ou excede o

1 Quando o resto é igual, ou inferior á raiz achada, o erro d'esta raiz é menor
que meia unidade. Com efleito, sendo N o numero dado e a a raiz achada, será
N-a2 o resto, e suppondo que é N-lt2= ou <a ter-se-ha evidentementeN= ou <a2+a e portanto

.1. ( 1.)2N<a2+a+4= a+j

Logo a2<N«a+~y



segundo algarismo da raiz, escreomdo-o, quando não excede a 9,
á direita do dobro da raiz achada, multiplicando o numero assim
formado pelo dito quociente. e vendo se o producto póde subtrahir-se
do numero que acima se formou com o resto e a segunda classe. Se
a subtracção é possivel, o quociente obtido a effectivamente o segundo
algarismo da raiz, se não é possivel, toma-se o inteiro immediata-
mente inferior e sujeita-se ao mesmo processo, e assim se continua
até se chegar ao maior numero' digito. para o qual a referida sub-
tracção seja possivel. Se o quociente é maior que 9, o primeiro nu-
mero que se sujeita ao ensaio é 9. Depois de achado o segundo alga-
rismo da raiz, e de I'ffectuada a competente subtracção, baixa-se
para o lado do resto a terceira classe, separa-se com um ponu: o ul-
timo algarismo da direita, e assim se continua a operação, atI! se te-
rem baixado todas as classes, em que se decompoz ()numero. Se em
alguma das divisões parciaes o quociente fór nullo, escreoer-se-ha
zero na raiz e boiaar-se-ha a classe immediata.

281. Tira-se a prova a uma extracção de raiz quadrada, consi-
derando esta operação como uma divisão, na qual o dividendo é o
numero dado, o divisor e o quociente incompleto são iguaes á raiz
achada, e o resto da divisão é o resto da extracção da raiz.

No exemplo do ~ cz78 deve, com effeito, ser
78961.52,605 = (2810)2+52,605

A prova por um divisor (~ i30) applica-se a estas operações fa-
cilmente, quando os numeros são inteiros, porque se reduz a ex-
trahir o divisor escolhido (9 ou ii) á raiz achada, a quadrar o re- ,
sultado obtido. excluindo d'elle o referido divisor, a juntar o numero
achado ao resto da extracção da raiz, lançando fóra d'esta somma
o divisor. e finalmente a ver se este ultimo resto é igual ao que
fica depois de extrahido o divisor ao numero dado. .

Quando os numeros são decimaes, ainda se póde applicar o mesmo
processo, tendo, comtudo. o cuidado, de desprezar a parte decimal
tanto do numero dado, como do resto da extracção da raiz, visto
que as proposições dos ~~ H6 e t2t sómente são applicaveis aos
numeros inteiros.

Basta, com effeito, provar que é
7896i52 = (2810)2+52

para se adquirir a certeza de que também será
7896i52,605 = (28iO)2+52,605

28~. Problema~Extrahir a raiz quadrada com um erro menor
que ~ a qualquer numero inteiro ou decimal.

Seja 27584372,325 o numero, ao qual se quer extrahir a raiz
quadrada com um erro inferior a i~'
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Corno se sabe (§ 266), a resolução d'este problema reduz-se a
multiplicar 27584372,325 por (1000)2, a extrahir á parte inteira
do producto a raiz quadrada com um erro inferior a 1, e a dividir
por 1000 a raiz achada.

A raiz quadrada de 275843i2,325 X (1000}! ou 27584372325000
com um erro inferior a 1 é 5252082, e dividindo este numero por
toOO tem-se a raiz 5252,082 do numero dado com um erro infe-
rior a O,OOL O numero 5252,083 é tambem igual á raiz quadrada
do numero dado com um erro inferior a O,OOt.

Na pratica, quando se quer extrahir a raiz quadrada a um nu-
mero, inteiro ou decimal, com um erro inferior a ioo:, ... ' faz-se
com que o numero tenha um numero de casas decímaes igual ao
dobro dos zeros escriptos no denominador do quebrado. despre-
zando para esse fim as casas decimaes que porventura elle tenha
a mais, ou acrescentando-lhe á direita os zeros que forem neces-
sarios para completar as que lhe faltarem, extrahe-se depois a raiz
quadrada até ás unidades ao numero resultante, sem fazer caso da
virgula (§ 280), e colloca-se a virgula na raiz achada, de modo que
esta fique com tantas casas de dizima, quantos são os zeros do de-
nominador da fracção iO~ ... '

Muitas vezes nem se está com o cuidado de reduzir o numero
das casas de dizima ao dobro do das casas de dizima, com que deve
ficar a raiz. Divide-se então o numero em classes de dois algaris-
mos, a partir da casa das unidades para um e outro lado, come-
ça-se a extracção da raiz -pela esquerda, e vão-se abaixando sue-
cessivamente as classes de dois algarismos até a raiz ter as casas
correspondentes á approximação desejada. tendo cuidado.de collo-
car uma virgula na raiz, logo que se tiver baixado a primeira classe
decimal. A operação dispõe-se assim:

V2758lJ,372,325 I 5252,082
~ i02X2
258 i045X5
204 f050~x2

i050408X8
i050U62X2

2i872
2iOOlJ,
8683250
8403264
27998600
2:1.008324
6990276
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Se o limite da approximação da raiz fôr 8' proceder-se-ha simi-

lhantemente, como abaixo se vê·
27584,372,325

64,=82

i lO 33 7la.89 300
16 55 06 23 39 50
17'65'39/98'28800
16 '
165
16la.

i3998
84,01

I 4,20i6
82x2
84,01x i
84026X6

5:)9728
504156
55572

Logo a raiz quadrada de 27584372,325 com um erro inferior a
i . 420i6 420i 7.. •8 e -8- ou -8-' Isto e, 5252 ou 5252,125.

283. Problema. Extrahir a raiz quadrada a um numero, in-
teiro ou decimal, com um erro inferior a um numero e maior que 1.

Para se resolver este problema. basta extrahir ao numero dado
a raiz com um erro inferior a 1~e' porque (~ 222) este quebrado

é evidentemente igual a e.
A raiz quadrada de 23578528,74 com um erro inferior a W

obtem-se pois procurando a raiz do mesmo numero com um erro
inferior a I : tO e por consequencia multiplicando 23õ78528,7!lo por
(1 : iO)~, ou dividindo o mesmo numero pelo quadrado de tO, ex-
trahindo ao resultado a raiz com um erro inferior a I e multipli-
cando por 10 a raiz achada.

Ora a raiz de 23578528,74Xj~ ou de 235785,2874 com um
erro inferior a 1 é 485, logo a raiz de 23578528,74 com um erro
inferior a 10 é 4850.

284. A raiz quadrada de um quebrado nunca póde ser um nu-
mero inteiro, porque nenhum numero inteiro elevado ao quadrado,
ou mesmo a qualquer outra potencia, deixa de dar numero inteiro.
A raiz quadrada de um quebrado será pois outro quebrado, ou um
numero incommensuravel, conforme o dito quebrado rór ou não qua-
drado perfeito.

Para que um quebrado seja quadrado perfeito é preciso por-
tanto que baja outro quebrado, que elevado ao quadrado produza

a
O quebrado proposto, e designando aquelle quebrado por b e a
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sua raiz quadrada pelo quebrado irreductivel~, será ~. (~) 2 ou
(~ 2f7) a ~,

/j=y.

e como (~§ i47 e 189) ~ deve tambem ser irreductivel, segue-se
y

que a e b, ou são respectivamente íguaes a x' e y2, ou são equi-
multi pios d'estes dois numeroso Logo lodo o quebrado, que IJ qua-
drado perfeito, pôde simplificar-se de modo que ambos os termos fi-
quem sendo quadrados perfeitos. A raiz quadrada de um quebrado,
cujos termos são quadrados perfeitos, obtem-se extrahindo a raiz
quadrada a ambos os termos.

Exemplo:
l /'8 l /4 v'4 ~
Vi8=Vg=v'9=j

285. Quando os dois termos de um quebrado irreductivel não
são quadrados perfeitos, a raiz quadrada do quebrado só pó de ob-
ter-se approximadamente.

Para se extrahir a raiz quadrada de :~ com um erro inferior a

i~ multiplica-se (§ 266) ~~ por (tOO)2 e extrahe-se a raiz qua-

d d á • •• d 26" 260000ra a parte inteira o producto 4,5X too- ou ~ com um erro
inferior a L Dividindo 260000 por 45 acha-se 5777,77 ... e, como
para extrahir a raiz quadrada com um erro inferior a 1 a qualquer
numero decimal é desnecessarío attender á dizima, segue-se, que
V 5777 com um erro inferior a 1 dividida pOI' 1~O é igual á J:
com um erro inferior a i~' Isto é, J:=O,76 com um erro infe-
. i
nor a 1.00'

Na pratica reduz-se logo o quebrado a dizima, até esta conter
um numero de casas decirnaes duplo do numero de casas, que deve
ter a raiz, e extrahe-se depois a raiz quadrada ao numero decimal.
Acha-se por este modo

.. /26 .;-V 4'5= y 0,5777=0,76

286. Outro methodo empregado para extrahir a raiz quadrada
a um quebrado, consiste em tornar o denominador um quadrado
perfeito extrahindo depois a raiz quadrada ao numerador, com a
approximação que se requer na raiz do quebrado, e ao denomina-
dor, sem erro algum.

Pedindo-se, por exemplo, a raiz quadrada de.~ com um erro in-
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ferior a 0,01. multiplicar-se-hão por 7 ambos os termos do que-
brado, para tornar quadrado perfeito o seu denominador, e extra-
hir-se-ha, tanto ao numerado!' como ao denominador do quebrado
resultante ~~. a raiz quadrada, ao numerador com um erro infe-
rior a 0,01 e ao denominador sem erro algum. Achar-se-ha por este
modo que a raiz quadrada de ~ com um erro inferior a 0,01 é 7,:8

. 7,lJ,9
ou -7-'

Sabe-se, com efIeito, que, se fôr
(7,48)2< 56< (7,lJ,9)Z

será (7,~8)'< 56 < (7,49)'
7' 49 7'

e portanto 7,~8<V;<7.~9

L I d 7,4:8 7,49 diíf . á d . /sogo qua quer os numeros -7- ou -7- I mr e V '7 não

. d °Oi d" d O,Oi iso menos e , '. como se pe la, porem menos e -7- ou 700'

287. Para tornar o denominador de um quebrado um quadrado
perfeito basta multiplicar ambos os termos do quebrado pelo de-
nominador. E, porém, possivel muitas vezes tornar o denominador
um quadrado perfeito multiplicando ambos os termos por um nu-
mero mais pequeno. Para se obter este menor numero, decompõe-
se o denominador em factores primos (§ 172) e fórma-se um pro-
ducto com todos os factores, que entram no denominador com ex-
poente impar. Suppondo que o denominador é 6174 = 2.32.73, for-
mar-se-há o producto dos factores 2 e 7, que têem expoentes im-
pares, e ter-se-ba (~~ 71 e í2)

6i74 x {lj, ou ~ X 32X73 5<2 x 7=22X32x 14 = (2 x 3x 72)2

Empregando este processo acha-se
~ /4589 451l9Xi4 v64246 !!53,46
V 6.7~= (2X3X7')~="294=294

EXERO:IC:IOS

I. Extrahir a raiz quadrada aos se~intes numeros i06929; 9M.i3968lJ,;
Q,004277i6; 6825,238225; :!; !~~;~23'

II. Extrahir com um erro inferior a i a raiz quadrada aos seguintes numeres

436i8; 2i564.3; 230,Oi6; 52568,003; 726lj,lJ,,78; ~~:; 3;:.6.

III. Extrahir com um erro inferior a k a raiz quadrada aos seguintes numeros

627 j 0,4; 10; 47,65; 24~7~~; ~~376., ,
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IV. Extrahir com um erro inferior a 40 a raiz quadrada aos seguintes numeros
6082035168' !252487. 608732Hi84 039' 6035723, o OOi ' " 7849'

V. Provar que não é quadrado perfeito o numero, que pela exclusão dos noves
der de resto 2, 3, 5, 6 ou 8.
I VI. Provar que não é quadrado perfeito o numero, que pela exclusão dos onzes
der de resto 2, 6, 7, 8 ou W. I

VII. Provar que não é quadrado perfeito o numero inteiro, que tiver 5 na casa
das unidades, e não tiver 2 na casa das dezenas.

VIII. Provar que todo o numero ímpar, que é quadrado perfeito, é igual a um
multiplo de 8 mais L

IX. Provar que o quadrado de qualquer numero primo maior que 5 é igual a
um multiplo de ti! augmentado de I. I

X. Provar que o quadrado de um numero primo com 5 é igual a um multiplo
de 5 augmentado ou diminuido de L

CAPITULO II
Raiz oubica

288. Raiz cubica de um numero é o numero, que elevado ao
cubo (~ 69) produz o numero dado.

Indica-se a raiz cubica de um numero escrevendo o numero de-
baixo do radical v- e sobrepondo a este o algarismo 3. Assim,
por exemplo,

V~7=3

lê-se raiz cubica de 27 igual a 3.
Diz-se, que um numero é cubo perfeito, quando é o producto

de tres factores iguaes. Os numeros 27, 2
8
7 e 0, f 25 são cubos per-

feitos, porque são iguaes aos seguintes productos indicados 3.3.3,
2 2 ~ ,
3'3'3 e 0,5.0,5.0,5.
289. Em geral chama-se raiz quarta, raiz quinta, raiz sexta,

etc .. de um numero ao numero, que elevado á potencia quarta,
quinta, sexta, etc., produz o numero dado. Estas raizes indicam-se,
como a raiz cuhica, escrevendo o numero por baixo do radical e
sobrepondo a este o numero, que indica a ordem ou grau da raiz.
Este numero chama-se indice d.a raiz. Tem-se, por exemplo,

Vf6=~ V~=~ W=2
porque ~4 = 16 ~5 = 3~ ~G = 6~

, 290. A raiz' cubica de um numero inteiro, que não é cubo per-
feito de outro numero inteiro, não póde ser representada exacta-
mente nem por um numero inteiro, nem por um numero fraccio-
rio (§ 26f).

O mesmo acontece á raiz quarta, quinta, sexta, etc., do numero
inteiro, que não é potencia quarta, quinta. sexta, etc. de outro nu-
mero inteiro.
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A raiz terceiro, quarta, quinta, etc., dI' numero inteiro, que não
é terceira, quarta, quinta, etc., potencia exacta de Out1'Onumero
inteiro, é pois um numero incommensuraoel (§ 5).

A raiz terceira, quarta, quinta, etc., de um numero (raccionario,
que não é terceira, quarta, quinta, etc., potencia exacta de numero
fraccionario, é tambem um numero incommensuravel.

Em geral chamam-se quantidades irracionaes ás raizes segundas,
terceiras, quartas, etc., de numeros, que não são potencias exa-
ctas d'aquelles graus, e quantidades racionaes ás raizes de nume-
ros, que são potencias exactas.

As expressões V5, V"7, ~ O,i6, representam quantidades irra-
cionaes e por consequencia incommensuraveis, as expressões V~,V i~5':;O,00i6, representam quantidades racionaes.

29-1. Raiz cubica de um numero N, que não é cubo perfeito, a o
limíte para que tendem todos os numeras commensuraoeis, que vão
crescendo ou decrescendo, sequndo alguma lei, de modo que os seus
cubos sejam todos menores, ou todos maiores que o nume1'O N.

A expressão :; N significa, pois, um numero maior que todos os
numeros commen uraveis, cujos cubos são inferiores a N, e menor
que todos os numeros commensuraveis, cujos cubos são maiores
que N. •

A V5", por exemplo, é maior que os numeres {; t,7; t, 709;
etc., e menor que os numeros 2; {,8; 1,7 i; etc., porque

i3 < (i,7)l < (t,709)3<, ..< 5<, ..< (i,7j)3 < (i,8)3<~3
Em geral cha ma-se VWapproximada até ás unidades á raiz cubica

do maior cubo inteiro contido em N.
Sendo y um numero inteiro e

y3<N«y+i)3
será y a raiz cubica de N approximada até ás unidades por defeito
e y + ..a raiz cubica de N approximada até ás unidades por ex-
cesso. .

292. A raiz cubica dos numeros, que não são cubos perfeitos,
só póde ser obtida approximadamente. Basta, porém, saber cal-
cular qualquer raiz cu bica com um erro inferior a {, para facil-
mente se poder obtel-a com um erro inferior a ~.

Designando ~ a VN approximada por defeito com um erro in-

ferior a ~ será

G)'<N< ett)' ou (§ ~i7) ~<N«3:tf)'
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e por consequencia x3<Nd3«x+ i)3

e x< VNcP<x+ i
Logo x é o maior inteiro contido em VNd3 ou araiz cubica ap-

proximada por defeito até ás unidades de N d3• Obtem-se, portanto,
VN' com um erro inferior a .~ multiplicando N pelo cubo de d, ex-
trahindo a raiz cubica exacta, ou approximadà au ás unidades ao
producto N d3 e dividindo a raiz achada por d

A raiz cubica de 5,3 com um erro inferior a ~ é a raiz cubica

de 5,3X43, com um erro inferior a 1, dividida por 4. Ora V5,3X64
ou V 339.,2 com um erro inferior a t é 6 ou 7, porque

63<339,2«6+t)3

I ?/- . r' i , 6 7. 'J ee J .. ~ogo V 5,3 com um erro mrenor a 4; e 4 ou 4' Isto e, ",ti ou 'J,' ti.
A primeira raiz é por defeito, a segunda é por excesso.

293. Para se poder extrahir uma raiz cubica convém saber de
cór os cubos dos numeros digitos. ou, pelo menos, ter presente
a seguinte taboa dos mesmos cubos.
Numeros digitos i, 2" 3, 4, 5, ' 6, 7, 8, 9
Cubos i, 8, 27, 64, i25, 2i6, 343, 5n, 729

Desde i até ,IQOO inclusive ha, pois, sómente W numeros in-
teiros, que sejam cubos perfeitos.

294. Theorema. O cubo da somma de duas parcellas e igual
ao cubo da primeira parcella, mais o triplo do quadrado da pri-
meira parcella multiplicado pela segunda parcella, mais o triplo da
primeira parcella multiplicado pelo quadrado da segunda parcella
e mais o cubo da segunda parcella, isto é,

(5+ 7)3=53 +3 X 52.7 +3 x 5. 72+ 73

Pela definição de potencia (§ 69) é.
(5+ 7)3= (5+ 7)(q+ 7)(5+ 7) ou (5+ 7)3= (5+ 7)2(5+ 7)

mas (§ 268) (5+7)2=52+2X5.7+72

logo, (5+7)3=(52+2x5.7+72)(5+7)
ou (§ 59)

(5+7)3 =53 +2 X 52. 7+5. 72t52. 7+2 x 5.72+ 7'
(5+7)3=53+(2+1)52.7 . (i+2)5.72+73

e finalmente
(5+ 7)3= 53+ 3X ~~.7+ 3 x 5 •72+ 73

295. Corollario I. O cubo de um numero inteiro composto de
dezenas e de unidades ~ igual ao cubo das dezenas, mais o triplo
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do quadrado das dezenas pelàs unidades, mais o triplo das dezenas
pelo quadrado das unidades e mais o cubo das unidades, isto é,

(265)3= (260)3+ 3 (260)25+ 3 • 260 • 52+ 53

ou, designando por d as dezenas e por u as unidades,
(d+u)3 =d3 +3 d2u+3 du2+ u3

296. Corollario II. Não I! cubo perfeito o numero inteiro, que
terminar em zeros, quando u numero d'estes não rór divisivel por 3;
porque, se o numero acaba no algarismo zero, a sua raiz ha de
forçosamente ter zero na casa das unidades, e o cubo de um nu-
mero acabado em zeros termina (~ 74) em um numero de zeros
divisivel por 3.
297. Corollario III. A dinàença dos cubos de dois numeras

inteiros consecutivos é igual ao triplo do quadrado do menor, mais
o trip'lo do menor e mais I, isto é,

863_ 853= 3 • 852+ 3 • 85 + i

86=85+ iCom effeito, sendo
será (~ 294)

863= (85+ i)3=853+3 x 852• i +3 x 85. i2+ 1.3

ou 863=853+3.852+3.85+ i

e, subtrahindo 853 a ambos os membros, obtem-se a igualdade que
se quer demonstrar.

298. A extracção da raiz cubica approximada até ás. unidades
de um numero inteiro, ou decimal menor que 1000 não depende
de processo especial.

Basta ter presente os cubos dos numeros digitos para com fa-
cilidade se acharem estas raizes. Para se ter V226,'!5 com um er-
ro inferior a 1 é necessario conhecer dois cubos consecutivos en-
tre os quaes esteja 226,25. Ora sabe-se que

63 ou 2i6<226<3lJ.3 ou 73

logo ~ \/226,25 é 6 ou 7; porque evidentemente é
63< 226,25< 73

299. Theorema. A raiz cubica exacta, ou approximada ate ás
unidades de qualquer numero inteiro, ou decimal consta de tantos
algarismos, quantas são as classes de 3 letras da parte inteira.

Notando que o numero 77581309673,72, por exemplo, tem 4-
classes de 3 algarismos a esquerda da virgula, póde verificar-se
que é

..

iOOOH< 7758i309673,72 < 1()()()4
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e portanto (§ 72)
(i()4-1)3 < 7758i309673, 7~< (i04)3

e :104-1 < V7758i309673,72 < i()4

300. Theorema. Decompondo o maior inteiro contido em qual-
quer numero dado em classes de tres algarismos da casa das uni-
dades para a esquerda, e extrahindo a raiz cubica exacta, ou qp-
proaimada por defeito até ás unidades, ao numero formado por t,
2, 3, etc., classes da esquerda, obtem-se i, 2, 3, etc., algarismos da
esquerda da raiz cubica exacta, ou approximada por defeito até ás
unidades do numero dado.

Suppondo que as raizes cubicas approximadas até ás unidades
por defeito dos numeros 77, 77581, 77581309, etc., são 4, 42,
426, etc., serão 4, 2, 6, etc., os primeiros algarismos da esquerda
da raiz cubica de 7758-1309673,72 approximada até ás unidades.

Com effeito, sendo 4 a raiz approximada de 77, será (~ 29i)
43<77«4+i)3

e, por serem (4+ 1)3 e 77 numeros inteiros, a sua differença será
necessariamente igualou superior a t, e ter-se-ha

43< 77,58i3096737~ < (4+ i)3

43X :10003< 7758i309673,72 < (4+ i)3X tO003

lJ,000< V7758i309673,72 < 5000e
D'estas desigualdades conclue-se: 1.°, que o primeiro algarismo

da esquerda de V77581:W!:J673,72 é l1" isto é, a raiz cubica de 77
approximada por defeito até ás unidades; 2.°, que a raiz cúbica
approximada até ás unidades tem 4 algarismos, isto é, tantos, quan-
tas são as classes de 3 algarismos, que tem a parte inteira do nu-
mero dado (§ 299).

Admittindo que 42 é a raiz cubica de 77581 appproximada até
ás unidades, será (~ 291)

423< 7758i < (42 + 1)3

,e, como (42 + 1)3 e 77581 são dois numeros inteiros, juntando ao
menor d'estes a fracção 0,30967372, ainda se obterá uma somma
inferior ao maior, e portanto será

423< 7758i,30967372«42+ i)3
ou
e finalmente

423X i003< 7758i309673,72 < 433X i()()3

4200<V7758i309673,72 < 4300

Logo 2 é o segundo algarismo da raiz.
30i. Theorema.. Subtrahindo de um numero inteiro ou decimal

o cubo das dezenas aa sua raiz cubica, e dividindo o numero de
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centenas do resto pelo triplo do quadrado das dezenas da raiz,
acha-se um quociente igualou superior ao algarismo das unidades
da raiz.

Sendo ~26 o numero de dezenas da raiz cubica de 77581309673,72
e u o algarismo das unidades da mesma raiz, será 4260 + u a raiz
cubica approximada por defeito até ás unidades, e portanto

77581309673,72> (4,260+u)3
ou (§ 295)

77581309673,72>(4,260)3 +3 (1J,260)2.u+ 3.4,260. u2+ u3

e finalmente
77581309673,72 -(4,260)3 > 3 (4,260)2U+3. 4260. u2+u3

~ O numero de centenas da difIerença indicada no primeiro mem-
bro d'esta desigualdade é evidentemente igual, ou superior ao nu-
mero de centenas da somma indicada no segundo membro, e este
numero de centenas é igualou superior a 3(426Y~.u, logo divi-
dindo as centenas contidas no resto 77581. 309673,72 - (42ôO)3 por
3(426)2 acha-se um quociente igual, ou superior ao verdadeiro al-
garismo u das unidades.

Se o numero dado fór um cubo perfeito, chegar-se-ha por o mes-
mo raciocinio a igual resultado.

302. Combinando os tbeoremas dos §§ 300 e 301 é facil desco-
brir o metbodo de extrahir a raiz cubica a um numero inteiro ou
decimal com um erro' inferior ai, com tanto que se conheçam as
raizes dos numeros inferiores a 1000. .

Com eífeito, decompondo a parte inteira em classes de tres al-
garismos da direita para a esquerda, e extrabindo a raiz cubica á

ultima, .tem-se o primeiro algarismo da raiz (~ 300). Escrevendo
um zero á direita d'este algarismo, elevando ao cubo o numero re-
sultante, subtrabindo este cubo do numero composto das duas clas-
ses da esquerda, e dividindo o numero de centenas do resto pelo
triplo do quadrado do algarismo achado (~ 301), tem-se um quo-
ciente igual, ou superior ao algarismo das unidades. Para se dis-
tinguir, qual d'estes dois casos se dá, formam-se as ultimas tres
partes do cubo (§ 295) do numero formado pelo primeiro alga-
rismo da raiz e pelo que se suppõe ser o segundo, e vê-se, se a
somma das ditas partes póde ou não ser subtrahida do resto aci-
ma achado. Se a subtracção fór possivel, o quociente incompleto
é efIectivamente o algarismo das unidades; se não fôr possível, é
necessario repetir a mesma operação com o algarismo immediata-
mente inferior, e, se este não satisfizer, com outro ainda menor,
e assim successivamente até se encontrar um para o qual a sub-
tracção seja possivel. Obtidos os dois algarismos, procura-se o ter-
ceiro de um modo analogo áquelle, por que se obteve o segundo,
e assim successívamente.
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303. Problema. Extrahir a raiz cubica com um erro inferior
a 1 a qualquer numero inteiro ou decimal.

Seja 77ã81309673,72 o numero dado. Decomponha-se este nu-
mero em classes de tres algarismos da casa das unidades. para a
esquerda. .
. A raiz cubiea da primeira classe, 77, da esquerda é 4, logo 4. é
o primeiro algarismo da raiz. Para se ter o segundo algarismo é
necessario extrahir a raiz cubica a 77581, e como se sabe já que
esta raiz tem 4 dezenas, segue-se que o numero de centenas de
77581-(40)3 dividido pelo numero de centenas de 3(40)2 dá ou
o segundo algarismo da raiz ou um numero ainda maior.

ti77'58! '3U9'ti73,72
6lJ,
l35'8f

2 • 504lJ,= tOO88
34933'09

6.536796 = 32 207 76
2725336'73,72

12785=3.lJ,260+5

I 4265
~00=3dJ

i22 = 3x 40 + 2 2lJ,lJ,= 3 d u + u2
5044= 3d2+3 dU+II,2

lJ,=ul!
529200 ..:....3 (420)2=:ld'z
7596= i266 • 6

536796
36

i266 = 3.lJ,20+ 6

5.54506725 = 2 725 336 25
48,72

54r..42800
63925

54506725

Dividindo 135 por 48 acha-se 2, e portanto é necessario exami-
nar agora se 2 é com effeito o segundo algarismo da raiz. Sendo
certo (~ 301) que este quociente 2 não pôde ser menor que o alga-
rismo procurado, é evidente que basta saber que é possível a sub-
tração 7758f-(42)3 para se poder concluir que o algarismo pro- .
curado é realmente 2.

Mas (~ 295)
.(lJ,2)3= (40)3+3 (r..0)2.2 +3 .40. 22+23

logo
7758! -423 = 7758:1-403-3 (40)2.2- 3 .lJ,0. 22-23

e, como se suppõe effectuada já a subtracção 77581- 403, segue-
se (~ 34) que será

7758! -lJ,23 = :1358:l- [3. (lJ,0)2.2 + 3 .lJ,0. 22+ 23J

logo, em vez de se subtrahir (42)3 de 77581, é melhor subtrahir
a somma 3 (/J.0)2. 2+ 3 (40). 2'!+ 23. do resto 13581 ultimamente
achado. Para mais facilmente se calcular a somma d'aquellas tres
partes do desenvolvimento do cubo, tirar-se-ha á somma indicada
o factor commum 2 e no resultado

(3.402+3.40.2+22)i
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tornar-se-há a tirar o (actor commum 2 ás duas ultimas parcellas
do primeiro factor. Achar-se-ba por este modo I

3 • ~()2• ~+ 3 • 4,0• ~2+ \13 = [3 • 4()2+ (3 •W+~)~]~
Escrevendo á direita do producto 3.4, depois de effectuado, o

algarismo 2 tem-se
3.W+2= n~ ou 3d+u

multiplicando esta somma t22 por 2, e juntando o resultado
(3.40 +2).2 ou 'i44 a 3.402 ou 4800, acha-se o numero ti044,
que multiplicado por 2 dá

50~~• 2 = 3 • ~02.2 +3. ~O• 22+ 23 ou [(3 d+u) 1.1+3d2] u

Subtrabindo agora 504.4X2 ou i0088 de 13581, acha-se 3493,
e portanto

7758:1.- ~23= 3~93

Para se ter o terceiro algarismo da raiz do numero dado é ne-
cessario extrahir a raiz cubica a 77581309, e, como é já conhecido
o numero ld de dezenas da dita raiz, basta seguir-se o processo
já explicado para se obter o referido algarismo. É possivel, porém,
evitar a elevação da raiz achada 42 ao cubo, de que aliás se pre-
cisa para se formar o divisor 3.422

•

Pela ordem por que se dispoz a operação tem-se 2

2Ml. = 3 (4,0).2+22 50~~=3 (~O). 2+22 +3(40)2

e lJ.=22

Sommando ordenadamente acha-se
5~92= 3 • ~02+ 2 • 3 •~o.2 + 3 • 22

ou
e finalmente (~ 273)

5292 = 3 (~()2+ 2.4,0.2 +22)

5292= 3 • (~2)2

Multiplicando por tOO ambos os membros vem
529200=3 (~~)2x i()2= 3 (~20)2

Conhecido o triplo do quadrado de 42 determina-se o terceiro

I Representando em geral por deu o numero de dezenas e o algarismo das
unidades da raiz as ' tres ultimas parcellas do desenvolVImento de (d+u)3 são

• 3d2,,+3du2+~3 e é evidente que estasomma se reduz a «3d+u)d+u2] u.
2 Sommando as tres parcellas 3 d 1.1+u2, 3 d 1.1+ 1.12+3 d2 e u2obtem-se a ex-

pressão 3d2+6dll t-3u2 da qual se deduz 3(d2+~du+U2), que é igual a
;j (d+U)2. ' ' '

ti
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algarismo da raiz, como se determinou o segilndo, e assim se con-
tinua até ao fim.

304. Os restos obtidos nas diversas subtracções, que successi-
vamente se vão fazendo, não podem nunca exceder ao triplo do qua-
drado da raiz achada augmentado do triplo da mesma raiz, porque,
se algum resto excedesse esta somma em uma unidade, a raiz te-
ria (~ 297) um erro por defeito igual a um exactamente, e, se o resto
excedesse a mesma somma em mais de uma unidade, o erro seria
ainda maior que 1.

305. Do que fica exposto deduz-se a seguinte:
Regra da extracção da raiz cubica. A raiz cubica de qual-

quer numero approximada até ás unidades obtem-se decompondo o
maior inteiro contido n'elle em classes de tres algarismos da direita
para a esquerda, e extrahindo a raiz approximada até ás unida-
des á primeira classe da esquerda. Esta raiz é exactamente o pri-
meiro algarismo da raiz procurada. Subtrahindo o cubo âeste alça-
rismo da primeira classe do numero dado, escrevendo á direita do
resto a classe immediata, separando com um ponto os dois ultimas
algarismos do numero resultante, e dividindo a parte d'elle, que fica
á esquerda do ponto, pelo triplo do quadrado da raiz achada tem se
wn quociente incompleto, que é, igualou superior ao segundo alga-
rismo da raiz. Verifica-se se este quociente satisfaz, ou não, escre-
vendo á direita do triplo da raiz achada o algarismo que se quer
sujeitar á prova" multiplicando o numero assim formado pelo mes-
mo algarismo, escrevendo o producto por baixo do triplo do qua-
drado da raiz achada, sommando estes dois numeres, multiplicando
a somma pelo algarismo, que se experimenta, e vendo se é passivei
subtrahir este producto do numero, que se {armou com o resto e a
segunda classe. Se a subtracção é possioel, o algarismo ensaiado é
o segundo algarismo da raiz, se não satisfaz, é preciso repetir os
mesmos ensaios com os algarismos sucessivamente menores até en-
contrar um que satisfaça. O alçarismo achado por este modo escre-
ve-se na raiz, e depois de elfectuada a subtracção escreve-se á di-
reiui do resto a terceira classe e separam-se com um ponto os dois
ultimas algarismos. Para se obter o terceiro algarismo da rdiz di-
ciâe-se o numero, que fica á esquerda do ponto, pelo triplo do qua-
drado da raiz achada. Este divisor acha-se sommando os seguintes
numeras: 1.0, a somma do triplo do primeiro algarismo com o se-
.gttndo algarismo multiplicada por este algarismo .. 2.°, a somma
d'este primeiro numero com o triplo do quadrado do primeiro alga-
risma seguido de dois zeros .. 3.°, ()quadrado do segundo algarismo.
Escrevendo á direita d'esta somma dois zeros tem-se o triplo do que-
drado das dezenas da raiz cubica do numero formado pelas tres
primeiras classes da esquerda. Continuando com o processo, como
até. aqui, acha-se o terceiro algarismo da raiz e depois o quarto,
quinto, etc. .
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306. Tira-se a prova a uma extracção de raiz cubica, elevando
ao cubo a raiz achada e juntando-lhe o resto, ou extrahindo os no-
ves, ou onzes á raiz, elevando ao cubo o resto obtido, lançando
fóra do resultado os noves ou onzes, sommando o numero resul-
tante d'esta exclusão com o resto da extracção da raiz, e lançando
fóra os noves ou .onzes a esta somma.
É evidente que, para a operação estar certa, é necessario que

o ultimo resto seja igual ao que se obtem extrahindo ao numero
dado os noves, ou onzes, ou que, se se empregou a primeira
prova, a somma do cubo da raiz com o resto seja igual ao numero
dado.

307. Problema. Extrahir a raiz cubica com um, erro menor que.
~ a qualquer numero inteiro ou decimal.

Seja 7,32M o numero dado e 0,01 ou i~ o limite superior do
erro admissivel.

~/___ iPara se obter y 7,3254. com um erro menor que iOO' deve (~ 292)
multiplicar-se 7,3254. por 1003, extrahir-se a raiz cubica á parte
inteira de 7 ,32M. X 1003 ou 7325400 com um erro inferior a 1 e
dividir-se a raiz achada por 100.

Procedendo d'este modo acha-se

I i9lJ.
300
35i=39x9
65i
8i

lO83DO
2296=574,X ~

H0596

V7'3 2 5'4,00
i
63'25
5859

lJ,664'DO

H238lJ,
2lJ,0 i6

3--- . tLogo y7 ,3'tM= 1,94 com um erro por defeito menor que 100'
i

Na pratica, quando o limite da approximação é da fórqla iOOO ... '

não se costuma supprimir a virgula, mas tem-se o cuidado de a
collocar na raiz, logo que se baixa a classe, que está á direita da
virgula no numero dado, e de ir baixando as classes completas de
tres algarismos, até a raiz ter-as casas de dizima que requer a ap-
proximação, ' ,

Para achar V'273458965',32 com um erro inferior a, i~ ou 0,01
procede-se como em seguida se vê

th



V2731~58'9 65,3i
216
574'58
46 144
li 3 149'65

ii 2 t5H9
995 t6 3200'00

16i

I 649,07
10800
736= 184.&.

H536
16

U28800
17361= t929. 9

t24616i
8i

t2636030000
1362949= t94707 • 7

1263739294988461 750643
ti 054569357

Logo V2.73MS8965,32=64.9,07 com um erro por defeito menor
que 0,01. ,

308. Um quebrado irreductivel só é cubo perfeito, quando am-
bos os seus termos o são, porque, não podendo ser numero inteiro
a raiz cubica de um quebrado ~ irreductivel, será, designando por
x ,. b' d ay a raiz cu ica e b'

~= (~)3 . OU (~ 217) a x'
b.y !j b =ys

e como o quebrado ~ sempre se pôde considerar irreductivel, se-y
xl '

gue-se que "3 tambem o será (~~ 147 e 189), e portanto que ou éy

a=x3 e b=y3 ou a=rn.x3 e b=rn.y3

Logo para extrahir a raiz cubica a um quebrado convém primeiro
simplífícal-o, e depois examinar se os termos do quebrado irredu-
ctiveI são cubos perfeitos.

A raiz cubica do quebrado, cujos termos são cubos perfeitos, ob-
tem-se extrahindo a raiz cubica tanto ao numerador como ao deno-
minador, isto é,

13 /21 _ 13 f3' _ t-'3i _ 3
V 125 - V 5' - tl5i - 5

E com ~eito o cubo de ~ é (§ 2-17) ~ ou t
2:5'

309. Quando os dois termos do quebrado não são cubos perfeí-
tos, pôde reduzir-se o quebrado a dizima e extrahir-se ao numero
decimal resultante a raiz cubica com a approximação que se de.
sejar.
, .'j- t

Para calcular V ~ com um erro inferior a o.oon ou l~ re-
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duz-se !: a dizima, e extrahe-se a raiz a 0,64 com um erro infe-

rior a l~' isto é, calcula-se V6~OOOOooooOO com um erro infe-
rior a t e divide-se por tOOOO a raiz achada. Ora é' evidente que
esta operação equivale a multiplicar !:por iO0003, a extrahir com

• r . • • . b' 16.1()()()()3 00 Oum erro interior a '1 a raiz cu ica a !t:i ou MOOOOO O O
e a dividir o resultado por i0000.

Acha-se assim
V 6~OOOOOOOOOO= 8617

com um erro por defeito inferior a I, e portanto

.3;-V ~ = 0,8617 com um erro por defeito inferior a 0,0001

3iO. Outro modo de extrabir a raiz cúbica a um quebrado, que
não é cubo perfeito, consiste em tornar o denominador um cubo
perfeito. extrahir a raiz cubica approximada ao numerador e a raiz
cubica exacta ao denominador, e formar com as duas raizes os ter-
mos de um quebrado. .

Applicando este processo ao quebrado !:' cujo denominador se
torna um cubo perfeito mnuípücando-o por 5, tem-se .

~8/I6=~af8õ= V8õ
ViS Vü5 5

•e extrahindo a raiz cubica a 80 com um erro inferior a O,OOOi
(~ 307) vem

'VOO= 4.,3088

e portanto •8/~ - 4,3088 °86176V25- II = ,

O erro da raiz 0,86 t 76 é evidentemente menor que O,~i_ou 5~()()'

3 i i. Para tornar o denominador de um quebrado cubo perfeito,
sem que o quebrado mude de valor, é necessario escolher um fa-
ctor conveniente pelo qual se multipliquem os dois termos do que-
brado.

Quando o denominador é numero primo, o menor factor, que
póde tornal-o cubo perfeito, é o quadrado do denominador. Não
sendo primo Ç> denominador, o meio mais geral de achar o factor,
que satisfaz áquella condição, é decompor o denominador em fa-
ctores primos, e formar um producto com os factores primos, cujos
expoentes não são multi plos de 3, dando a cada factor o expoente



166

1 ou 2 conforme o expoente d'elle no' 'ôenominador do quebrado
der o resto 2 ou 1 dividido por 3.

Se o denominador decomposto em factores primos der 2~. 3.54•

'79• H3, o menor factor, que convém introduzir, deve conter os fa-
ctores primos 2, 3 e 5, o primeiro com q expoente I, ou sem eX1
poente, e os outros com o expoente 2. E facil, com effeito, veria
ficar que o producto 2~.3.54.79.1PX2.3:1.5i é um cubo per-
feito, porque evidentemente é igual a

, -,

ou (§ 7~)

e (§ 71) 2Z • 3 • 54 • 79 • {I 3 X ~ • 32 • 52 = (2 • 3 • 52 • 73 • 11)3

EXEROJ:OJ:OS

I. Extrahir as raizes cúbicas dos seguintes numeros: 12597i2; 257259"'56;
f33i 5i2000 356H289

997002999; 5i,895H 7; 0,0089989i2; 2209j 884737;42i44i92'
II. Extrahir com um erro inferior a 0,1 as seguintes raizes cubicas :V 520683"', V"'236,068, V608375692,6235, Vf~~, \l5?!:~62,\j7~~49t
III. Extrahir com um erro inferior a 7~ as raizes cúbicas dos seguintes nume-

ros: 325; 0,8; 0,27; 52,65; "'837,OO68;'00:2~8'
IV. Extrahir com um erro inferi o; ri 50 as seguintes raizes cubicas :

Vf25034,867, \1904,3256482,125, 3 55383~t48.
V. Extrahir com um erro inferior a : as raizes cuhicas dos numeres 6~93;

647
85"'7,06; 225'

VI. Provar que não é cubo perfeito o numero que pela exclusão dos noves der
de resto 2, 3, 4, 5, 6 ou 7. •

VIL Provar que não é cubo perfeito o numero que é divisivel por um numero
primo, e não o é por o cubo do mesmo numero primo.

VIII. Provar que não é cubo perfeito o numero impar, que não fór igual a um
múltiplo de 8 augmentado ou diminuido de i ou de 5.

IX. Provar que para um quebrado ser cubo perfeito é necessario e sufficienle
que o seja o producto de um dos seus termos pelo quadrado do outro.

X. Provar que são desiguaes as differenças entre um numero irracional :;N e
as duas raizes cubicas de N approximadas até ás unidades, uma por defeito e ou-
tra por excesso. '

CAPITULO III

Operações sobre numeros inoommensuraveis-Calculo de radtcaas

312. As definições dadas anteriormente sobre as operações or-
dinarias da arithmetica, suppõem que todos os numeros são intei-
ros ou fraccionarios, e excluem portanto a hypothese de todos elles,
ou sómente alguns serem incommensuraveis.

O symbolo vã, por exemplo, representa uma grandeza determi-
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nada (~ 264) e comtudo é impossivel exprimil-a sem erro algum
por um numero inteiro ou fracoionario.

€ certo, porém, que V3 é (§ 264) o 'li~ite commum de duas se-
ries de numeras commensuraveis, uma crescente, outra decres-
cente. O mesmo acontece t com o symbolo ~." A expressão sym-
bolica Vã+V2 representa, portanto, uma somma de .grandezas de-
terminadas, que jámais poderá ser expressa exactamente por al-
gum numero inteiro ou fracciona rio. .

313. Imaginando duas series de numeros commensuraveis, uma
formada de numeras que tendam para V3 como limite e outra de
numeros que tendam para V2, e sommando os números corres-
pondentes d'estas duas series ter-se-ha uma série de sommas de
numeros commensuraveis.

Admitlindo que esta serie de sommas tem um limite e que o limite
da somma é igual á somma dos limites das parcellas; definir-se ha
somma de dois ou mais numeres incommensuraveis o limite das som-
mas dos numeres commpnsuraveis, que successivamente se vão ap-
proximando dos referidos numeras incommensitraveis segundo al-
guma lei.

314. Admiltinc10 que uma differença. cujos termos são numeras
eommensuraceis, que tendem para limites incommensllraveis, tem
limite e que o limite da differença é igual á differença entre os limi-
tes do additivo e subtroctioo, chama-se differença de dois numeros
incom1llensurateis ao limite das diffl'renças dos numeres commensu-
raveis, que successivamente se vão approximando dos referidos nu-
meros incommensural'eis segundo alguma lei. '

315. Em geral, admittiremos como evidente, que os resultados de
quaesquer operações praticados sobre numeras commel1surat)ei,~,que
euccessivo e indefinidamente' se vão approximando segundo alguma
lei de numeres incommensuraveis, tendem para um limite; e que
este limite é igual ao resultado das operações indicadas sobre os nu-
meras incommensuraveis, que são limites dos referidos numeres com-
mensuraoeis.

316. Aélmittindo este principio geral ter-se-há por, definição:
Producto de dois ou mais numeres inccmmensuraoeis é o limite

dos pro duetos dos numeres commensuraveis, que successivamente se
vão approximando dos referidos numeras incommensuraveis segundo
alguma lei;

1 O symbolo V2 representa a diagonal de um quadrado, cujo lado se tomou
para unidade. O s)mbolq Vã representa a diagonal de um cubo, cuja aresta se
escolheu para unidade. E certo que, tanto uma como outra diagonal, são grande-
zas bem determinadas, e com tudo nenhuma d'ellas poderá exprimir-se exacta-
mente por um numero inteiro ou fraccionário, emquanto não se mudar de uni-
dade. O mesmo acontece á sornma das duas diagonaes, isto é, a V2+Vã, quando-
o lado do quadrado e a aresta do cubo são iguacs á unidade adoptada.
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Quociente de dois numeros incommensurcoeis a o limite dos ,quo-

cientes dos números commensuraneis, que successivamente se vão ap-
proximando dos referidos numeras incommensuraveis segundo al-
guma lei; ,
-Baiz m de um numero incommensuraoet é o limite para que ten-

dem todos os numeras commensuraveis, que »ão crescendo ou decres-
cendo segundo alguma lei, de modo que as suas potencias de grau •
m sejam todas menores, ou todas maiores que o referido numero in-
commensuravel.

317. Theorema. Oproducto de radicaes do mesmo indice I! igual
á raiz do mesmo índice do proâucto de todos os numeras escriptos
debaixo dos radicaes, isto é,

i!AxV'BXVG=VAXBxC
Suppondo que VÃ, vii e Va são commensuraveis, isto é, que

A, B e C são potencias perfeitas do grau m, é
a"'=A bm=B c"'=C

designando a, b e c as raizes m de A, B e C.
Multiplicando ordenadamente estas equações, tem-se
amXb"'xcw=AXBxC ou (§ 71) (axbxc)m=AxBxC

e consequentemente
aXbxc=VA>..BxC ou 'VAX'~/BxvC= VAxBx C

Não sendo commensuraveis todos, ou alguns dos factores do pro-
dueto VA X vii X Va,será este por definição (§ 316)o limi te para
que tendem os productos dos factores commensuraveis. que téem
por limite os factores dados, e como aquelle limite é por defluição
V A X B X C segue-se que será também n'este caso

v1x'VBx yfc= VAXBxC

Este theorema pó de enunciar-se assim: a raiz m de um pro-
âncu: a igual ao producto das raizes m dos seus factores.
318. Corollario. A potencia n de uma raiz do grau m é igual

á raiz m da potencia n do numero escripto debaixo do radical,
isto é,

(vA)1t = vAn
Pela definição de poiencía é

(m/-)" m/- "'1-vA =vAxvAx ...
e pelo ~ anterior é

vr al/A- m/AX 'O/A-V Xy x···=v AX ... =v·
Logo (VÃ)II = VT-
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3t9. Theorema. O producto de um numero A pela raiz m de
B é igual á raiz m do proâvao de Am por B, isto é,

. AyB=VAwxB

Sendo qualquer numero A igual a VAi, VAã, VA4, ele. será em
geral

e portanto (~ 317)
AVB==vAmxVB

AY'B=yADlXB

Por meio d'esta proposição póde metter-se debaix.o de um ra-
dical qualquer numero que esteja a multiplical-o, ou inrersamente
póde simplificar-se um radical tirando para fóra d'elle os factores,
que forem potencias perfeitas do grau designado pelo indice do
radical.
320. Theorema. O quociente reeultante da divisão de radicaes

do mesmo indice é igual á raiz do mesmo indice do quociente resul-
tante da divisão dos numeres escriptos debaixo dos radicaes, isto é,

YÃ_:'~
Víi-YJi

Suppondo conhecido o quociente Q resultante da divisão indi-
cada no primeiro membro, ter-se-há

\!A= Qxvi1
elevando a m ambos os membros (§ 7 i)

Logo

e

Enuncia-se este theorema do seguinte modo: a raiz m de um
quebrado é igual á raiz m do numerador sobre a raiz m do deno-
minador.
32L Theorema. O radical, cujo índice é um numero multipla,

p6de decompor-se em uma serie de radicaes sobrepostos, que tenham
por índices os divisores do numero multipío, isto é,

v:=~=~
Representando por a o valor de ~'V'Atem-se

A=a2•3
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e portanto (§ 72)
Â=(a2)3

D'estas igualdades lira-se
ou

., '

e finalmente

VVA=a=Y'~
ou " "

ou
,3 ri: vr
yvA=a=YA

?

322. Theorema. Um radical não muda de valor numérico,
quando se multiplica pelo mesmo numero inteiro o inâice e o ex'>
poente do numero, que o radical offecta, ou quando se divide este
expoente e o indice por um dos seus divisores communs.
, Seja a o valor numerico de VA2, isto é,

a={yA2
Elevando ambos os membros ao cubo vem

a3=CVA2)3=A%
e, elevando ambos os membros d'esta igualdade ã potencia m,
tem-se (§ 72)

ou 'aJm = A2m

Extrahindo a raiz do grau 3 m acha-se finalmente

e portanto
VF=3vA%m

Com este principio é facil simplificar um radical, quando o seu
indice e o expoente da quantidade que elIe affecta, não são primos
entre si. '

323. Reduzem-se radicaes ao mesmo índice, exactamente como
se reduzem quebrados ao mesmo denominador, tratando os indices
dos radicaes, como denominadores de quebrados, e os expoentes
das quantidades affectas dos radicaes, como numeradores.

A reducção de radicaes ao mesmo índice é uma operação indis-
pensavsl para elles se poderem multiplicar ou dividir. Applicando
estas regras á seguinte multiplicação de radicaes, acha-se
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EXElRO:Io:róe ..
\ r • , " I ',.Ii

1 Demonstrar que a raiz m de qualquer numero A com um erro inferior a' ii'
póde obter-se extrahindo a raiz m ao producto A. dOI com um erro inferior a t. e:
dividindo por d o resultado. .

II. Calcular V~+ Vã com um erro inferior a 0,01.

III. Demonstrar a igualdade y \lU _= V5 ~.
y5+v4 _'_~

IV. Demonstrar a igualdade V 4:+V 12X V4: - V i2 = 2
V. Demonstrar a igualdade V4.96125=i5Vi47.
VI. Demonstrar a igualdade V720- V320 = 4: V[
VIr. Achar com um erro inferior a O,i os valores de V-i2-11, V-lt3-5,V27, V~L
VIII. Demonstrar a igualdade V9. Vs .V5= V i0800. (

Vii :2 @i. IX Demonstrar a igualdade V5 =: V t25' .

X. Deduzir as condições necessarias para serem commensuraveis os quocientes
VÃ ViI'VB e VB quando A e B representam numeros comrnensuraveis.

LIVRO V

PROPORÇÕES, PROGRESSÕES E LOGARITUMOS

CAPITULO I

Proporções e progressões por difl'erença

324. Rasão por dífferença, ou rasão arithmetica, a o ex-
pressão, que mostra, quanto um numero excede, ou é inferior, a ou-
troo Indica-se uma rasão por diflerença escrevendo este numero
depois d'aquelle e collocando entre os dois o signal-. As expres-
sões 7 -.i e 4 -7 são duas rasões arithmeticas, das quaes a pri-
meira mostra, que 7 excede 4 em 7 -!~ ou 3 unidades e a segunda,
que 4 é excedido por 7 em 7 - 4 ou 3 unidades. Chama-se ante-
cedente da rasão ao numero escripto á esquerda do signal - e ctm-
sequente da rasão ao numero escripto depois do mesmo signal. Ex-
poente da rasão é o valor absoluto do nnmero de unidades e par-
tes da unidade, que representa o excesso do maior dos termos da
rasão sobre o outro.

3'%5. A rasão arithmetica póde ser de maior desigualdade, de
igualdade ou de menor desigualdade, conforme o antecedente é su-
perior, igualou inferior ao consequente.

A rasão arithmetica de igualdade equivale a uma igualdade, as-
sim a rasão aritbmetica 4-4, cujo expoente é zero, exprime o
mesmo que a igualdade ~=4.
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A rasão arithmctica de maior desigualdade corresponde eviden-
temente a uma subtracção indicada, e por isso o seu expoente
(~ 324.) não muda de valor (~ 36), quando se junta ou sublrahe o
mesmo numero, tanto ao antecedente, ou additivo, como ao conse-
quente, ou subtractivo. O excesso de 7 sobre !', por exemplo, é o
mesmo que o de 7 +3 sobre 4+ 3 ou o de 7 -3 sobre 4-3.

A rasão aritbmetica de menor t desigualdade ditrere de uma sub-
tracção indicada sómente na ordem em que estão escriptos os seus
dois termos, isto é, em o subtractivo estar á esquerda do additivo.
Como, porém, o excesso de um numero sobre outro não depende
da ordem, por que os dois se escrevem, segue-se, que n'esta es-
pecie de rasões arithmeticas tambem o expoente se conserva o
mesmo, quando aos dóis termos se junta ou subtrahe o mesmo nu-
mero. Sendo, por exemplo, 7 - 4. ou 3 o que falta a " para ser
igual a 7, será tambem 3 ou (7 +2)-(4+2) o que falta a 4+2 para
ser igual a 7+ 2, logo as rasões arithmeticas 4-7 e (l.+2)-
-(7 + 'i) são iguaes, porque exprimem a mesma falta.

Na rasão arithrnetica de igualdade tambem o expoente não muda
de valor, quando a ambos os termos da rasão se junta ou diminue
o mesmo numero.

326. Proporção por dífíerença ou proporção arithme-
tica é a expressão que mostra a igualdade de duas rasões por di!-
[erença,

A proporção aritbmetica, ou por diflerença, consta de quatro ter-
mos, dos quaes o primeiro e ultimo se chamam extremos, e os ou-
tros meios. Chamam-se antecedentes da proporção aos antecedentes
das duas rasões, e consequentes da proporção aos consequentes das
rasões. .

A igualdade
8-6=i2-iO

e uma proporção por difíerença, porque mostra a igualdade das
duas rasões de maior desigualdade 8 - 6 e f 2 -10. Os antece-
dentes d'esta proporção são 8 e 12, e os consequentes 6 e 10.Os
termos 8 e 10são extremos, os termos 6 e 12 são meios.

327. Theorema. Em todo a proporção por dilferença é a somma
dos meios igual á sonuna dos ex/remos.

A proporção
8-,6= i2-iO

póde considerar-se equivalente a uma rasão arithmetica de igual-
dade, na qual o antecedente é 8-6 e o consequente 12-10; mas
-------- ------
I Logo 'que se admitia a existencia de quantidades negativas, desapparece a ne-

cessidade de distinguir a rasão arithmetica de maior desigualdade da rasão arith-
metica de menor desigualdade. A primeira terá por expoente uma quantidade po-
sitiva, a segunda uma quantidade negativa.
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o expoente d'esta rasão não muda de valor (~ 325), quando a cada
um dos dois termos se junta 6+ i~ ou iO+6, logo

8-6+6+IO=lt-t.O+t.O+6 ou 8+iO=U+6

328. Theorema. Quatro numeras escriptos por ordem tal, que
a somma dos dois extremos seja igual á somma dos dois do meio
{armam proporção arilhmetica ou por differença. Assim se os nu-
meros {5, 4., t7 e 6 forem taes que seja

t5+6=~+17 será i5-lj,=f.7-6

Com eãelto, sendo (HS+6)-(4.+i7) uma rasão de igualdade,
tambem [(t5+6)-,6+4.)]-I.(4.+i7)-(4o+6)] será uma ra-
são de igualdade, porque o expoente não deixa de ser zero, quando
se subtrabe 6+ 4 ou 4.+6 ao antecedente e ao consequente ..Tem-
se pois

ou (~ 34)
e finalmente

US+6-6-lj, i+17-~-6

15-4=17-6..
329. Estes dois theoremas ( ~ J27 e 328) constituem a proprie-

dade fundamental e caracterlstica das proporções por diíferença ou
arithmetica . O primeiro repre enta a propriedade fundamental di-
recta das proporções, e o segundo a sua propriedade fundamental
inversa.

330. Conhecidos tres do quatro termos de uma proporcão ari-
tbmetica é facil calcular o termo desconhecido, porque ou elle oe-
cupa um dos extremos, e então é igual á somma dos meios menos o
extremo conhecido, OZt occupa um dos meios, e é igual á somma dos
extremos menos o meio conhecido.

Representando por x o termo desconhecido, e suppondo que é

t5-~=f.7-x será(§ 3:!7) i5+x=i7+lj,

e t5+x- 15 ou J' 17+4- 15

Se fosse
seria (~ 327)
e

15-~ .1:-6

i+x 15+6

4+X-lj, ou .1:--15+6-4

33i. Em toda a proporção arithmetica podem trocar-se os Ioga-
res aos termos, corntanto que o doi que oceupam os meios ou ex-
tremos continuem a ser meios ou extremo , ou pas em juntamente
para extremos ou para meio . É evidente que com taes mudanças
de logar, ou não varia a omma do meios nem a dos extremos,
ou se converte uma omma na outra, e em ambos os casos a somma
dos meios continua a ser igual á omma dos extremos.
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Admittindo, pois, que é verdadeira a proporção
U-7=8-3

deverá tambem admittir-se, que são verdadeiras as seguintes pro-
porções

t2-8=7-3 7-i2=3-8 8-3=12-7

Passa-se da primeira proporção para as tres seguintes alternando,
invertendo ou transponâ» a proporção dada.
Alternar uma proporção e trocar os logares dos meios. Inver-

ter e trocar os termos em cada rasão. Transpor ~trocar as rasões.
Quando se alterna uma proporção, os meios continuam a ser

meios e os extremos continuam a ser extremos; quando se inverte,
ou quando se transpõe, uma proporção, os meios passam para ex-
tremos e os extremos para meios.

33~. Em toda a proporção arithmetica podem juntar-se ou ti-
rar-se nu meros aos seus termos, comtanto que a nova somma dos
meios continue a ser igual á nova somma dos extremos.

Póde, pois, juntar-se ou tirar-se o mesmo numero a um extremo
e a um meio, porque assim se augmenta ou diminue do mesmo
numero a somma dos extremos e a somma dos meios; ou juntar-se
um numero a um extremo ou meio, e diminuir-se o mesmo numero
do outro extremo ou meio.

333. Proporção arithmetica continua é a que tem iguaes
entre si os dois meios ou os dois extremos.

Invertendo ou transpondo (§ 331) uma proporção, cujos extre-
mos são iguaes, obtem-se uma proporção com os meios iguaes. Ge-
ralmente é assim que se apresentam as proporções continuas.

Os dois meios iguaes de uma proporção arithmetica contínua
constituem um só meio termo, que se chama meio arithmetico ou
meio ditferencial dos outros dais numeres dados.

334.. Theorema. O meio termo de uma proporção arithmetica
contínua e igual á semi-somma dos extremos.

Sendo, por exemplo,
8-x=x-i2

uma proporção contínua por diíferença, será (~ 327)
x+II7=8+12

e, como (~ 4.9) a sornma x + o: é igual ao producto 2X.x ou 2x,
2x=8+U

8 (§ 75)

Se fosse

8+1:1
a;=-j-



.75

seria tam bem x+x=8+U
8-H~x=-j-e

É facil descobrir (§ 230) a rasão porque ao meio termo de uma
proporção arithmetica contínua se chama meio arithmetico, ou dif-
ferencial dos dais termos extremos.

335. Progressão por ditrerença ou progressão arithme-
tica é uma serie de numeres, que vão augmentando ou diminuindo
constantemente, de modo que a differença entre dois numeras conse-
cutivos seja sempre a mesma.

Cada um dos numeros chama-se termo da progressão, e a dif-
ferença constante entre quaesquer dOIS termos seguidos da pro-
gressão é a rasão da progressão.

A progressão é crescente, quando os seus termos vão sempre
augmentando, e é decrescente, quando os termos vão diminuindo.
Geralment-e indica-se a progressão arithmetica pondo á esquerda
dos seus termos o signal -;-

As series de numeros
+2:1.; rs, i5; i2; 9; 6; etc. +0; 3; 6; 9; 1.2; Ui; etc.

formam duas progressões arithmcticas, nas quaes a rasão é 3. A
primeira e decrescente, a segunda é crescente t.

336. Theorema. Qualquer termo de uma progressão arithmetica
crescente é igual ao primeiro termo, mais o producto da rasão pelo
numero dos termos menos um, ou pelo numero dos termos interme-
dias mais um.

Designando a o primeiro termo de uma progressão arithmetica,
ou por difIerença, e r a rasão, será a+r (~ 335) o segundo ter-
mo, (a + r) +r ou a + 2 r o terceiro termo, a + 3 r o quarto ter-
mo, a + ~r o quinto termo, e assim successivamente.

Comparando os termos
+a,a+r, a+2r, a+3t·, a+4r, a+5r, a+Br, etc.

d'esta progressão reconhece-se, que cada um d'elles é a somma de
duas parcellas, das quaes a primeira é constantemente a, e a se-
guntla é o producto da rasão r por um factor variavel t, 2, 3, etc.,
que mostra, quantos são os termos escriptos à esquerda de cada
termo.

Representando por u o termo de ordem n, isto é, o que tem
antes de si n - f termos, será, pois

u=a+(n-i)r (i)

1Quando se admittem as quantidades negativas, a progressão arithmetica cres-
cente distingue-se da progressão arithmelica decrescente, em ser a rasão positiva
na primeira e negativa na segunda. Da admissão de taes quantidades resulta que
a progressão arithmetica decrescente pôde continuar indefinidamente.
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Suppondo que i é o numero de termos intermedíos, isto é. o
numero de termos comprebendidos entre a e ti, será

i+~=n 00 i+i-n-i
u=a+(i+f.)r '(~)e portanto

337. Corollario. Qualquer termo de uma progressão arithme-
tica decrescente é igual ao primeiro termo diminuido do proâucto
da rasõo pelo numero dos termos metros um, ou pelo numero dos
termos intermedios mais um.

Escrevendo a progressão decrescente
+a,a-r, a-:-2"r,a-3r, a-~r, ... u

em ordem inversa, obtem-se aprogressão crescente
+U,... a-~r, a-3r, a-~r, a-r, a

na qual o ultimo termo a é (~ 337) dado pela igualdade
a=u+(n-i)r ou pela a=u+(i+t)r

O'estas igualdades deduzem-se
u=a-(n-i)r ou u=a-(i+l)r (3)

338. As igualdades (I), (2) e (3) podem servir para achar qual-
quer termo de uma progressão arithmetica, quando se conhece a
rasão, outro termo da progressão considerado como primeiro e o
numero de termos comprehendidos entre o termo conhecido e o
desconhecido, ou o numero total dos termos incluindo ambos, e cha-
mam-se formulas do termo geral de qualquer progressão por ditfe-
rença ou arithmetica.

As igualdades (1) e (2) convertem-se, nas igualdades (3), mu-
dando o signal aos productos (n - 'I)r e (i + 1)r.

339. Problema. Calcular o vigessimo quinto termo de uma pro-
gressao arithmeiica crescente, suppondo que o primeiro d'elles é 0,2
e a rasão é 0,05. " ,

Formando os termos snccessivos da progressão, a partir do ter-
mo 0,2, não será difficil chegar a conhecer o termo de ordem 25;
é comtudo muito mais facil recorrer a uma das formulas (1) ou
(2) do § 336, fazendo n'ella a=0,2, n=25, r=0,05.

A primeira das ditas formulas dá
~á=0,2+(25- i) .o,ms ou 112<;=0,2 +2~ .0,05= 1,4.

e a segunda'
U2á=0,2+(23+ í) .0,05 'ou ~á =0,2+~~ .0,05= l,~

340. As formulas
u=a+(n-t)r e u":a-(n-i)r
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que dão o termo geral de qualquer progressão crescente, ou de-
crescente, servem tambem para calcular qualquer das quatro quan-
tidades a, n, 1', u, quando se conhecem os valores das outras Ires.

Com effeito, da igualdade
u=a+(n-1)r

e por consequencia '
deduz-se u-a=(n-i)r

u-ar=-n-l e a=u-(n-t)r

Da mesma igualdade se deduz successivamente

u-a= (n-i)r n-i=~
r

e n=~+1r ou (§ i99) u-a+rn=--- r
Se a progressão fôr decrescente, ter-se-ha

u=a-ln-i)r a=u+(n-i)r
a-ur=-

. n-l n=~+t=~r~ r

Mudando em todas estas formulas n - t em i,+ f, ou n em
i+ 2, vem para a progressão crescente

('+1) "-a '+2 u-a+ra=u- I 1', r=i+i' t =--r- ou . u-a-r
t=--- r

e para a progressão decrescente 1

+('+1) a-" '+2 a-,,+r'a=u t r, r= i+1' t =--r- ou , a-,,-!'
t=---

r

34.1, Problema. Inserir 9 meios aruhmeticos, ou por differença
ontre os numeras 5 e j 6.

Inserir 9 meios arithmeticos entre dois numeros é formar uma
progressão arithmetica, de que estes dois numeros sejam o pri-
meiro e ultimo termos, e na qual haja 9 termos entre os extre-
mos.

Para resolver este problema é preciso portanto calcular a rasão
r da progressão, suppondo que a=5, uH=t,6 e n= H ou i=9.

Substituindo estes valores nas correspondentes formulas (~ 340)
acha-se

l6-5
r=U_l

e effectuando as operações

ou i6-5
1'= 9+1

r=i,i

J Admittindo a existencia das quantidades negativas, basta mudar r em - r nas
formulas relativas ás progressões crescentes para se terem as formulas analogas
das progressões decrescentes,
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A progressão vem pois a ser
+5; 6,t; 7,2; 8,3; 9,lj,; iO,5; H,6; i2,7; i3,8; :14,9;Hi

Na pratica, quando se não sabem de cór as formulas demons-
tradas no ~ 34,0, substituem-se os valores numericos n'uma das
formulas (i) ou (2) do ~ 336, e deduz-se deuma ou de outra o
valor de r.
3í~. 'llheorema. Inserindo igual numero de meios ariüuneticos

entre cada dois termos consecutivos de uma progressão aruhmetica,
obtem-se uma nova progressão ariihmetica.

Inserindo 4 meios arithmeticos (~ 341) entre cada par de ter-
mos consecutivos da progressão -;-3, 5, 7, 9 obtem-se a serie dos
numeros

3; 3,[i; 3,8; 4,2; 4,6; 5; 5,4; 5,8; 6,2; 6,6; 7; 7,lj,; 7,8; 8,2; 8,6; 9

que tambem estão em progressão.
Com effeito, os 6 termos, desde :l até 5 inclusive, formam uma

progressão, cuja rasão é !+! ou lj,~i' designando: em geral, por
r a rasão da progressão -;-3, 5, 7, 9.

Os 6 termos, desde fi até 7, constituem outra progressão, na
qual a rasão é ~+~ou lj,~i' Os 6 termos immediatos, desde 7 até

9-7
9, também estão em progressão, tendo a rasão igual a 4+1: ou

j'

lj,+i"
Todas estas progressões successivas têem, pois, a mesma rasão,

e como o ultimo termo de cada uma é primeiro da immediata, se-
gue-se, que todas ellas não formam senão uma só progressão.

Em geral, sendo r a rasão de uma progressão e i o numero de
termos inseridos entre cada dois termos consecutivos, será a Iasão

j'

da nova progressã~ i+i'

343. Theorema. Quatro termos de uma progressão arithmetica
formam proporção arithmetica, quando entre o primeiro e o segundo
ha tantos termos intermedios, como entre o terceiro e o quarto.

Sejam a, b, teu quatro termos de uma progressão arithmetica
dispostos de modo que haja i termos intermedios tanto entre a e
b, como entre teu. Ter-se-ha (~ 336)

e subtrahindo a primeira igualdade da segunda (ou esta d'aquella,
se a progressão fôr decrescente) virá (§ 36)

u-b"""t-a
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e, trocando os extremos (§ 33f),

a-b=t-u

3U. Corollario l. Em qualqner proçressõa arithmetica a som-
ma dos termos equidistantes dos extremos é constante e igual á som-
ma dos extremos.

Sejam a e u os extremos de uma progressão, b e t dois termos
equidistantes dos extremos, isto é, dois termos taes que; se hou-
ver i termos intermedios entre b e a, haja i termos intermedios
entre teu. Ter-se-há pelo theorema anterior

a-b=t-u
e portanto (~ 327) b+t= a+ tt

3!l5. Corollario II. Quando o numero de termos da progressão
arithmetica é impar, o termo collocado a igual distancia dos extre-
mos é igual ao meio arithmetico dos extremos, ou de quaesquer dois
termos equidistantes d'elles. .

Quando é ímpar o numero de termos da progressão, ba um que
dista igualmente dos extremos. Representando-o por m, será

u=m+(i+ i)r
e portanto u-m=m-a

ou (~~ 334 e 344) m=atu=btt

346. Corollario III. Quando um dos termos da progressão ari-
thmetica é zero, a somma de dois termos quaesquer da progressão
é igual a outro termo d'ella.

Com eífeí to, suppondo que é a= O, ter-se-ha (~ 344)
b+t=u

347. Theorema. A sommas dos termos de uma progressão ari- .
thmetica, ou por differença é igual á semi-somma dos extremos mul-
tiplicada pelo numero dos termos.

, ~. Designando S a somma dos numeros a, b, c, d .•. q, s, t, U em
progressão arithmetica, ou o termo sommatorio da progressão será

S=a+b+c+d+. +q+,+t+u
e S=u+t+s+q+ .. '+d+c+b+a

Sommando ordenadamente estas duas sommas indicadas vem
S+S=(a+1~)+(b+t)+(c+,)+. +(,+e)+(t+b)+(u+a)

ou (~ 344)

i S=(a+u)+(a+u)-f (a+u)+ .. ·+(a+u)+ (a+u)+(a+u)

e como esta somma tem tantas parcellas iguaes a a + ti, quantos
ih
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são os termos da progressão, segue-se que, se fôr n o numero
d'elles, será (~ 49)

ou (~ 93)

34.8. Problema. Calcular a somma dos numeros inteiros desde
t até iooo.
A seríe -I, 2, 3, ... iOOOde numeros inteiros fórma uma pro-

gressão aríthmetica, cuja rasão é igual a 1 e o numero dos termos
é 1000, logo

8= t +:000 • 1000 ou 8= 500500

Em geral a sornma dos numeros inteiros desde t até n é dada
. n(n+ i)

pela Igualdade S= ~
349. Problema. Calcular a somma dos 1000 primeiros numeres

pares.
1\. serie 2,4., 6,8, ... dos numeros pares fórma uma progressão

arithmeuca, cuja rasão é 2. O valor do termo de ordem 1000 n'esta
progressão é (~ 336) dado pela igualdade

u=2+(1000-1)2 ou u=2000

logo 8=2+:000. iOOO ou 8= lDOlOOO

Em geral a somrna dos n primeiros numeros pares é igual a
(n+ l)n.

EXEROIOIOS

1. Calcular o termo desconhecido em cada uma das seguintes proporções
G-;)- (0,67 -;-0,00"'3) = 2V5-x; G+2x) - y.'2= 5-G-x); 0,625-
-«(J,+3x)=6,3- (2+x).n, Sendo 172 o termo de ordem 50 de uma progressão por differença e 3,5 a
rasão, calcular o primeiro termo, suppondo: L°, que a progressão é crescente; 2.°,
que a prouressão é decrescente.

III. Sendo 5,2 e 185,(J,dois termos de uma progressão por differença e 0,28832
a rasão, calcular o numero de termos intermedios.

IV. Inserir 30 meios arithmeticos entre 2 e 90L
V. Inserir entre 5 e 525 um numero 26 -i de meios arithmeticos, não calcu-

lando senão meios arithmeticos entre dois numeros dados.
VI. Calcular a somma de 25 termos de uma progressão por differença, suppondo

que o primeiro é q, e a rasão 0,3.
VII. Calcular a somma de i2 termos de uma progressão por differença, sup-

pondo que a rasão é ; e o ultimo termo 629. .
VIII. Sendo 32 o undecimo termo de uma progressão por .differença e ~64 a

somma d'esses :1:l termos, calcular o primeiro termo e a rasão.
IX. Sendo 36'" a somma de U, termos de uma progressão por differença e ~O

o primeiro, calcular o ultimo termo e a rasão. .
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x. Sendo n o primeiro termo de uma progressão por differença, 5 a rasão e
77 o ultimo termo, calcular o numero de termos e a somma.

XI. Sendo 2 o primeiro termo de uma progressão por differença e 80 o viges-
simo setimo, calcular a rasão e a somma,

XII. Sendo 2 o primeiro termo de uma progressão aríthrnetica, 34,5 o ultimo e
8675 a somma, calcular a rasão c o numero dos termos.

XIII. Sendo :1.56a somma de 25 termos de uma progressao arithmeuca e O/!7
a rasão, calcular o primeiro e o ultimo termos.

XIV. A que condição deve satisfazer uma progresslio arithmetica, para que a
somma de quaesquer dois dos seus termos seja outro termo da mesma progres-
são?XV. A que condição tem de satisfazer o primeiro termo de uma progresslio
arithmetica e a rasão para que, dividindo a somma dos primeiros n termos da
progressão por a somma dos n termos immediatos, se obtenha um quociente in-
dependente do valor particular de n?

CAPITULO II

Proporções por quooiente -Divisões proporoionaes

350. Rasão por quociente, rasão geometrica, ou simples-
mente rasão é a expressão que mostro o quociente de dois numeres.

O numero, que serve de dividendo, chama-se antrcedente da ra-
são, e o que serve de divisor consequente da rasão. H:rp(wnte da
rasão é o numero, que se obtem, quando se effectua a divisão.

Qualquer das expressões 7 : 5 ou ~ representa uma rasão, na
7 .

qual 7 é o antecedente, 5 o consequente e o quebrado 5o expoente.

(
7A rasão 7: 5 ou 5) le-se 7 está para 5, ou mais resumidamente

" 7 para 5, e póde tambem ler-se, como se lêem os quocientes ou
os quebrados.

Diz-se que duas rasões são inversas ou reciprocas, quando o seu
producto é igual á unidade.

Uma rasão geométrica não muda de valor (~ 95 ou 191), quando
pelo mesmo numero se multiplica, ou divide tanto o antecedente
como o consequente.
35:1..Rasão composta é a rasão que tem por antecedente o pro-

ducto dos antecedentes de outras rasões, e por consequente () produ-
cto dos consequentes das mesmas rasões.

As rasões, que entram na formação de uma rasão composta,
chamam-se rasões componentes da rasão composta. .

_ . 5.8.6. _
A expressao (5.8.6). (4-.3.7) ,ou 4.3.7 e uma rasao composta,

cujas rasões componentes podem ser fi: 4-, 8: 3 e 6: 7.
352. Proporção por quociente, proporção geometrica

ou simplesmente proporção é a expressão, que mostra (I igual-
dade de duas rasões por quociente.
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A proporção geométrica consta de quatro termos, dos quaes o
primeiro e ullimo são chamados extremos da proporção e os ou-
tros meios.

Os antecedentes e consequentes das duas rasões denominam-se
tambem antecedentes e consequentes da proporção.

Qualquer das igualdades
8: 3=32: i2 ou

representa, pois, uma proporção, que tem por extremos 8 e -12,
por meios 3 e 32, por antecedentes 8 e :J~ e por consequentes
3 e 12.

Quando as rasões são escriptas em fórma de quocientes indica-
dos, substitue-se geralmente o signal = pelo signal :: que se lê
assim como.

A proporção 8: 3 : : 32 : f2 lê-se portanto 8 está para 3, assim
como 32 está para 12.

353. Theorema. Em toda a proporção por quociente é· o pro-
duelo dos meios igual ao producto dos extremos.

S d 6 e1 J2' JO 6 t2 6 i2 d . .en o : tJ: : 'I • 'J. ou ti= iO serão fi e 10 OIS quocíentes, ou
dois quebrados iguaes, e portanto, reduzindo estes quebrados ao
mesmo denominador, ter-se-ha tambem

6XtO i2X5
5XI.O= iOX5

e por consequencia (~ {8r»
6XiO= i2X5

que é o que se queria demonstrar.
354. Theorema. Quatro numeres, escriptos por ordem tal que o

proâuao dos dois extremos seja igual ao producto dos dois do meio,
formam proporção geometrica ou por quociente.

Os numeres 6, 7, 12 e 14 formarão a proporção 6: 7:: 12: i4
se porventura o producto 6X 14, dos extremos fôr igual ao pro-
dueto 7X 12 dos meios.

Com elfeito, sendo 6X H=7X 12 será tambem o quebrado
6Xi4 .
7Xi4' que tem por denominador o producto do segundo e quarto

. I b d 7Xt2 .numeros, igua ao que ra o 7 x f!~' Isto é.

6Xi4 7Xi:!
7Xi4 =7Xt4

\

e, dividindo por 14. os dois termos do primeiro quebrado e por 7
os do segundo, ter-se-ha (~ 187)

6 i27= 14 ou 6 : 7 :: t.2 : i4
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3~1>, Estes dois ultimos theoremas (§~ 353 e 3M) comprehen-
dem a propriedade fundamental e caracteristica das proporções
geométricas. O primeiro exprime a propriedade fundamental dire-
cta d'esta especie fie proporções; o segundo a propriedade funda-
mental inversa.

356. Conhecidos tres dos quatro termos de uma proporção, é Ia-
cil calcular o termo desconhecido, porque qualquer extremo i! igual
ao producto dos meios dividido pelo extremo conhecido, e qualquer
meio é igual ao producto dos extremos dividido pelo meio conhecido.

Representando x o termo desconhecido, e admittindo que é

9:3::i5:x ou 9 i5
3=-';

será pela propriedade fundamenta I directa (§ 31>3)
9ox=3Xi5

e portanto (~ 75) 3Xi5x=-9- ou x=5

Se o termo desconhecido fôr um meio, isto é, se fôr..
i8 : 6 :: x : Ô ou

ter-se-há tambem (~ 35:3)
6.x=i8x5

ts x
6=5

e iSX5x=-6- ou x= i5

357. Em toda a proporção geometrica podem trocar-se os loga-
res dos seus termos, comtanto que os dois meios, ou os dois ex-
tremos, continuem a ser meios, ou extremos, ou passem ambos
para extremos, indo então os extremos para meios. É evidente que
sempre que a mudança de legar estiver subordinada a esta condi-
ção, a proporção subsistirá, porque ou não varia nem o producto
dos meios, nem o dos extremos, ou este producto se converte
n'aquelle e aquelle n'este.

Admittindo, por exemplo, que é

3: lJ, ::6: 8 ou

deverá tambem admittir-se que é
3:6::lJ.:8 4:3::8:6 6:8::3:4

ou

Passa-se da primeira proporção para cada uma das tres seguiu-
trs atternasuio, inoertenda ou transpondo a proporção dada.
Alternar é trocar os meios, inverter é mudar os termos em

cada rasão, transpor é trocar as rasões.
358. Em toda a proporção geométrica podem mudar-se os valo-
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res dos seus termos, comtanto que o producto dos meios não deixe
de ser igual ao dos extremos.

PMe-se, pois, multiplicar, ou dividir pelo mesmo numero um
extremo e um meio, porque por este modo virá multiplicado ou
dividido pelo referido numero tanto o producto dós extremos como
Q dos meios (§§ 53 e 93), e por consequencia, se estes dois pro-
duetos eram iguaes. tambem depois o serão.

Por motivo analogo é também permittido multiplicar ou dividir
um dos extremos, ou um dos meios, por qualquer numero, quando
Q outro extremo, ou o outro meio, se divide ou multiplica pelo
mesmo numero. .

Enunciam-se abreviada, porém inexactamente, estes dois prin-
eipios, dizendo que sobre os dois extremos, ou sobre os dois meios,
podem praticar-se operações inversas. e sobre um meio e um ex-
tremo podem praticar-se operações analogas.

Sendo, por exemplo,
5:2~::3::~x ou

póde deduzir-se da proporção (§ 356) o valor do quarto termo 4 a:
e depois o valor da incógnita ai, ou dividir os dois consequentes
(um meio e um extremo) por 4, e da proporção resultante

5: 6::3: x 5 3ou 6=;;

tirar 6X3 x=3,6x=-5- ou
Se se quizesse calcular o valor de x da proporção

8,75 : 7:: :15 : ~x ou 8,'5 i5-,-=4X

convma mais dividir por 4. o quarto termo x e multiplicar por o
mesmo numero o primeiro termo, para evitar termos fracciona rios,
·e obter-se- ia por este modo a proporção

35 : 7:::15 : x ou
.que ainda pôde simplificar-se. dividindo por 7 os dois termos da
primeira rasão, e depois dividindo por 5 os dois antecedentes, re-
sultando d'ahi '

·e
e finalmente

:1: :1::3:x ou
x=3

5 iS
{=-x
i 31=;

5 : i ::i5 : x ou

Emprega-se também o mesmo principio para desembaraçar de
denominadores os termos de uma proporção. Quando os termos
1fraccionarios são um meio e um extremo, multiplica-se tanto um
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como outro pelo seu menor multi pio commum. Suppondo que é
3.5"8 .4' 6" . x

multiplicar-se-hão os termos fracciona rios pelo menor multiplo com-
mum f 2 dos denominadores 4, e 6 e ter-se-ba

e por consequencia
Quando os termos fraccionarios são dois meios, ou dois extre-

mos, multiplicam-se todos os quatro termos da proporção pelo me-
nor muItiplo commum de todos os denominadores.
359. Proporção continua ou proporção geometrica con-

tinua é a proporção por quociente, na qual são iguaes entre si os
dois meios, ou os dois extremos.

Invertendo, ou transpondo, (§ 357) uma proporção, cujos extre-
mos são iguaes, obtem-se uma proporção com os meios iguaes. É
debaixo d'esta ultima fôrma, que geralmente se consideram as pro-
porções continuas.

As proporções continuas escrevem-se algumas vezes sem o meio
termo repelido, pondo á sua esquerda o signal -;-;-As expressões

'&': 6::6: 9; ++4:6:9

são portanto diversos modos de representar a mesma proporção
continua.

360. Theorema. O meio termo de uma proporção qeometriea
continua é igual á raiz quadrada do producto dos extremos.

Sendo
ou 4 :x::x: 9

uma proporção, será pela propriedade fundamental directa (~ 353)
x. x ou x2= 4 x 9

e por consequencia
x = v'4 x I) ou x = 6

361. Em qualquer proporção continua
a : x:: x : b ou ++ a : x : b

O valor de x está comprehendido entre os ele a e de b, porque sendo
a x
;="b

é evidente que ou ~ é um quebrado proprio (~ iS), e n'esse caso:
x b

lambem o será, ou tanto um como outro quebrado são improprios.
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Na primeira hypothese é a-c;» e x<b, isto é, a<x<b; na se-
gunda hypothese é ar»:» e x>b ou a>x>b.

O meio termo de uma proporção continua é, pois, em grandeza
um termo medio entre os extremos, e por isso se chama meio geo-
metrico, ou meio proporcional eutre os dois numeros, que occupam
os extremos.
362. Meio geometrico, ou meio proporcional de dois ou

mais numeros é o numero unico, que p6de substituir-se a cada, um
d'elles sem alterar o seu producto. O meio geométrico dos nurneros
2, 4 e 27 é, pois, o numero desconhecido x que satisfaz á seguinte
'condição

xxxxx=2x4x27

e, porque o primeiro membro equivale á potencia ,'}';3, tem-se
x=V2X4X"1.7

Logo o meio geometrico de dois ou mais numeres é igual á raiz
do producto ãesses numeres, que tem por indice o numero d'elles.

O meio geometrico de dois ou mais numeros tem sempre um va-
lor comprehenclido entre o menor e o maior d'elles.

Com effeito, sendo 2 o menor dos numeros considerados, será

V'"2<V27 V2<Vri; e V2=V2
e, multiplicando os primeiros membros d'estas expressões e do
mesmo modo os segundos, virá

V"2xV2x\l2< V27XV~x V'2
e (§ 3:(7)

Similhantemente, sendo 27 o maior dos numeros dados, será

}"27>V4 '~27>V2 V27=V27
e portanto
e

V27x V27 x ;;27> ;;EixV2 x V27
27>V27x4x2

363. Theorema. Em qualquer proporção qeometrica a somma
ou differençá dos antecedentes está para a somma ou dilTerençÇtdos
consequentes, assim como qualquer antecedente está para o seu con-
sequente t, isto é, sendo

1 Da proporção geomelrica continua a: x::x: b deduz-se
a-x:x-b::a:x

e, suppondo (§ 361) a>x>b, será a-x>x-b. Logo o meio geometrico x de
dois numeros a e b .differe menos do menor b, que do maior a.

Da proporção arilhmetica continua a-y=y-b deduz-se que o meio arithme-
tico y de dois numeres a e b differe tanto de um como de outro.

Combinando estes resultados, conclue-se que o meio qeometrieo de dois nume·
ros dados é menor que o meio m·ithmetico.
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24:2i::8:7 ou !4 8
21=7

24+8 24 8
OU . 2i+7 =2{ =7

24-8 ~4 8
ou 2i-7=21='j

será

e

24+8: 21+7::24: 2i::8: 7

24-8: 2i-7::24: 2i::8: 7

Com effeito, tirando o valor do primeiro antecedente na propor-
ção dada (~ 3ã6) vem

24= 2i;<8

juntando o segundo antecedente a cada um dos membros d'esta
igualdade acha-se (§~ ss e i99)

24+ 8= 2i~ + 8= (~+ i) 8= (Ut 7)8
e dividindo ambos os membros por 2t + 7

24+8 8 24+8 24
2i+7=' ou 2i+7=21

Subtrabindo o segundo antecedente aos dois membros da mesma
igualdade, obtem-se (§ 205)

24-~ = IHX8-8= (~_ i) 8= (2i-7)8
7 . 7 7

e finalmente 24-8 8 24
2i-7='=21

364.. Corollario. Em qualquer proporção geometrica a somma
dos antecedentes está para a sua differença, assim como a somma
dos consequentes está para a differença dos mesmos.

Sendo
i5:i2::5:4

será (~ 363)
e por consequencia

ill+5 i5-11
i2+4 = i2-4

e i5-5 i5
i2-4 =ü

ou

Alternando a proporção (~ 357) obtem-se
i5+5: i5-5:: i2+4: i2-4 ou

que é o que se queria demonstrar.
365. Theorema. Em qualquer proporção geometrica a somma

ou differença dos dois primeiros termos está para a somma ou dif-
[erença dos dois ultimas, assim como o primeiro está para o ter-
ceiro, ou o segundo para o quarto, isto é, sendo

32:20::8:5 ou 32 8
2õ=5
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será ou 3~+20 a~ 20
8+5 =8="5

311-20 31! 20
8-5 ="8=5"e 32-20: 8-5::32: 8::20: 5 ou

Alternando (~ 351) a proporção dada, e applicando á proporção
resultante o tbeorema do ~ 363, obtêem-se as duas ultimas pro-
porções.

É fácil, comtudo, demonstrai-as directamente tirando da propor-
ção dada o valor do primeiro termo (~ 356)

32=20X8
5

e juntando, ou subtrahindo o segundo termo da proporção a am-
bos os membros da igualdade. Acha-se assim .

32+20=20~8 +20=20(:+:1) =!O(85+5)

t t 32+20 110e por an o 8+5 =5

ou, seguindo um processo analogo,
32-20 20
8-5 =5

E, como alternando a proporção dada se obtem
32 11032: 8::20: 5 ou 8-5

segue-se que será

e
32+20: 8+5::20: 5::32: 8
32-20: 8-5::20 :5::32: 8

366. Corollario. Em qualquer proporção geometrica a somma
dos dois primeiros lermos está para a sua differença, assim como
a somma dos dois ultimos termos está para a differença dos mesmos.

Da proporção
60 : 20 :: i2 : 4, ou

deduz-se (~ 365)
60+20: :12+4,::60: 12 ou 60+20 60

"1.2+4= jj
60-20 60
t2-4 =ile 60-20: i2-4,::60: 12 ou

Estas duas proporções têem uma rasão commum, e portanto as
outras duas rasões devem ser iguaes, logo

60+20: i2+4,::60-20: :12-4

e alternando
60+20: 60-20:: f2+lJ.: 12-4:

ou 60+20 60-20
t2+4 = t2-4

ou
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367. Com o auxilio dos theoremas precedentes (~~ 363 a 366)
é possivel em alguns casos calcular a incognita ai, que entra em
mais de um termo de uma proporção, reduzindo a um só os ter-
mos, que a envolvem.

Suppondo, por exemplo, que é

ter-se-ha (~ 365)
3+2: 4+x+H-x::3: 4+x

5:i5::3:4+x (§358) i:3::3:4+x

3: 2::4+x: H-x

ou
e portanto (~ 396)

4+x=9 e finalmente x=9-4=5

Suppondo, em geral, que é
a: b::c+x: d+x

a-b: (c+x)-(d+x)::a: c+xserá
ou (~ 36) a-b: c-d::a: c+x

D'esta proporção tira-se (§ 356)

c+x= (c-d)a
a-b

e o:= _(c-_dl_a _ C= ~(c----.::.!.d)-=..a_-..;::(a_-~b)é..:.c
a-b a-b

Effectuando as multiplicações (~~ 57 e 34)

e finalmente

~= (a c-ad) - (ac-be) = ae-ad-ac+b e
a-b a-b

be-ad
x=---a=T"

368. Problema. Achar dois numeres que estejam na rasão de
5:3, e dos quaes um exceda o outro em 3,2.

Suppondo que o: e y são os numeros desconhecidos, deverá ser
5:3::x:y e x-y=3,2

Tomando, pois, a diílerença dos dois ultímos termos da propor-
ção tem-se (§ 365)

5-3:x-y::3:y ou 2:3,2::3:y

e por consequencia (~ 356)
_3,2X8_" 8Y_-j-_""

Logo o numero menor é 4,8, e o maior, que deve exceder este
em 3,2, será 4,8 + 3,2 ou 8.



i90

É facil, com effeito, verificar que os numeros 8 e 4,8 satisfazem
ás duas condições do enunciado.

369. Theorema. O producto dos primeiros termos dI! d'Has ou
mais proporções geometricas está para o producto dos segundos ter-
mos das mesmas proporções, assim como o producto dos terceiros
termos está para o producto dos quartos termos, isto é, sendo

t2:4::6:~ i2 6ou 4='2

is . 30:: 3: 5 ts 3ou W=5

26 : 13:: i4, : 7 26 i4ou [3=7"
será

(12XI8 x26): (4x 30x (3) ::(6X3x i4): (2x5 x 7)

Multiplicando ordenadamente as igualdades

acha-se

iII 6 ts 3 26 i4
4=2 30=5 i3=7"

~x~X~=;X:X~

e por consequencia (~ 212)
i2><iS><26 6><3><i4
4>< 30><i3'"= 2><5><7

370. Oorollario. Uma proporção continúa a subsistir, quando
todos os seus termos se elevam á mesma potencia, isto é, se fôr

4 : 5:: 16 : 20 ou 4 i6
s=2õ

será tambem
ou 4' {6'5'"= 20'

o theorema precedente (~ 369) não deixa de ser verdadeiro,
quando todas as proporções forem identicas, e por conseguinte
sendo

4,: 5:: 16: 20 4 i6ou 5=2i)

4, :5::16 :20 4 16ou g=ijÕ

4: 5:: 16: 20 4 16ou 5=jõ
será tambem

(r.xr.x~): (5x5X5)::(16xI6XI6): (20x 20x 20)
,,

e ou 4' 'i6'
5'"= 20'

,

37I. Theorema. Dividindo ordenadamente os termos de uma
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proporção pelos termos correspondentes de outra proporção acham-
se quatro quocientes, que estão em proporção, isto é, sendo

24: 18 ::8: 6 ou 24 8
{8=6

12 20g-m12 : 9:: 20 : i5 ou
será (24 : 12) : (i8 : 9) :: (8 : 20) : (6 : Ui) ou 24:{2 8:20

18:9 =6:{5
Dividindo os dois membros da igualdade

24 8
{8=ij

f2 20por o mesmo numero ou por números iguaes, "9 e w' hão de
achar-se quocientes iguaes, logo

~:~=~:~

e por consequencia (~ 220)
24:12 8:20
{8:9 = Q:l.5 ou (24: i2): (iB: 9)::(8: 20): (6: Hí)

372. Theorema. Uma proporção continua a subsistir, quando
a todos os seus termos se eaitrahem raizes do mesmo grau, isto é,
se fõr

4:5::16:~0 ou 4 16
5=;W

será Lambem
V4 Vis
Vii=VW

Este theorema póde demonstrar-se indirectamente, elevando to-
dos os termos da ultima proporção á terceira potencia. '

dvertindov noré do t . 4 f.6A vertín o, porem, que, sen o iguaes os quocíentes fi e 20 tam-
bem as suas raizes cúbicas o serão, ter-se-ha

e portanto (~ 320)

Vi. Vt6
V5=~

373. Theorema. Em uma serie de rasões geometricas iguaes a
somma dos antecedentes está para a somma' dos consequentes, assim
como qualquer antecedente para o seu consequente. Sendo

.3~_tl~
VB-V:to

ou :;ii: vs:: cm-: V20

6: ,,:: i8 : i2:: ~2 : 28:: 5,..: 36 ou
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será 6+:1.8+,.,2 +5lJ. : "'+:l.2+~8+36::6: lJ.
6+18+42+54 6 ts
4+ijj+28+36 =4=Bi= etc.ou

Esta propriedade dos quocientes, ou dos quebrados (§ 78), pó-
de reputar-se um caso particular do theorema do § 227. Querendo,
comtudo, demonstral-a directamente póde proceder-se do seguinte
modo.

. ld d 6 i8 4~ fl4Das igua a es '=B=2ã=ã6
deduz-se

6 6 6 6
6=40'" i8=4o:l.2 "'2='028 5"'=4036

e d'estas, sommando-as ordenadamente,
6 6 6 66+ :1.8+,.,2+54 = 40"'+4 oi2+4• ~8+4036

ou, tirando o factor commum ~,

6+ rs +,.,2 + 5,.,=~(,.,+12 +~8+36)

e finalmente 6+i8+42+54 6
4+12+28+:16 4

Demonstra-se tambem esta propriedade das rasões iguaes par-
tindo do theorema do § 363, do qual é uma generalisação,

Tomandu só duas rasões iguaes tem-se a proporção
6: q:: i8 : i2

e, applicando-lhe o referido theorema (§ 363), acha-se
6+i8: ,.,+12:: i8: i2

Substituindo esta segunda rásão (18: 12) pela terceira' (42: 28)
e applicando o mesmo theorema á proporção

6+i8: ,.,+12::,.,2: 28

tem-se 6+i8+,.,2: .\+i2+28::,.,2: 28

continuando com o mesmo raciocinio chega-se á conclusão de que
o theorema é verdadeiro, seja: qual fôr o numero de rasões iguaes.

Este theorema serve para decompor, ou dividir, um numero em
partes, ou parcellas, proporcionaes a numeros dados.
. 374. Problema. Decompor qualquer numero N em partes pro-
porcionaes aos numeros a, b e c.

Sejam x, y e z as tres partes de N, que se pedem. Pelas con-
dições do problema deve ser

•
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Da igualdade d'estas tres rasões deduz-se (~ 373)
X+!I+Z x y z
a+b+.=ã=ii=~

e d'esta igualdade combinada com a primeira condição, a que de-
vem satisfazer x, y e z, conclue-se

Sendo

N x y Z

a+b+c=ã="b=;;
N x

a+b+c=ã

ter-se-há tambem Invertendo (§ 357)

e .notando que
concluir-se-ha a+b+c:N::a:x

:: b : y
:: c: z

D'estas proporções deriva-se a seguinte regra para decompor
um numero em partes proporcionaes a outros.. A somma dos nu-
meras dados está para o numero que se quer decompor, assim como
qualquer dos ditos numeras está para a parte, que lhe corresponde.

Para decompor 72, por exemplo, em tres partes proporcionaes
aos números 3, 2 e 4, formar-se-hão as proporções

3+2+~:72:: 3 : x
:: 2: y
::~: z

que resolvidas dão x=2q" s= is, z=32.

375. Problema. Decompor -1í2 em tres partes taes que a rasão
da primeira para a segunda seja 3: 8 e a da segunda para a ter-
ceira i2: 5.

N'este exemplo, assim como em todos os análogos, não se póde
empregar immediatamente a regra precedente, por não serem
iguaes as rasões geometricas, de que dependem os valores das
quantidades desconhecidas.

Representando por «, y e z as tres partes de t 72, as condições
do problema ficarão representadas do seguinte modo

Das duas ultimas proporções ou igualdades fraccionarias, de-
duz-se

X" Y zã=g n=s
é claro que, para ficarem iguaes estas quatro rasões, é necessario

i3
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y y .dar aos quebrados 8 e i2 o. mesmo. denominador. Ora o. menor
. multiplo cornmum (~ 153 o.u 1St) de S e 12 é 24., Iogo, multipli-
cando. por 3 os consequentes da primeira proporção e por :z os da
segunda, acham-se as rasões iguaes

x y z
g=24=Iõ

Applicando. agora a regra do. ~ 3i 4., isto. é, decompondo 172 em
partes proporcionaes a 9, 24. e 10 tem-se

9+24+fO:172:: 9:x
::24: y
::W:z

e .7:=36, y=96,. z=40.

376. Problema. Decompor U9t2 em ires partes taes que a ra-
d ." d .2.õ d ·'dsão a prtmezra para a segun a seja :3 • t;: e a a segun a para a ter-

. . 3.6ce~ra seja 8. ,.
N'este caso. deve ser

x+y+z=449i2 e
•~=I.

Y r
As duas ultimas proporções convertem-se em

x 8 y!i 7
ij=I5 i=;;g=l6

multiplicando os dois termos da segunda rasão pelo menor multi-
pIo commum dos seus denominadores, e d'ellas deduz-se .

Convém agora tornar iguaes as duasrasões, que têem por an-
tecedente y, e para isso. procura-se o.menor multiplo commum dos
consequentes 15 e 7 das mesmas rasões e multiplicam-se depoís
os consequentes de cada proporção pelo. numero. capaz de reduzir
ao dito menor multi pio o. consequente de y. Procedendo assim,
n'este exemplo, tem-se

x y y z
8X7 = i5X7 7Xi5 = 1.6X.1.5

e portanto

Reduz-se, pois, a questão a decompor H9.J 2 em partes propor-
cionaes a 56, W5 e 24.0.

Empregando. a regra do. ~ 374., acha-se



e finalmente

56+ f.05+2lJ.O : lJ.49i2:: 56 a:
:: i05 y
::240 z

x= H2 x 56= 6272
y= H2 x i05= H760
z= H2x240=26880

EXElRCICIOS

r. Verificar se os seguintes numeros estão em proporção :1.9;: i2,4; 0,823 e
0,52672.
Il, Provar que quatro numeros a, b, c e d estarão em proporção, se porventura

fôr a+b: a-b:: c+d: c-do
III. Calcular x pela proporção 9 : 25:: (i6 _X)2 : (:1.6+ x)2.
IV. Calcular a, pela proporção V4+x: V5-x:: V2+x: V4-x .
V. Calcular !C pela proporção 4+7x : 3+6x :: 6 : 5.
VI. Calcular x pela proporção 8+4x :8+9x :: 7+3x : 7+ 7X.
VII. Deduzir a condição, a que devem satisfazer duas proporções, para que som-

mando-as ordenadamente, ou subtrabindo uma da outra ordenadamente, se obte-
nha uma nova proporção.

VIII. Provar que, em uma serie de rasões geometricas iguaes, o producto dos
antecedentes está. para o prcductó dos consequentes, assim como a potencia de
qualquer dos antecedentes, que tem por expoente o numero de rasões, está para
a potencia do mesmo grau do seu consequente.

IX. Decompor 225 em tres partes, que estejam entre si na mesma rasão que os
numeros 50, 75 e i75.

X. Decom~or 2:j,4979 em tres parles taes que a primeira esteja para a segunda
na rasão de 7 : 0,5i e a segunda para a terceira na rasão de ~ : 0,294.

CAPITULO III

Progressões por quociente

377. Progressão por quocíente ', ou progressão geome-
trica, é uma serie de numeres, cada um dos quaes é o proâucto
do antecedente por um numero constante chamado rasão da pro-
gressão.

A progressão é crescente, ou divergente, quando a rasão é maior
que unidade; é decrescente, ou convergente, quando a rasão é me-

1Entende-se por progressão harmonica uma serie de numeros, cujos deno-
minadores estão em proqressão oriüimetica, quando os numeradores são iguaes.

Os numeros f2, 6, 4, 3, ~, ~, etc., formam progressão harmonica, porque são
.. l.! f2 f~ f! 1.2 I.~

respectivamente iguaes aos quebrados T' !' 3' 4' 5' 6' etc. q,ue téem o mes-
mo numerador 1.2 e os denominadores em progressão arithmetica. .

Tres numeros em progressão harmonica formam uma proporção Iuirmonica.
Quando tres numeros, i, ~,~por exemplo, estão em proporção harmonica, diz-

se que o segundo é 7II!Jioharmonico entre os dois restantes.

13*
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nor que unidade. Quando a rasão é igual a unidade, todos os ter-
mos são iguaes entre si e não ha propriamente progressão.

Indica-se geralmente uma progressão geométrica pondo á es-
querda dos numeras, que a formam, ou dos seus termos, o si-
gnal*.

A serie :: 2; 6; 18; 54,; {52; 4,86; flJ,58; etc.
forma uma progressão geométrica divergente, ou crescente, .por-
que a sua rasão 3 excede a unidade; a serie

+·dlt.58; lt.86; :1.62; 56.; :1.8; 6; 2; etc.

forma uma progressão decrescente, ou convergente, porque a sua
_ i. •

rasao "3 e menor que '1.

378. Theorema. Qualquer termo de uma progressão por quo-
ciente é igual ao primeiro termo multiplicado pela rasão elevada ao
numero de termos menos um, ou ao numero de termos intermedios
mais um.

Designando a o primeiro termo de uma progressão geometrica,
ou por quociente e r a rasão da progressão, será (~ :377) aX r,
ou a r o segundo termo, a rX r ou a r2 o terceiro termo, a r3 o
quarto termo e assim successivamente.

Comparando os termos
::a; ar; ar2; ar3; ar!; ar5; ar6; etc.

d'esta progressão reconhece-se, que cada um d'elles é o pro dueto
de dois factores, dos quaes o primeiro é constantemente a e o se-
gundo é uma potencia de r, cujo expoente variavel I, 2, 3, 4" etc.
indica, quantos termos estão a esquerda do termo, que se consi-
dera.

Representando por te o termo .de ordem n, isto é, o termo que
tem n-1 termos antes de si, ter-se-ha pois

u= arn-i ......•....... , (i)

Suppondo que i é o numero de termos intermedios, e portanto
i+2=n, será •

u=a1·i+i .•.•....•.. ; .•.•...•.•.•.. (2)

As igualdades (I) e (2) servem para achar o termo geral de uma
• progressão geométrica, isto é, o valor de qualquer termo da pro-
gressão, quando se conhece outro termo, a rasão e o numero total
dos termos, desde o primeiro até ao que se quer calcular inclu-
sive, ou o numero de termos intermédios •
. 379. Por mei? das formulas (1) e (2) do termo geral pôde re-

solver-se o seguinte problema: dadas tres das quatro quantidades
u, a, r, n ou u, a, r, 1, calcular a quarta.

Das formulas (t) e (2) deduzem-se elIectivamente as expressões
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u u
a= .,...-1 OU a= ri+l

que dão o valor do primeiro termo. isto é, de um termo que está
antes de u, quando se conhece u, r e 'fi, ou i.

Dividindo por a ambos os membros das formulas (1) e (2) e ex-
trahindo, tanto a um como a outro, a raiz de indice n - i, ou a
de indice i+ 1, acham-se as formulas

"\111 ur= -a OU i+~Ur= -a
pelas quaes se calcula a rasão r.

Os valores de 11 e de i não podem ser deduzidos por ernquanto,
porque dependem da theoria dos logarithmos.
380. Problema. Inserir 8 meios geometricos entre 3 e Hí36.
Inserir 8 meios geometricos entre dois numeras é formar uma

progressão geométrica composta de 8 +~ou 10 termos, dos quaes
o primeiro e o ultimo sejam os números dados.

Para resolver este problema é preciso, pois, começar por dedu-
zir o valor da rasão.

Fazendo a=3, u=1536 e n=1(,ou i=8 n'uma das formulas
(1) ou (2) acha-se

i536=3.r9 . ou r=Vf5
:
6

Dividindo 1536 por 3, extrahindo a raiz cubica ao quociente 512,
e tornando depois a extrahir a raiz cubica (§ 32t) á raiz achada,
obtem-se

r=VV5i2= V8 =2
Conhecido o valor de r é facil formar a progressão

*3; 6; i2; 2lJ,;lJ,8;96; 192; 384; 768; 1536

que contém os 8 meios pedidos.
Quando o indice n- I admitte factores primos difIerentes de 2

e 3, não é possível calcular r por meio de extracções de raizes
quadradas e cubicas. Empregam-se então os logarithmos.

381. Theorema. Inserindo igual numero de meios geometricos
entre cada dois lermos consecutioos de uma progressão qeometrioa
obtem-se uma nova proqressãa qeometrica.

Inserindo 4 meios geométricos (§ 380) entre cada par de termos
consecutivos da progressão

*3; 6; 12; 2/1; 48; etc.
obtem-se a serie dos numeras

3; 3V2; 3(V2)2; 3CV2)3; 3(V2)4; 6; 6V2; 6(V2)2; 6(V2)3;
6CV'lij4;1t; i2V2; 12CV2?; i2(2)3; l2(V2)4; 24; etc.

que tambem formam progressão.
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Com effeito, os 6 termos, de que 3 é o primeiro e 6 o ultimo,
471/6 4-:1[;.constituem uma progressão, cuja rasão é V"3 011 yr designan-

do, em geral, por r a rasão da progressão dada.
Os () termos, de que 6 é o primeiro e 12 o ultimo, constituem

4"!""1- 4.+1routra progressão, na qual a rasão é y 162 ou y r. Os 6 termos
immediatos, desde i2 até 24, tambem formam uma progressão4;-1/4 4-;1[.
cuja rasão é y ~2 ou y r e assim successivamente. Todas estas
progressões successivas têem, pois, a mesma rasão, e como o ul-
timo termo de cada urna é primeiro termo da immediata, segue-se
que todas ellas não constituem senão uma só progressão.

Em geral, sendo r a rasão de uma progressão geométrica, e i
o numero de meios inseridos entre cada dois termos consecutivos,
será i+vr a rasão da nova progressão.
382. Theorema. Quatro lermos de uma proçressõo qeometrico

formam proporção qeometrica, quando entre o primeiro e o sequndo
ha tantos termos intermédios, como entre n terceiro e o quarto.

Sejam a. b, t e li quatro termos de uma progressão geometrica,
dispostos de modo que haja i termos intermedios tanto entre a e
b, como entre leu. Ter-se-ha (~ 3i8)

Dividindo ordenadamente estas igualdades, obtem-se (~ 18i ou
224)

ou b : u:: a: t .

Alternando e invertendo a proporção (ou transpondo e alternan-
do), vem

a: b:: t: u'

383. Corollario I. Em qualquer progressão qeometrica o pro-
dueto dos termos equidistantes dos extremos e constante e igual ao
produclo dos extremos.

Sejam a e u os extremos ele uma progressão geometrica, b e t
dois termos equidistantes d'elles. Pelo theorema anterior é

a: b:: t: u
e portanto (~ 353)

bt=au

384.' Corollario II. Quando o numero de termos da progressão
geometrica é ímpar, o termo collocado a igual distancia dos extre-
mos é igual ao meio qeometrico dos extremos, ou de quaesquer dois
termos equidistantes dos extremos.
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Representando m o termo equidistante dos extremos, é

e portanto
m a
-=-
" m

ou a:m::rn:u

e finalmente (~~ 360 e 383)

m=vau= Viit

385. Corollario III. Quando um. dos termos da progressão geo-
metrica é unidade, o producto de dois lermos quaesquer da progres-
são e igual a outro termo d' ella.

Com effeito, suppondo que é a= 1 tem-se (~ 383)
bt=u

38n. Theorema. Oprotlucto dos termos de urna progressão geo-
metrica, ou por quociente, é igual á raiz quadrada do producto dos
extremos eleoada a uma potencia, cujo expoente é o numero total
dos lermos. '

Designando P o producto dos nurríeros a, b, c, d, ... f], s, l, u,
em progressão geometrica, será

P=axbxexdx ... xqxs xtxu
e rs 2,13)

P=ux tXs »c q>:... xdx eX bxa

Multiplicando ordenadamente estes dois prodnctos indicados, vem
PXP=aux b t xes x ...x scX t bz-c ua

ou (§ 383)

ou(~317)
P= y'ãUx Vaux Vaux ... x vaux Vaux Vau

e, como o segundo membro contém tantos factores iguaes a Va u"
quantos são os lermos da progressão, segue-se que, se fôr n o nu-
mero d'elles, será

P2=au X au X aux ... Xau X au xau

P=(vau)"

387. Theorema. A somma dos termos de uma proqressõo por
quociente é (qual á differença entre o primeiro termo e o proâucio
do ultimo pela rasão dividida pela di/ferença entre a rasão e a uni-
dade.

Dividindo qualquer termo da progressão
-Moa, b, c, d, ... q. s, t, u.

-pelo termo antecedente, tem-se a rasão 'r (~ 377), isto é,
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E, como em uma serie de quebrados ou de rasões iguaes, se
póde (~ 373) substituir qualquer dos quebrados por outro, em que
o numerador seja a somma dos numeradores e o denominador a
somma dos denominadores, será

,\ b+c+d+ S+t+1I= r
a+b+c+ q+s+t

Mas no numerador d'este quebrado entram todos os termos da
progressão menos o primeiro, e no denominador entram todos os
termos menos o ultimo, logo, fazendo.
será S-a-=rS-II ou S-a: S-'u::r: i

Se a progressão é crescente, tem-se r> f e (~ 365)

(S-a)-(S -u) :1'- i:: S..:_u:i ou u-a:r-i::S-u:i

e (~ 356)
ou (~ 199)

S II-a-u=- r-i

S=u...!-~ IIr-II+II-a
, r-i r-i

e finalmente ur-a
S= r-i •. · (i)

Se a progressão é decrescente, será r<1, e (§ 356) de
S-It:S-a::i :r

tirar-se-Ira (S-u)-(S-a): i-r'::S-u: i

a-u: f-l'::S-U: i S-u=~
i-r

ou S=U+~=II-lIr+a-1I
i-r i- r

e finalmente S= ai~~r. . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. (2)

A formula (1) dá o termo sommatorio das progressões crescen-
tes ou divergentes; a formula (2) o termo sommaiorio das progres-
sões decrescentes ou divergentes i.

388. Corollario. Substituindo nas formulas (1) e (2) o valor
do termo geral u (~ 378), obtéem-se as seguintes expressões do
termo sommatorio

ou
para as progressões crescentes, e

1Admittindo a existencia das quantidades negativas desapparece a differença
entre as formulas (i) e (2).
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a-arns=--i-r ou s=~-r")

i--r

para as progressões decrescentes.
389. Problema. Calcular a somma de ~O termos da progressão

qeometrica, cujo primeiro lermo é 2 e a rasõo 3.
Fazendo na formula do ~ precedente a=2, r= 3, n=20, tem-

se
s= 2(3"-i)

3-i ou

A potencia 3~0póde calcular-se f por decomposição, como abaixo
se vê, partindo da proposição demonstrada "no ~ 77... Acha-se com
effeito 320=(35)4, e elevando primeiro 3 á quinta potencia vem

320 = (35)4 = (2lJ,3)4 = (2lJ,32)2 = (590lJ,9)2 = 3lJ,8678lJ,lJ,Oi

Logo s= 3lJ,8678lJ,lJ,OO

3no. Problema. Calcular a somma de 20 termos da proçressão
qeometrica, de que 2 é o primeiro lermo e ~ a rasão,

Fazendo na formula S=a(i-~
i-r

ia=2, r=- e n=20 vem3

{i-G)"J t-f,s-; i =-i-
i-ã 3

e, multiplicando por 320 os dois termos do quebrado,
3"-is=·_-3"

Hesolvendo o ultimo problema achou-se (~ 389)
320 = 3lJ,8678g,lJ,Oi

e como se sabe que 319=323:3 segue-se que será

319 = H6226t467 e s _ 3480784400
- U6226l467

Este quebrado é irreductivel, porque o numerador não admiue
(~ 118) o divisor 3, que evidentemente é o unico submúltiplo pri-
mo do denominador.

391. Theorema. As potencias successioas de um 1/Ul/tI'TO maior
que I crescem illimitadamente. isto é, de modo que, por maior que
se imagine um numero, é sempre possivel achar entre aquellas
potencias uma ainda maior que o dito numero.

As potencias successivas de qualquer numero maior que 1 vão

1 Na pratica empregam-se os logarithmos, pura se obter o valor de 320•



constantemente augrnentando, porque, sendo N3, por exemplo, o
producto de N' flor N e N> I é claro que basta (~ 208) consi-
derar N como multiplicador no producto N'!.XN para se concluir
que é NlI>N2.

Sendo d o excesso de N sobre 1, será

N=i+d
e N2=(1+d)(i+d) ou N2=~:I.+d)+(i+d)d

Substituindo () segunde parenthesis por i fica o segundo mem-
bro menor que N2 logo

N2>(l+d)+d ou N2>i+2d

Multiplicando N2 e t + 2 d por N vem
N3>(1+2d)N ou N3>(i+2dJ+Ci+2d)d

Substituindo o segundo parenthesis por 1 obtem-se
N3>U+2d)+d ou N3>:I.+3d

Continuando a raciocinar do mesmo modo, acha-se
N4 >(:I.+3d)N ou

e com mais rasno ainda
N4>U+3d)+d ou N4>i +~d

N4>(t+3 d)+ (:I.+3d) d

e assim successivamente.
Hepresenlando, pois [{ um numero excessivamente grande e N

um numero maior que 1, é sempre possivel achar urna potencia
N" de N que seja ainda maior que E, porque, sendo, em geral,

N">i+xd
basta que seja
para se ter

\

Para reconhecer a possibilidade de achar um numero inteiro x
que torne t + xd maior que K, é sufficiente advertir que todo o
valor de x que fizer

xd>K-f ou >K-1.x -d-

satisfará ;i questão. .
Ora, não sendo limitada a serie dos números inteiros (§ 9), é

I '" K-i h dc aro que, por maior que seja o quociente -d-' sempre a e
" .. . K-iexistir um inteiro x maior que d-'
392. Theorema. As potencias successivas de um numero menor
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que { diminuem constantemente, tendo zero por limite da sua dimt-
nuição, isto é, por menor que se imagine um numero, é sempre
possivel achar entre aquellas potencias uma, que seja ainda menor
que o dito numero, e por consequencia as potencias diminuem con-
stantemente, sem jámais se reduzirem a zero.

As potencias successivas de qualquer numero menor que i vão
constantemente diminuindo, porque, sendo TI<1 será (~ 208), por
exemplo, n3 ou n2Xn<1I2 e assim successivarnente.

Sendo n um numero menor que i e k um numero excessiva-
mente pequeno, ha de existir uma potencia de n, que seja ainda
menor que k,

Com efTeito, sendo 'fi< I será ~> 1, e sendo k um numeron
. . i d ~muito pequeno sera k Ulll numero muito grau e. Mas no <li prece-

dente demonstrou-se que, embora ~ seja muito grande, ha de exis- '

tir uma potencia de ~ que seja maior que -k
i logo, designando x on .

expoente d'essa potencia, ter-se-há

(i)" i
n >" ou (§ 2i7)

e por consequencia (§ 185) nX<k

que é o que se queria demonstrar I.

393. Theorema. O limite da somma dos lermos de qualquer
progressão çeometrica decrescente é igual ao primeiro termo divi-
dido pelo excesso de I sobre a rasõo,

A somma de n termos de uma progressão decrescente é (§ 388)
a-ar"s= i-r OU (§ 9i) s= _a _ (_!!:.._)r"

i-r i-r

Quando n augrnenta, isto é, quando a somma S abrange maior
numero de termos, o valor de S augmenta, porque diminue o sub-
tractivo (i a ,.)Xrn, ou antes o factor 1" (~ 39~), e como este fa-
cloro ou aquelle subtractivo, póde sempre diminuir, comtanto que
augmente n, segue-se que, por maior que pareça um valor de S,
ainda póde achar-se outro maior. Vê-se. pois, que S augmenta
constantemente, emquanlo augmentar n. Apesar, porém, de S .au-

. 1 Representando por i~d qualquer numero n< i e discorrendo como no § 39i,
acha-se "<, i

n 1+xd

e basta provar que de certo valor de x em diante a fracção i~Xd se torna menor
que qualquer numero k para se concluir que ~ n"<k.



gmentar constantemente, q seu valor não póde deixar de ser infe-
rior a i a r' visto que ({ a l}rn jamais se reduzirá a zero, e por
. id d S a-m.nISSO a quantí a e ou i _ r augmenta, sempre que augmentar

n, mas tem por limite no seu augmento -t' a' .
-r

Exprime-se abreviadamente este resultado assim

lim,S=i~ -r

394. Escolio. Quando a progressão é crescente a formula
(§ 388)

ar"-as=--r-i ou S=(_a )r" __ a
r-i r-i

mostra que, augmentando o valor de n, augmenta o de S, sem que
este possa, n'este caso, ter um maximo de grandeza ou um limite
no seu crescimento.

É do facto de S crescer sem limite, quando a progressão é cres-
cente, e de ter limite no seu crescimento, quando a progressão é
decrescente, que resulta chamar-se as progressões crescentes pro-
gressões divergentes, e ás progressões decrescentes progressões con-
vergentes.

395. Problema. Achar o limite da somma dos termos da pro-
gressão decrescente, que tem o primeiro termo igual a 2 e a rasõo
. I tiçua a 3'
N'este exemplo é e

e portanto 'S 211m, =0. ou Iim. S=3

396. Toda a dizima periodica simples equivale a uma progres-
são decrescente, na qual o primeiro termo é formado por o pri-
meiro período e a rasão é um quebrado, cujo numerador é 1 e o
denominador urna poteucia de 10, que tem o expoente igual ao
numero de algarismos de cada período.

A dizima 0,43434:3 .. " por exemplo, equivale á progressão

0,43+0,ll3 x i-áo+O,43 xC~Y+0,'13 xC,~)3+eLc. '

Calculando, pois, o limite desta somma (§ 3D;)), obtem-se por
um outro meio o limite da dizima periódica simples (§ 258).

Fazendo a=0,4,3 e r= f~O na formula lim.S= l' a f. tem-se

limo 0,4,34,3"'3... =~
i--

If'
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e, multiplicando por fOO ambos os termos do quebrado, acha-se

lim.O,43lJ,3lJ,3... = i~~i ou lim. 0,lJ,3lJ.3lJ,3 .•• =~

397. O limite da dizima periodica mixta póde tambem calcular-se
comparando a dizima com urna progressão decrescente.

Ter-se-ha, por exemplo,
0,265"'3lJ,343 •.. = 0,265 + O,OOi[0,43 + 0,43 (.~) +0,43 (i~Y+- ...]

ou
e finalmente

lirn. 0,2654343 ... = 0,265 + 0,00 i(i~43, )
lO.

limo0,26543"'3"'3 ... = 0,265 + 9~O

e portanto

I· °265~3"3 _ 265X99+43 _ 26543-265un., 1 '" ••• - 99000 - 99UOO

EXEROIOIOS

I. Calcular o decimo segundo termo da progressão geometrica, que tem 64 por
. . t I - é i ..prtmelro ermo e na qua a rasao i;'

II. Sendo 437'l, o oitavo termo de uma progressão geometrica, cuja rasão é 3,
calcular o primeiro termo e a somma dos 8 termos.

III. Calcular com 4 algarismos exactos a rasão de uma progressão geometrica,
na qual o primeiro termo é 0,5 e o decimo 82,26.

IV. Calcular a somma de 7 termos de uma progressão geometrica, que tem por
primeiro termo i28 e na qual a rasão é ~.

V. Sendo 'l,095 a sornma de 6 termos de urna pro~ressão geometrica, cuja ra-
são é 4, calcular o ultimo termo e o primeiro.

VI. Calcular o producto de i2 termos de uma progressão geométrica, cuja rasão
é 3, suppondo que o primeiro termo é 5.

VII. Achar o limite da somrna dos termos da progressão decrescente, cuja ra-
são é g e o primeiro termo 6.

VIII. A que condição deve satisfazer uma progressão geometrica, para que o
producto de dois quaesquer dos seus termos seja tambem termo da mesma pro-
gressão?

IX. Calcular o limite da somma dos cubos (ou, em geral, da somma de poten-
cias do mesmo grau) de uma serie de numeros em progressão geometrica, sup-
pondo que a rasão da progressão é ~ e o primeiro termo 5.

S a a+r+a+2,'+a+3r a+(n-i)rX. endo Ã +Alf AR' AR' +....+ AR" 1 +....uma somma de
quebrados, cujos numeradores estão em progressão arithmetica e os denominado-
res em progressão geometrica crescente, provar que a somma tende para o limite
aR(R-i)+llr C I I ,. d i 2 3+ 4A IR-i)' " a cu ar o limite a somma "2+4'+8 i6+ .....
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CAPITULO IV

Logarithmos

3.98. Comparando as propriedades das progressões por quociente
com as das progressões por differença, reconhece-se, que basta
substituir nos enunciados d'estas as palavras addição, subtracção,
multiplicação e divisão por multiplicação, divisão, elevação de po-
tencia e extracção de raiz, para se obterem os enunciados das pro-
priedades das progressões geométricas, ou por quociente. D'esta
analogia entre as propriedades de urnas e outras progressões de-
riva a theoria dos logarithrnos, cujo fim principal é converter as
multiplicações, divisões, elevações de potencias e extracções de rai-
zes, em addições, subtracções, multiplicações e divisões.

399. Imaginem-se duas progressões crescentes
+0; a; 2a; 3a; .... (n-l)a; na; ...•........•. (21)

++ I; A; A2; ..13 ; • . . . An-l ; Ali; . . . . . . . . . . . .• ( )

uma arithmetica e outra geométrica, dispostas de sorte que se cor-
respondam termo a termo, e que o termo zero da primeira pro-
gressão corresponda ao termo 1 da segunda.

Inserindo i meios entre dois termos consecutivos de cada uma
das progressões, ohtéem-se (~~ 342 e 38t) duas novas progres-
sões, cujas rasões são respectivamente i~i e i+VA, visto serem a

e A as rasões das progressões dadas (I) e (2).
Cha.mam-se logarithmos t dos lermos de uma progressão geo-

1 Ern qualquer systerna de progressões, a um dado nU'lnel'oN cornsponde um só
logarithmo.

Por maior que seja N sempre haverá na progressão geometrica dois termos, A3
e A4 por exemplo, entre os quaes se comprehenda (§ 39i) N, suppondo A> i.
Admittindo, porém, que o mesmo numero N possa obter-se inserindo entre A3 e
A' ou i termos intermedios ou ii, o termo da progressão arithmetica correspon-
dente a N terá sempre o mesmo valor.

Com effeito, supponJo que N é o termo de ordem n a contar de A3, quando se
inserem i meios e o termo de ordem n', quando se inserem i' meios, será (§ 378)
por hypothese

e por consequencia

e (§ 38i) ('+~'Ã)"-I=("+VA)"'-1
Reduzindo ambos os radicaes ao mesmo índice (§ 323), acha-se

(i+l)(i'+IV A(II 1)(i'+I)=(i'+I)(i+1VA,(n' I)(i+l)

e portanto (n-t)(i' +t)=(n' - t)(i+t)

Designando por r e ri as rasões das progressões arithmeticas, que se obtêem
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metrica começando por i, aos termos que lhes correspondem na pro-
gressão arithmetica começando por O.

Sendo
+0; i; 2; 3; 4; 5; .
Hi; 4; i6; 64; 256; f.O~4; .

duas progressões, uma arithmetica e outra geometrica, e corres-
pondendo o termo O da primeira progressão ao termo { da se-
gunda, qualquer dos termos da progressão arithrnetioa será Ioga-
rithmo do termo correspondente da progressão geometrica. Desi-
gna-se ahreviadamente um logarithmo escrevendo ioq., 19.,l., etc,
á esquerda do numero, a que elle corresponde. Escrever-se-ha, por
exemplo, log.16=t em vez de loqarithmo de 16 igual a 2.

Inserindo 1 meio entre cada dois termos d'aquellas progressões
obter-se-hão as seguintes progressões

+0; 0,5;. i; i,5; "l. 2,5; 3; :1,5; 4; 4,5; 5; .
Hi; 2; 4; 8; i6; 3:2; 64; 128; 256; 512; i024; .

.das quaes se deduzirá
1,5= logo8; 2,5= l~g. 32; etc.

400. Não, podendo obter-se todos os numeros maiores que 1,
inserindo meios proporcionaes entre os termos de uma progressão
geometrica, é natural acreditar-se que nem todos os numeros maio-
res que .J tenham logarilhmos.

Ora sendo i o numero de meios inseridos entre cada dois ter-
mos consecutivos, tanto da progressão arithmetica como da pro-

. a
gressão geométrica. será i+i a rasão (~ 336) da nova progressão
arithmetica, e, como esta fracção póde tornar-se menor que qual- .
quer numero dado, por menor que elle seja, dando a i valores suf-
ficientemente grandes, segue-se que é sempre possível fazer com
que na progressão arithmetica a differença entre cada dois termos
consecutivos se torne inferior a qualquer numero dado.

inserindo i e ii meios entre 3 a e 4 a, téern-se (§ 362) as expressões

que transfo;mam a precedente igualdade em

(n- t)a (n'- fla
-r-'-=-r-

ou r(n-i)=r'(n'- f)

Logo é 3a+r(n-i)=3a+r/(n'-f)

e portanto quer se insiram i meios, quer ii entre A3 e A4 e entre 3 a e 4a sem-
pre ao mesmo numero N da progressão geometrica corresponderá o mesmo ter-
mo na progressão arithmetica.
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Basta, pois, admittir por convenção: L°, que todos os numeras
maiores que '. têem logarithmos; 2.°, que a numero maior corres-
ponde ioqarithmo maior; para se poder concluir que o logarithmo
de qualquer numero comprehendido entre dois termos consecutivos
da progressão geometrica, correspondente a um determinado valor
de i, é igual a qualquer dos termos da progressão arithmetica, que
correspondem áquelles dois da geometrica, com um erro por defeito
ou por excesso inferior a i~ l'

Assim o logarithmo de um numero N, que não póde obter-se
pela inserção de meios proporcionaes entre os termos da progres-
são geométrica (2), é o limite para que tendem os dois termos da
progressão arithmetica, que são logarithmos dos dois da progressão
geometrica. entre os quaes está comprehendido N, quando i cresce
indefinidamente. '

Adoptando, pois, as convenções acima enunciadas, dir-se-ha que,
logarithmo de um numero é o termo da progressão arithmetica cor-
respondente a esse numero na progressão geometrica (quando o nu-
mero dado póde ser introduzido na progressão); e é o limite com-
mum para que tendem os loqarithmcs de todos os numeras inferio-
res a N, e os de todos os numeras superiores a N, que podem ser in-
troduzidos na progressão qeometrica (quando N não póde fazer parte
da progressão).
40L Problema. Sendo

-'-o· i' 2' 3' (j,; etc.:; i; 10; 100; :1.000; iOOOO; etc.

• as progressões, que definem um systema de logarithmos, calcular o
logarithmo de ;)0 com um erro inferior a 0,1.. .

Como 50 está comprehendidu entre os termos 10 e 100 da pro-
gressão geometrica, o logarithmo de 50 deve estar comprehendido
entre os termos correspondentes, i e 2, da progressão arithme-
tica.

Inserindo entre" e 2 nove meios arithmeticos, obtem-se uma pro-
gressão, na qual a differença entre dois termos consecutivos é O,i
e, inserindo entre IO e 100 nove meios geométricos, obtem-se uma
progressão, na qual hão de existir dois termos consecutivos, que
sejam um menor e outro maior que 50.

Estas duas progressões são

.;.i;
++iO;

2•
tOO.

e, suppondo que se calcula cada um dos termos da progressão geo-
metrica e que se acha
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x I x+iTh< og. 50< ii)"

I· h I vo x x+ t .e cone uir-se- a portanto og. a = lO ou =""""""i() com um erro m-
ferior a O,i.

Não havendo na arithmetica processo algum elementar para ex-
trahir uma raiz, cujo intlice adrnitta divisores primos difIerentes de
2 e 3, é impossivel calcular os termos d'aquella progressão geo-
métrica. Evita-se, corntudo, este inconveniente inserindo entre 10 e ,
100 um numero i de meios geométricos maior que 9 e tal que a
sommai+ 1 seja igual á potencia ele 2 immediatamente superior
a W. Esta potencia é 2"= t (3 e fazendo portanto i= 2~- t oh-
téem-se as progressões

será

• J. i7 . iS . ?I •
-r- ~, iS' I6 , I6 '

.s .: iO· '61'017 . l6/iOI8. 10!! Oy ... , v ~ ,v,···· ~ ,

y+i. 30.
""16,········16'

l$' lOY+l ; ..•. l$' t030;
31 2

iDO
R;

lV'1031;
com as qnaes se póde tambem calcular o logarithmo de 50, pois'
que, se fôr

será evidentemente logo 50= :6 ou =yt1 com um erro inferior
1 ., d 1 d ba i6' e por consequencia menor am a que w' ten o so re as ou-

tras progressões a vantagem ele se determinar os termos succes-
sivos da progressão geometrica (§ 321) por simples extracções de
raizes quadradas.

Nem mesmo é necessario calcular todos os termos d'estas pro-
gressões. Com efIeito, por ser impar, 24 + 1, o numero total dos
termos de cada uma, haverá em cada progressão um termo equi-
distante dos extremos e que se sabe calcular.

Eífectuando estes calculos acha-se (~ 315) que o termo equidis-
tanto dos extremos é :: na progressão arithmetica, e (~ ;{84.)
v' 10X 100=31,6228 na progressão geometrica. Comparando as
progressões

e observando que é

•. 24 .
-v- 1,·········16,······2

++ 10; .... 31,6228; •••. 100

31,6228 <50<100

e portanto

reconhece-se a desnecessidade de calcular os termos, que precedem
\ i4.



~: n'uma progressão e 3f,6228 n'outra. Procedendo do mesmo

d da nri . - . d d 24, té 2mo o com a parte a pnmeira progressao que VaI es e ifi a e ,
e com a que lhe corresponde na progressão geometrica e adver-
tindo que, por ser ímpar, 23 + i, o numero total dos termos, tam-
bem se pode calcular o termo equidistante dos extremos em cada
progressão parcial, ter-se-hão, suppondo V3t,6~2~X 100=56,2,
as novas progressões

+ ~; ~; 2
++····31,6228; 56,2; tOo

das quaes similhantemente se deduzirá

I

reconhecendo-se portanto a desnecessidade de calcular os termos, que
28 u 6 2 D d 2". I .. . 28 d d 2se seguem a i6 e oo,s. es e 16 me usive ate i6' e es e 31,6 28

até 56,2, ha lambem um numero impar, 22 + t, de termos e por
consegninte cada uma d'estas progressões parciaes tem um termo
equidistante dos extremos. Calculando este termo e achando-se
V3f,G228X56,2=42,2 obtêem-se as progressões

24 26 28
+ ··16;····· ·Iii;······Iii
++ ·31,6228; .... 4,2,2;.... 56,2

26 28
i6<logo50<.ffi

24 28
i6<log.50<w

de que resulta
26 28e finalmente inserindo um meio entre - e - e outro entre 42,2
16 16

e 56,2, acha-se
26 27 28+•.••.. w; w; ffi

++... ·4,2,2; 48,6; 56,2

h 27, 28e recon ece-se que é i6<log.50<l.6

1 ~O 27 28 . feri Jou og. '-' = J6 ou = 16 com um erro m enor a i6 e, com mais
forte rasão, menor ainda que' O,f.

Este ,processo, posto que- não seja de todos o mais simples, é
comtudo suffíciente para mostrar a possibilidade de se obter pelo
calculo o logarithmo de qualquer numero.

Á analyse superior pertence a deducção de outros processos
mais uteis na pratica.

402. Tem-se supposto até aqui, que são crescentes as duas pro-
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gressões adoptadas para definir os logarithmos, e portanto que
só têem logarithmos os numeros maiores que L Se se tivesse sup-
posto que a progressão geometrica era decrescente e a arithmetica
crescente achar-se-hia que só os numeros menores que i teriam
logarithmos.

Para que tenham logarithmos tanto os numeres maiores que f,
como os menores, é necessario admittir a existencia de quantidades
ou números negativos, e portanto a possibilidade de continuar a
-progressão arithmetica para a esquerda do termo O.

Ainda que o estudo das quantidades negativas pertença propria-
mente á algebra, não deixa comtudo de ser muito conveniente tra-
tard'elle n'este logar, visto que, sem o seu auxilio, é impossivel
comprebender as regras empregadas no calculo logaritbmico.

4.03. A noção de quantidade em arithmetica não comprehende se-
não dois elementos: a espeoie, que é determinada pela unidade, e o
valor numerico ou absoluto; de sorte que, para duas quantidades
serem iguaes, basta que tenham o mesmo valor absoluto e estejam
referidas á mesma' unidade. Imagine-se que um negociante com-
prou por 6 contos de reis uma mercadoria, que depois vendeu por
8 contos. É claro que, d'esta dupla transacção resultou para a conta
de ganhos do negociante, um ganho de ~- 6=2 contos de reis.
Se o negociante tivesse comprado por 8 contos e vendido por 6 a
mercadoria, a sua conta de ganhos teria soífrido uma diminuição,
uma perda, de 8-6=2 contos de reis. Os 2 contos de réis, que
o negociante ganho I] na transacção realisada, e os que teria per-
dido, se a transacção se houvesse effectuado pelo segundo modo,
são duas quantidades arithmeticamente iguaes, porque ambas se
referem á mesma unidade, conto de reis, e ambas constam do mes-
mo numero de unidades. Ê certo, porém, que, para o negociante,
ellas tê em significações muito diversas, e até oppostas, porque,
ernquanto uma tem por effeito produzir um augmento na impor-
tancía final dos seus ganhos, a outra tende pelo contràrio a dimi-
nuil-a.

A noção de quantidade em algebra é mais complexa do que em
arithmetica. Em algebra a noção de quantidade comprebende os
mesmos elementos, espécie e valor absoluto, que em arithmetica
e mais um, dependente do modo de' ser d'ella relativamente a outra
quantidade e que não é senão uma qualidade da quantidade tal co-
mo ella se considera em arithmetica. Assim as quantidades dois
contos de ganho e dois contos de perda, que são iguaes em arithme-
tica, deixam de o ser em álgebra, unicamente porque o seu modo
de ser, relativamente ao resultado final da conta de ganhos, não é
o mesmo em ambas, isto é, porque este resultado não é modifi-
cado exactamente no' mesmo sentido pelo ganho, ou pela perda.

Diz-se, em geral, que as qualidades ou modos de ser de duas
quantidades relativamente a uma terceira são oppostos, quando el

14,.



les são taes que, se um tende a augmentar o valor da terceira
quantidade, o outro tende a diminuil-o e vice-versa. As quantidades
dois contos de ganho e dois contos de perda têem qualidades ou mo-
dos de ser oppostos relativamente ao resultado final da conta de ga-
nhos. As mesmas quantidades têem similhantemente modos de ser
oppostos relativamente ao resultado final da conta de perdas, por-
que este resultado diminuirá com o ganho de dois contos e augmen-
tará com a perda d'elles.

Distinguem-se em algebra as duas qualidades ou modos de ser op-
postos d'uma quantidade afIectando do 'signal -1- a quantidade com ~
uma das duas qualidades e do signal- a quantidade com a quali-
dade opposta. As quantidades precedidas do signal + chamam-se
positivas, as precedidas do signal - denominam-se negativas.

Em relação ao resultado da conta de ganhos, a quantia ganha
pelo negociante é representada por + 2 contos de réis e a quantia
perdida por - 2 contos de réis. Em relação ao resultado da conta
de perdas, a primeira quantia será representada pOI'- 2 contos de
réis e a segunda por. + 2 contos de réis. Nenhuma quantidade é
positiva ou negativa senão relativamente a uma terceira quantida-
de. Não ha, pois, quantidades absolutamente positivas, nem abso-
lutamente negativas. .

O adiantamento e o atraso d'urn relogio podem não ser quan-
tidades distinctas em arühmetica ; porém, são-o sempre em alge-
bra, em virtude do seu modo de ser diverso em relação a um
igual intervallo de tempo marcado por um relogio certo. E, como
este iutervallo parece augmentar, quando o relogio se adianta, e
diminuir. quando se atraza, as duas quantidades, a de que o re-
logio se adianta e a de que se atrasa, devem algebricamente dis-
tinguir-se pelos seus signaes, precedendo uma do signal + e outra
do signal -. O mesmo acontece com duas distancias percorridas
na mesma estrada, quando o são em sentidos contraries, por exem-
plo uma do-sul para o norte e outra do norte para o sul.

404·. A addição de duas quaniidades do mesmo siqnal I'ffectua-se
sommando os seus valores numericos, ou absolutos, e dando ao resul-
tado o siqnal commum a ambas, isto é,

(+6)+(+4)=+(6+4)' e (-6)+(-4)=-(6+4)
Com efIeito, um ganho (+ 6) seguido (+) de outro ganho (+ 4)

equivale (=) a um ganho unico + (6+ 4). Uma perda (-6) se-
guida (+) de outra perda (-4) equivale (=) a uma perda unica
-(6 +4).

A addição de duas quantidades de signaes contrarias éffectua-se
subtrahindo o valor absoluto da que o tem menor do valor absoluto
da maior e dando ao resultado o signal da maior, isto é,. .

(+8)+(-5) ou (-5)+(+8)=+(8-5)
e (+5)+(-8) ou (-8)+(+5)=-(8-5)
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Com effeito, um ganho seguido de uma perda, ou uma perda
seguida de um ganho, equivale a um só ganho, ou a uma perda
unica conforme' o ganho parcial é superior ou inferior á perda par-
cial.

Da addição resulta immediatamente a subtracção, por serem in-
versas estas duas operações. Tem-se, pois,
(+3)-(+8)=-5, (+3)-(-5)=+8, (-3)-(+5)=-8, (-3)-(-8)=+5

A pratica da subtracção reduz-se a escrever o subtractivo com o
siçna; trocado em seguida ao additivo. Assim,

(+3)-(+8)=+3-8=-5, (+3)-(-5) =+3'+5=+8,
(-3)-(+5)=-3-5=-8, (-3)-(-8)=-3+8=+5

405. Multiplicação algebrica é uma operação, que tem por fim
achar urna quantidade, que se forme algebricamente d'urna quan-
tidade chamada multiplicando. como outra chamada multiplicador
se fôrma algebricamente da unidade positiva.

A quantidade + 4. forma-se algebricamente de +", sommando 4
parcellas iguaes a +1, isto é,. ~

+4.= (+ i)+(+f)+(+i)+(+i)
Logo por definição é

(r+ 6)X(+4.)=(+6) +(+6)+<+ 6)+(+6) =+ (6x 4.)
(-6) x (+4.)=(-6)+(-6)+(-6)+ (-6)=-(6X4.)

A quantidade negativa - 4 forma-se algebricamente de +", tro-
cando o signal a esta unidade e som mando 4 parcellas iguaes a -t;
isto é,

-4. =(- i)+(- i)+<-i)+(-I)

Logo por definição é

(+6)x (-4.)=(-6)+(-6)+(-6) +(-6)=-(6X4.)

(-6) X(-4.)=(+6) + (+6)+(+6)+(+6)=+(6x4.)

Na pratica obtem-se oproducto algebrico de duas quantidades mul-
tiplicando os seus valores absolutos e dando ao resultado o signal +,
quando ambas téem o mesmo signal, e o signal -, quando téem si-
gnaes contraries.

Da multiplicação resulta immediatamente a divisão, por serem
estas duas operações inversas uma da outra. Tem-se, pois,
(+24.):(+fJ,)==+6,(-2g,):(+4.)=-6,\+2"'):(-6)=-4, (-24.):(-41)=+4..

406. De tudo, que fica exposto relativamente ás quantidades ne-
gativas, resulta, que uma subtracção não é uma operação impossi-
vel, quando o subtractivo excede o additivo. Assim é, por exem-



plo, 3 - 8= - 5, porque inversamente sabe-se (~ 4,04.) que é
8+(-5)=3.

É permittido, pois, continuar a progressão arithmetica ('I) para
a esquerda do termo zero, e d'ahi resulta poderem adoptar-se as
progressões

+..• -3a,-~a,-a, O, a, ~a, 3a, 6.a,..•
.. I I I IA A:tA3A4........... AI' AI' Ã' , , , , ,_ ..

para definir um systema de logarithmos. É evidente agora que, ou
seja A>t ou A<t, sempre um 'numero positivo M tem logari-
thmo, quer se supponha M> t, quer M<i.

4.07. Em geral, póde haver tantos systemas de logarithmos, quan-
tas forem as combinações verdadeiramente distinctas, que se pos-
sam fazer com duas progressões, uma arithmetica e outra geome-
tríca. Seja, porém, qual fôr o systema de logarithmos adoptado,
sempre o logarithmo de i será (~ 399) igual a zero.

Um systema de 10gÇlrithmosficará determinado, quando fôr co-
nhecido um termo da progressão geométrica juntamente com o seu
correspondente da progressão arithmetica.

E, com effeito, evidente que, se ao termo 9 de uma progressão
geometrica corresponder 4. na progressão arithmetica, as progres-
sões caracteriscas do systema de logarithmos, só podem ser estas

+ -8, -~, O, 6., 8, 12,...
++ ~, ~,I, 9, 112, 93, •••

ou outras, que provenham d'ellas pela inserção de igual numero de
meios proporcionaes entre cada dois termos consecutivos.

Ordinariamente deflne-se um systema de logarithmos, dizendo
qual é o termo da progressão geometrica, que corresponde ao termo
t da progressão arithmetica. Aquelle termo denomina-se base' do
systema de logarithmos. Em todos os systemas de logarithmos o lã-
garithmo da base é igual a L

4.08. Theorema. A rasão entre os logarithmos do mesmo numero

1 Sendo A e a termos correspondentes das duas proqressões, geometrica e arithme-
tica, ~ designando a um numero inteiro, será VA a base do systema de logar·ithmos
defimdo por aquellas progressões

Inserindo a - i meios arithmeticos entre O e o numero inteiro a, formar-se-há
a progressão (§ 3lj.f.)

+0, I, 2, 3,..... (a-I), a

inserindo igual numero de meios geometricos entre f. e A ter-se-ha a progressão
(§ 380)

V- ('V-)2 ('1.)3 (.1.)'-1 (a 1-)'++1, A, A, Y A .... Y A , Y A =A

.Comparando estas progressões nota-se que ao termo VA" da progressão geome-
trica corresponde o termo f. da progressão arithmetica, e, portanto, que é,

log.Vi=I e V-A = base do systema de Iogartthmos
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tomados em systemas diUerentes tJ a mesma, seja qual {dr o valor do
numero.

Sejam +0, a, !a, 30, (n-I)a, na,...
++1, A, A2, A3,oo A"-t, Ali, ...

as progressões, que definem um dos systemas de logarithmos e
+0, a', 2a', 3a', (n-l)a', na', .
:: I, A, A2, A3, A"-I, A", .

as que definem o outro systema.
O termo An da progressão commum aos dois systemas tem por

logarithmo n a no primeiro systema de progressões e n a' no se-
gundo systema. Designando por Log. os logarithmos do primeiro
systema e por logo os do segundo, tem-se

Log.AU, na a
log.A" = nal = ãi

Vê·se, pois, que a relação entre os logarithmos é independente
do valor de n, isto é, da ordem do termo de que se trata.

Quando o numero dado N não póde introduzir-se na progressão,
os seus logarithmos obtêem-se com a" approximação que se quizer.
Suppondo que Nesta comprehendido entre os termos A3X tr :'
e A3 X R", que se obtêem inserindo imeios geométricos entre A3
e A~, ter-se-ha (§§ 400 e 3t5)

L N I· [3 +a(lI-f)] I' [3+(Il-t)]og. = im, a -r::j:'l =aX.lm. i+1

no primeiro systema de logarithmos e

\log.N= limo[3al+ a'~~t)J =a'Xlim. [3+ (':+!)]
no segundo systema de logarithmos.

Dividindo ordenadamente estas igualdades e supprimíndo o factor
commum limo(3 +:+ fi) acha-se-

Log. N a
log.N=iii

40~. Sendo B a base de um systema de logarithmos designado
por a abreviatura log., e b a base de outro systema representado
por 19., será (~ 407) logoB= 1 e 19.b= t; e como está demon-
strado (~ 408) que é

log. A logo C logoD log.B log.b
Ig.A =lSfG= Ig.D = ... = Ig:B = 19.b

segue-se que será
10g.A_log.C _ log.D __ ••• __ 1_ -log b
Ig.A - Ig.C - Ig.D -- -Ig.n- •

e
f 1 tlog.A=lg.AX1g•B log.C=lg,CX1g.B log.D=lg.DXIg.B
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Este numero constante, pelo qual se multiplicam os logarithmos
de base b, para se obterem os logarithmos dos mesmos numeros
no systema de base B, chama-se modulo d'este systema de Ioga-
rithmos em relação áquelle.

O modulo de um syslema de loçoriihmos de base B em relação a
outro, cuja base é b, é, pois, igual a 1 dividido por o loqariihmo da
base (B) do novo syslema tomado no amiqo systema {.

4W. São dois os systemas de logarithmos, de que se tem feito
uso. O primeiro, cuja invenção é devida a Neper ou Napier, tem
por base o numero' incommensuravel 2,7182Si828459045 .. , que
geralmente se representa no calculo por a letra e. A estes Ioga ri-
thmos chama-se logarithmos naturaes ou hyperbolicos, e
tambem logarithmos neperianos.

O outro systema de logarithmos, que é o geralmente empregado
nos calculos numericos, chama-se systema de logarithmos vul-
gares ou de Briggs, por ser este celebre professor, quem pela
primeira vez publicou, em i6·17, uma taboa, que foi jmpressa em
Londres com o titulo Loqarithmorum chilias prima. A base do sys-
tema vulgar é to.

Designando por logo os logarithmos vulgares e por I os logarí-
thmos naturaes ou hyperbolicos, acha-se, por calc~los impossí-
veis de desenvolver n'este livro, !.~O ou log.2,7182818 ... igual a
0,4342945 ... Logo o modulo dos logarithmos vulgares em rela- '
ção aos logarithmos n'aturaes, ou simplesmente o modulo dos toga-
rithmos vulgares, como ordinariamente se diz, é (~ 409) igual a
0,4342945 ...

41 í • Theorema. O logarithmo de um producto de dois factores
é igual á somma dos logarithmos dos m.esmos factores, isto é,

log.(M x N) = log.M+ log.N
Sejam

+ .... -4a,
{*..... A"

-3a, -2a, -a, O, a, 2a, 3a, 4a, 5a, ...•
1" ~.. ~, I, A, Al, A3, A4, AS,....

as progressões, que definem os logarithmos.
Suppondo que os dois numeros M e N fazem parte da progres-

são geometrica, e são ambos maiores que', ter-se-há, por exemplo,
.M=A2 N=A5 lIlxN=A~+5

log.M= 2a log.N =50 log.1I1+ log.N = (2+5)(t
e, como (2 + 5)a e A~XA5 ou A2+5 são (~~ 346 e 385) necessa-
1Póde tambem dizer-se que modulo de um systcma de logarithnws de basen em

relação o outro, cuja base é h, é a j'aslÍo entre os logm'ithmos de qualquer numero
tomados um no systema de base B e outro no de base b.

2 Este numero incommcnsuravel e representa o limite para que tende a expres-
.são Vi+(t, quando (t tende para zero.
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riamente termos correspondentes das progressões arithmetica e
geométrica, será

log.A*5=(2+5)a ou log.(MxN)=log.M+log.N

Suppondo que Me N são menores que í , ter-se-ha, por exemplo,
{

MxN= AH5

log.M=-2a log.N=-5a log.M+log.N=-~a+(-5a)

e, como -2a+(-na) ou (~ 404) -2a-na=-(2a+5a) é
igual ao termo - (2+5)a da progressão arithmetica, e este termo

; I
corresponde ao termo A1+5 da progressão geometrica, será

{
log'ÃIT,=-2a+(-5a). ou log.(MXN)=log.M+log.N

Do mesmo modo se raciocinará, quando um dos numeres, M ou
N, fôr maior que .. e outro menor.

Não podendo os numeros M e N fazer parte da progressão geo-
métrica, ter-se-há, em geral, ~. .

Rm-t<M<R'" R"-t<N<R"

designando R a rasão i+V'l da progressão, que se fórma introdu-
zindo i termos entre cada dois termos consecutivos da progres-
são :: t, A, At, etc. Inserindo i termos entre os termos consecuti-
vos da progressão -;-O, a, 2a, etc. e designando por r a rasão i ~ I

Da progressão resultante, será
(m-l)r<log.M<mr (n-t)r<log.N<nr

Das primeiras desigualdades deduz-se
R",-tX Rn-t<Mx N< R'"x R" ou Rm+.-!<Mx N< R"+"

~ substituindo os logarithmos
(m+n-2)r<log.(MxN)«m+n)r

Das ultimas desigualdades deduz-se
(m- I)r+(n- i)r<log.M+ log.N<mr+nr

ou (m+!!-2)r<log ..M+ log.N< (711 +n)r
Logo a differença entre as expressões 10g.(MXN) e 10g.M++ logoN, cujos valores estão cornprehendidos entre (m + n)r e

(m+ n - 2)r, não póde deixar de ser inferior a 2r ou i~i'

E como esta differença diminue, quando augmenta i, e póde
mesmo tornar-se menor que qualquer grandeza dada, segue-se que
o mesmo acontecerá á differença entre as quantidades 10g.(M><N)
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e 10g.M+ 10g.N, cujos valores não dependem de i. Logo é sempre
verdadeira a igualdade .

lo~.(M x N) = log.M+ log.N
4i2. Oorpllarto I. O logarithmo do producto de mais de dois

factores é igual á somma dos loqarithmos dos factores, isto é,
log.(Mx N x P x Q)= log.M+ log.lV+ log.P+log.Q

Considerando MX NX P X Q como um producto de dois facto-
res, M e NXPX Q, tem-se (~ 4tl)

log.(Mx NxPx Q)= log.M+ log.(NxPx Q)
Decompondo similhantemente NX PX Q em dois factores, vem

log.(Nx P,><Q)=log.N+log.(Px Q)
e log.(Mx Nx P x Q)= log.M+log.N+ Iog.P+logoQ

41.3. Corollario II. O logarithmo de uma potencia de qualquer
quantidade é igual ao expoente da potencia multiplicado pelo loga-
rithmo da quantidade.

Suppondo M=N=P= Q, a ultima igualdade do § precedente
reduz-se a

log.M4=~log.M

414. Theorema. O logarithmo de um quociente é igual ao lo-
garithmo do âioidendo menos o loga~ithmo do divisor, isto é,

log.(~) = log.M-log.N
Designando Q o valor do quociente, será

;=Q ou M=NxQ
e (~ 4H)

logoM= log.N+ log.Q ou log.Q= log.M -Iog. N

e finalmente logo(;) =log.M-Iog.N
4f5. Corollario. Quando é M=i, tem-se (§ 399) logoM=O

e por consequencia
logo(~) = -log.N

Em geral, qualquer logarithmo negativo é igual ao logarithmo
d'um quebrado, cujo numerador é t e o denominador é o numero
correspondente ao logarithmo tomado com o signal contrario.

41.6. Theorema. O logarilhmo da raiz de qualquer quantidade
é igual ao logarithmo da quantidade dividido pelo índice da raiz,
isto é, '

log.\Iii IO~ M
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Designando por r a raiz m de M, isto é, suppondo
vM=r ou M=rm

será (§ 4f3)
log.M '!'1-

log.M=mlog.1· e m- =log.r=log. V M

4.17. 'l'heorema. O logarithmo vulgar de qualquer potencia de
to é igual ao expoente da mesma potencia.

A verdade d'este theorema reconhece-se facilmente comparando
as progressões

+.... - 3,-2, -I, O, I, 2, 3, 4., 5,...
{ { {

++ tO" w' ro':I. tO, 1()2, i()3, :1.04, :1.05,•••

que definem o systema vulgar, cuja base é to.
PMe, porém, demonstrar-se o mesmo theorema notando (~~ U3

e 4.07) que é
19.tOá = 51g. tO e Ig.tO=i

e por consequencia 19.i05=5

418. Theorema. Quando se multiplica, ou divide, um numero
por qualquer potencia {de 10 o seu logarithmo vulgar auqmenta,
ou diminue de tantas unidades, quantas são as unidades do expoente
de W.

Sendo 19.No logarithmo vulgar de N, será (§ 4ft)
Ig. (Nx i()3) = 19.N+19. :I. ()3

e, como no systema de Iogarithmos vulgares é (.§ 417) lg. :103= 3, .
segue-se que- será

19. (Nx 103) =lg.N+3 '

Do mesmo modo se tem (§~ 414 e 4i 7)

19. (.~8)= 19.N -lg. {O3 e Ig. (.~,) = 19.N- 3

4i9. Os logarithmos vulgares dos numeros, que não são poten-
cias exactas. de 10, ou de i~ comprehendem sempre uma parte
fraccionaria. Assim o logarithmo vulgar de um numero comprehen-
dido entre 105 e 106, por exemplo, deve ser um numero maior que
5 e menor que 6, e portanto igual a 5 mais uma .fracção propria.
A parte inteira de um logarithrno vulgar chama-se caracteristic~
e póde ser positiva ou negativa. A parte fraccionaria do logarí-
thmo exprime-se ordinariamente por um numero decimal e deno-
mina-se mantissa do logarithmo.

1Este theorema é verdadeiro para qualquer systema de logarithmos, comtanto
que se supponha o numero multiplicado ou dividido por uma potencia da base do
mesmo systema.



A mantissa de um logarithmo póde sempre calcular-se com a
approximação (~ 40i), que se quizer.

420. Theorema. A característica do logarilhmo vulgar de qual-
quer numero inteiro, 01~ decimal, consta de tantas unidades, quan-
tas são as casas, que no dito numero vão desde o alqarismo das uni-
dades exclusivamente, até ao primeiro algarismo significativo da es-
querda inclusivamente, e é positiva, quando o numero é maior que
I, e neqaiioa, quando t! menor que I. ,

Se o numero é maior que t, hão de haver duas potencias de tO
(considerando .f e IO como potencias de to, cujos expoente são O
e I), entre as quaes o numero se comprehenda, de modo que seja,

. por exemplo,
iQ3<8564,36< iQ4

sendo 4 o numero de algarismos da parle inteira, e (§ 400)

19.lO3< Ig.8564,36< 19. {(}I

3< 19. 856~,36< 4ou (~ 4i 7)
e por consequencia 19. 8564,36= 3+~
designando õ uma fracção propria, isto é, a mantissa do logari-
thmo.

Se o numero é menor que 'I, como, por exemplo, 0,0062358,
ter-se-ha evidentemente

e

0,001< 0,0062358< 0,01
{ {
tO' < 0,0062358< 10'

19. I.~,< Ig.0,0062358< Ig. i~'

- 3< 19.0,0062358<- ~
-3+1=-(3-1)=-2

19.0,0062358=- 3+~

•

e, como (~ 404)
será

representando õ a mantissa do lõgarithmo.
42-1. Theorema. A mantissa positiva do loqarithmo de qualquer

numero não depende da posição da oirauta no mesmo numero.
Deslocar a virgula para a direita, ou para a esquerda, em qual-

quer numero inteiro, ou decimal, equivale (~§ 62, 2~4 e 247) a
multiplicar, ou dividir esse numero por alguma potencia de to, e
multiplicar ou dividir um numero por uma potencia de 10 corres-
ponde (~ 4t8) a juntar ou subtrahir algumas unidades ao logari-
thmo do numero. Logo o deslocamento da virgula produz sómente
mudança de valor na característica, suppondo que, no caso da di-
visão, aquellas unidades foram subtrahidas á caracterisca, como,
em geral, se pratica, para evitar que a mantissa fique negativa ..



Sendo, por exemplo,
19.6~3,58 = 2+S

será Ig. 6~358 = 19.(6~3,58 x 1(2) = (2 + S)+2

e

19.M358=~+ S

19.0,06~358 = 19. 64t3Ó~8= (2+S) -lj,

l~. 0,06~358 = - 2+S

ou

ou
N'este ultimo caso póde tambem escrever-se

Ig. 0,OM358= 2+ S- 3 - :I. = (2 - 3) - (1- S)

Designando por 'o' a differença 1-0, que é menor que 1, tem-se
19.0,064358 = - i - S'

Reconhece-se por este modo que os logarithmos dos numeros
643,58 e 0,0()/J·3D8 têem mantissas o e o' di1Ierentes, mas vê-se
tambem que, para isto acontecer, foi necessario que a mantissa
deixasse de sei' positiva.

Sendo ~= 0,80860'll5

será
e

~'= 0,i913975, Ig. 613,.58= 2,8086025
. Ig. 0,06(&,358=- 2+ 0,8086025

ou, como geralmente se escreve,
19.0,06~358 = 2,8086025

pondo o signal - por cima da característica, para indicar que só
ella é negativa.

Querendo este ultimo logarithmo todo negativo, ter-se-há
19.0,061358 = - 1 - 0,:1.9:1.3975 ou Ig.O,OM3õ8= -1 ,:1.9139.75

422. Disposição das taboas de logarithmos. As caracte-
risticas tios Iogarithmos vulgares são tão faceis de obter (~ 420),
que não ba necessidade de as incluir nas taboas dos logarithmos.
E por isso que as taboas de Callet, e, em geral, quasi todas as
outras, al)enaS contéem as mantissa positivas dos logarithmos de
uma serie de numeros inteiros.

Basta comprehender a disposição dos logarithmos nas taboas de
Callet para com facilidade se perceber a disposição adoptada nas
taboas de Lalande I, Das de J. Dupuis e em outras.

1As taboas de Lalande contêem os logarithmos dos numeras inteiros desde i
até 10000 com cinco casas decimaes e com um erro inferior a ~unidade da quinta
casa de dizima. A partir de logo900 lêem uma columna D com as diflerenças en-
tre os logarithmos consecutivos. A approximação dada por estas taboas é suffí-
ciente na maior parte das applicações, Só em calculos de grande precisão se exí-,



Na primeira parte das taboas de Callet, intitulada Chiliada I,
estão as mantissas positivas dos numeros inteiros, desde 1 até {200.
com 8 algarismos decimaes e um erro, por defeito ou por excesso,
inferior a ~ unidade da oitava casa de dizima. Cada pagina da Chi-
liada I tem 240 numeros com os seus logarithmos distribui dos por
quatro columnas.

Na segunda parte das .taboas estão os logarithmos dispostos por
modo diverso. Em cada pagina d'ella ha 12 columnas { destinadas
aos logarithmos. A primeira, a que tem N na parte superior, tem
os numeros, as dez immediatas marcadas com os algarismos O, 1,
2, 3, 4, ... 9 contêem as mantissas positivas com-um erro inferior a
~ unidade da ultima casa decimal, e a ultima tem as differenças
dos logarithmos dos numeros consecutivos com as suas partes de-
cimaes.

Abrindo o livro na primeira pagina d'esta parte das taboas en-
contram-se na columna Nos numeros inteiros desde '1020 até f079
e na columna O as mantissas dos logarithmos d'estes mesmos nu-
meros com 7 algarismos decimaes. Estas mantissas pertencem tam-
bem (§ 421) aos logarithmos dos numeros da columna N seguidos
de um zero (ou de mais). .

Na columna 1 estão os quatro ultimos algarismos das mantissas
dos logarithmos dos numeros da columna N seguidos do algarismo
1. Os tres primeiros algarismos d'estas mantissas são os correspon-
dentes a columna O na mesma linha borisontaJ. Na columna 2 es-
tão os quatro ultimos algarismos das mantissas dos logarithmos
dos numeros da columna N seguidos do algarismo 2; os tres ou-
tros algarismos das mesmas mantissas estão, como os da columna
I, na columna O. As columnas 3, 4, 5, ... 9 contêem, como as an-
teriores, os quatro ultimos algarismos dos logarithmos dos nume-
ros da columna N seguidos de um dos algarismos 3, 4, 5, ... 9.

Percorrendo, pois, todas as paginas da segunda parte das taboas
de Callet reconhece se que na columna O estão as mantissas po-
sitivas dos logarithmos de todos os numeros inteiros desde i020
até 10799, na columna 1 as dos logarithmos dos numeros de 10
em 10 desde 1020i até i07991, na columna 2 encontram-se as
mantissas dos logarithmos dos numeros de 10 em 10 desde 10202
até 107992, e assim successivamente até á columna 9, onde es-
gem sete, ou mais algarismos decimaes. As taboas de sete decimaes de J. Dupuis
têem os logarithmos dos numeras desde i até iOOOOO.O mesmo auctor publicou
em i8ti7 outras taboas em um pequeno volume contendo os logarithmos dos nu-
meras desde i até iOOOOcom cinco casas de dizima.

1Além d'estas doze columnas ha do lado esquerdo duas outras, ~ue, combinadas .
com a primeira das doze, servem para reduzir graus (ou horas), minutos e segun-
dos a segundos, ou inversamente para reduzir segundos a graus (ou a horas), mi-
minutos e segundos. ,
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tão os logarithmos dos numeros de IO em IO desde t0209 até
107999.

Póde, pois, dizer-se que esta segunda parte das taboas abrange
os logarithmos de todos os numeros inteiros até t08000 inclusive.

Os logarithmos dos numeros maiores que toOOO estão calcula-
dos com 8 casas de dizima.

4.23. Problema. Procurar nas toboas o.logarithrno de um nu-
mero inteiro, ou decimal.

A caracteristica acha-se (~ 4.20) independentemente das taboas,ª mantissa positiva procura-se nas taboas, sem fazer caso dos ze-
ros. que porventura estejam á direita (lo numero, nem da posição
da virgula no mesmo numero. Para se resolver este problema con-
vêm distinguir o caso em que o numero está nas taboas, do caso
em que elIe excede os seus limites.

Caso I. O numero sem virgula, e se fôr necessario sem zeros á
direita, não excede t08000.

Se o numero é menor que i200 póde achar-se a mantissa do
seu logarithmo na Chiliada I, ou mesmo na segunda parte das ta-
boas de Callet, comtanto que se lhe acrescente um zero, quando
elIe não exceda 1020. ~

Para achar o logarithmo de IO 1;)000 começa-se por determinar
a caracteristica, que n'este exemplo é 6, supprimem-se depois os
tres ultimes zeros, e entra-se com '1015 na Chiliada I, ou suppri-
mem-se apenas os dois ultimos zeros e entra-se com 10150 na se-
gunda pafte das taboas. Acha-se por qualquer d'estes modos

Ig.i015000 = 6,00616604:

Para se obter a mantissa positiva do logaritbmo de 0,004367,
cuja oaraoteristíca é - 3, despreza-se ti virgula e entra-se com o
'numero resultante 4.367 na columna N. As taboas dão

Ig.0,001J,367=- 3+0,M01832 ou Ig.0,001:367= 3,6401832

O logarithmo de 10654 pôde achar-se lambem entrando com
este numero na columna N, visto ser elle inferior a 10800. Ha po-
rém. outro meio de obter este logarithmo, que consiste em entrar
com 1065 na columna N. e depois com o algarismo l~na columna
marcada com este mesmo algarismo. Acha-se então, conforme o
meio que se empregar,

Ig.i06M =4:,0275i27 ou Ig.i06M = 4:,02751269

Se o numero composto de 5 algarismos fôr maior que t0800,
o ultimo d'estes dois meios é o unico, que pôde seguir-se.'

Se o numero consta de 6 algarismos, mas não excede t08000,
o unico meio, pelo qual pôde então obter-se o Iogarithmo, consiste
similhantemente em entrar na columna N com o numero composto



dos õ primeiros algarismos e com o ultimo, ou o sexto algarismo,
na columna designada por o mesmo algarismo.

Para se ter a mantissa positiva do logarithmo de 0,0107823 en-
trá-se com f0782 na columna N e segue-se depois a linha hori-
sontal d'este numero até se chegar á columna :lo Tem-se por este
modo

19.0,Oi07823 = - 2+0,03271141 ou Ig.O,Oi07823 =2,0327 i!q,!

Caso II. O numero, sem a virgula e sem zeros á direita, excede
to8000.

N'este caso é sempre possivel collocar a virgula no numero, de
modo que elle fique comprehendido entre dois inteiros consecuti-
vos, que não excedam o limite 1O~000 das taboas.

Representando X o numero, cujo logarithmo se procura, e sup-
pondo que A e B são os dois numeros inteiros consecutivos, entre
os quaes se comprehende X, emprega-se então, para calcular o va-
lor de Ig.X. a proporção •

B-A: X-A:: Ig.B-lg.A: Ig.X-lg.A

que não dá Ig.X com exactidão, mas que, em geral, o dá com suf-
ficiente approxirnação t, quando A, que se suppõe menor que B, é
igualou superior a 10000. Esta proporção costuma enunciar-se
dizendo: a dilferença dos numeres é proporcional á di/Terença dos
loqarithmos.

Querendo, por exemplo, o 11 garithmo de 8265,4.3 determina-se
a caracteristioa 3 e depois desloca-se a virgula, a fim de que a
parte inteira seja o maior numero 'inferior a 108000. O numero
dado fica, portanto, reduzido a 826M,3, que se cornprehende en-
tre os numeros 82654 e 82üõ5. Recorrendo á regra das partes

1 Fazendo na proporção B = A + 1, X = A + h e designando ~or L\ a differença
Ig.B-lg.A das taboas, tem-se f : h:: L\: Ig.(A+ h)-Ig Aou 19. A+ h) =lg.A++h L\. Não sendo, porém, verdadeira a proporção ou, ecmo tam em se diz, a re-
gra das partes proporcionaes, será Ig.(A+h)= Ig.A+~, c, portanto, a diíferença
"8-hL\ ou hL\-~ dará o valor do erro que envolve o logaríthmo de um numero
A+h, quando este logarithmo fôr deduzido pela referida regra.

Está demonstrado (Vieille, Théorie générale des approximations numériques)
que aquelle erro é inferior a 2~" e portanto, que, se fôr A = ou> 10000, será o

mesmo erro menor que 2.~08ou ~ unidade da oitava casa decimal. Tal é o erro que
, se cornmetteria, empregando a regra das partes proporcíonaes, se porventura L\ e

Ig.A fossem conhecidos com todo o rigor.
Advertindo, porém, que as taboas dão um valor L\' difIerente do verdadeiro, e

que a differença e entre 11' e L\ é inferior a uma unidade da ordem do ultimo al-
garismo, concluír-se-ha 1ue "8- h 11 equivale a "8- h (11'+ e), e por conseguinte
que é "8-h (11'+e)< 2XA' ou "8-hL\'<he+~ •.

l. I
Suppondo e<2Xi01 e A=ou> iOOOO selá ~ -hL\' < iO" e portanto para nu-

meros superiores a iooOO não haverá inconveniente em usar da proporção.
, ,



proporcionaes tem-se
82655 - 82654 : 8265lJ,,3- 8265lJ,:: Ig.82655 -lg.8265lJ, : Ig.8265lJ,,3-lg.8265lJ,

OU J : 0,3:: Ig.82655 -lg.82654 : Ig.82654,3 - k82654

O terceiro termo d'esta proporção é igual á differença entre os
logarithmos de dois numeros inteiros consecutivos,. differença que
nas taboas está calculada em relação á unidade a que se refere o
ultimo algarismo da direita da mantissa.

N'este exemplo é Ig.82655 -lg.82654 =0,0000052, e por isso
Ig.82654,3 = Ig.8265lJ.+0,3 x 0,0000052

ou
Ig.82654,3 = 4,9172639 +0,00000156 = 4,9i72639 +0,00000i6

e finalmente
Ig.82654,3 = 4,9172655 e Ig.8265,43 = 3,9i72655

Na pratica pôde deixar de se multiplicar a differença 0,3 dos nu-
meros por a diíferença 52 das taboas, porque por baixo de 52 existe
uma pequena taboa com os valores de i, 2, 3, ... 9 decimos de 52.

O typo do calculo é o seguinte. ~
Ig.8265lJ,. . . . . . . . . . .. 9172639
0,3 x52............ j56

9i7265õ
Ig.8265,43 = 3,9172655

Achar o logarithmo de 684357,2
Ig.68l135 " 8352783

0,7 X6lJ,............ 448
0,02 x 64. . . . . . . ... .. 128

83õ28:29
·lg.68lJ,357,2= 5,8352829

Achar o logarithrno de W63MS428
19.i063lJ,5.. : ..... " .. 02671708

0,4 X 408. . . • . . • . . . . . i632
0,02 X40~............ 816
0,008 X 408. . . . . . . . . . . . 3264

0267i883-

19.f06345428 = 8,02671883

Quando o numero tem tantos algarismos, que, depois de sepa-
rada á esquerda uma parte que. se contenha nas taboas, ainda fi-
cam muitos algarismos, basta, em geral, attender só a tres d'estes
algarismos, como no exemplo seguinte se pôde observar i.

1 Em todos estes exemplos tem-se supposto, que é conhecido com exactidão o
15



Achar o logarithmo de 229574.,386-
Ig.~~957 , 3609151

0,4, x 190. . . .. . . . . . . . 760
0,03 X 190. . . . . . . . . . . . 570
0,008 x 190. . . . . . . . . . . . i520
0,0006 x 190. . . . . . . . . . . • 114,0

3t.i09~34,--

Ig.229574,,386 = 5,3609234,

424. Problema. Procurar nas' taboas o numero correspondente
a um logarithmo dado.

Na resolução d'este problema suppor-se-ha, que a mantissa é po-
sitiva, porque, se o não fôr, será preciso tornal-a positiva, juntando
e tirando ao logarithmo, de que ella faz parte, algum numero in-
teiro maior que o mesmo logarlthmo.

Suppondo, por exemplo, que se pede o numero, cujo logarithmo
é-i ,51 59850, tem-se

- 1,5159850 = 2 - 1,5159850 - 2= 0,~84,0150 - 2= ~,~8~OI50

Para achar o numero, cujo logarithmo tem a mantissa positiva
484,0150, entra-se na columna O das taboas com os 3 primeiros
algarismos 484 da mantissa, e, depois de achado este numero en-
tre os numeros isolados da mesma columna, procuram-se os 4 al-
garismos immediatos 0150 descendo na mesma columna, até se
encontrarem esses mesmos algarismos, ou os de um numero im-
mediatamente inferior ao que se escreve com os referidos alga-
rismos.

No exemplo em questão acham-se eííeotivamente os algarismos
0150 na columna O, e por isso, percorrendo a linha horisontal em
que elles se acham, encontra-se na columna N o numero 3048,
que só differe do numero pedido na posição da virgula. Para col-
locar esta na posição, que lhe convém, a fim de que a caracteris-
tica seja - 2, contam-se a partir do primeiro algarismo significa-
tivo inclusive para a esquerda, visto ser negativa a caracteristica,
2 casas, isto é, tantas quantas são as unidades da característica, e
o algarismo, que occupar a casa immediata para a esquerda, será
o das unidades.

numero, cujo logarithmo se procura. Quando o numero envolve algum erro, e se
sabe que tem m algarismos exactos, o seu logarilhmo apenas contém rn- i alga-
rismos exactos (Vieille, Théorie générale des approximatións numériques). Para
obter o valor de Ig.V2" com 7 algarismos exactos é preciso portanto obler V2 com
8 algarismos exactos. Extrahindo a raiz tem-se

Ig.V2 = Ig.i,4:l42t35 = O,{505H9

Dividindo Ig.2 por 2 acha-se tamberp. Ig.V2.



Seguindo esta regra (~ ~20) acha-se
2,~8~Ot50= Ig.O,030~8

Não estando o numero escripto com os 4. ultimos algarismos na
columna O, percorre-se a linha horisontal, onde está o numero im-
mediatamente inferior áquelle, até se encontrar exactamente este
numero. Querendo achar o numero correspondente ao logari thmo
3,67M667 procura-se 675 entre os números isolados da columna
O, desce-se depois n'esta columna, até se encontrar o numero 4.H 7,
depois do qual vem 5034.. que é maior que ~667, e caminha-se
sobre a horisontal, que passa por 4.H7, até se chegar ao numero
4667 existente na columna 6 da taboa. Procura-se então o numero
da columna N, que está com ~667 na mesma linha horisontal e
escreve-se-lhe á direita o algarismo 6. O numero dado pela taboa
é, n'este exemplo, 4.7366. Para se collocar a virgula, segundo a
regra do ~ 420, de modo que a caracteristica seja 3, contam-se do
primeiro algarismo significativo inclusive para a direita, visto ser
positiva a caracteristica, 3 casas, e o algarismo, que occupar a casa
seguinte, será o das unidades. Applicqndo isto ao exemplo de que.
se trata obtem- se

3,6754667 = 19.4736,6

Applicando um processo analogo para procurar o numero cor-
respondente ao logarithmo 3,562i)687 nota-se, que o numero 5687
composto dos 4 ultimos algarismos da mantissa não existe nas ta-
boas, porque seguindo a horisontal, que passa por o numero 5:308
da columna O, chega-se ao numero 5664. situado na columna 3, e
vê-se logo em seguida o numero 5783 maior que 5687.

É, pois, evidente que o numero pedido, prescindindo da cara-
cteristica, está entre 36523 e 36p2~, e por consequencia que o seu
valor, com um erro inferior a 1, é 36523 ou 36524.. Para achar o
numero com maior approximação emprega-se a proporção

Ig.B-lg.il: Ig.X-lg.A::B-A::X-A

ou 4,5625783 - ~,562566~ : ~ .5625687 - 4,562ã66k i :X - 3652:3

na qual o primeiro termo é a diílerença 119 das taboas.
EiIectuando, pois, as operações indicadas acha- se

fi9: 23:: i: X-36523
e por consequencia

"3X = 365~3+ t-t9 ou X = 36523,2

Collocando agora a virgula no logar competente obtem-se afinal
3,56~5687 = Ig.3652,32

Na pratica só no fim se attende á caracteristica, e dispõe-se a
operação como indica o seguinte



Typo do oalculo
56~5687

5664 365~3
- 230 I fi9

tU -1.- 2

X=3652,32

Póde evitar-se a divisão (2:10 : 119), recorrendo á pequena taboa
das partes proporcionaes. Entra-se para esse 'fim com o dividendo
23 na segunda das duas pequenas columnas situadas por baixo da'
differença J 19, e vê-se qual é o numero da primeira columna, que
lhe corresponde.

A inspecção da pequena taboa mostra, que a differença 23, não
existe lá, mas está entre 12 e 24, e portanto que o sexto alga-
rismo do numero procurado tem um valor comprehendido entre 1
e 2, e muito mais proximo do ultimo algarismo que do primeiro. O
numero achado por meio da regra das partes proporcionaes não
póde deixar de .envolver erro, porque (~ 423) não é exacta nem a
referida regra, nem a differença dos logarithmos dada pelas taboas.
PMe, porém, dar-se como demonstrado que, para valores de A in-
feriores a 2'J809 ou superiores a 100000, o numero procurado terá

d . I . . Ig.X-lg.A - e» Ito os os a gansmos exactos, se o quociente Ig.B-lg.A nao 10r ca -
culado com mais de dois algarismos decimaes; e para valores de A
comprehendidos entre 21809 e 100000 o referido quociente deve
ser calculado apenas com I casa ele dizima I.

1 Suppondo conhecido o verdadeiro valor de Ig.B -lg.A ou .1, a proporção ou
regra das partes proporcionaes, dá para X o valor

A+Ig.X ~ 19.A

que não pôde deixar de envolver erro, visto não ser exacta a proporção d'onde
elle deriva. Vieille (Approximations numériques) demonstrou que a diílerença en-
tre aquelle valor approximado de X e o verdadeiro X é menor que l.Como, po-

rém, não se conhecem senão com erros menores que ~ os dois termos do quo-

ciente indicado 19.X ~ Ig.A, segue-se que n'esta divisão se commette um novo erro,

que é inferior a .,},No caso mais desfavoravel o erro proveniente da accumulação

dos dois erros deve, portanto, ser menor que ±+±.
Nas taboas de Callet a menor difl'erença de logarithmos para os nu meros com-

prehendidos entre i02~ e 21809 é 200, logo para numero~ inferiores a \!1809 o
erro resultante da applicação da regra das partes proporclOnaes não chega a ser
i~ +~ ou 0,006_ De iOOOOOa 108000 a menor differença é ~03, e por conse-

quencia o erro proveniente d'aquella mesma origem é inferior á i~ +~ ou



Achar o numero correspondente ao logarithmo T,3 t 46154

Typo do calculo
3U615~

6045 20635
--i0900 I ~H

350 :rr-
139 52

1,3U6i5* """Ig.O,2063552

Querendo usar n'este exemplo da pequena taboa das partes pro-
porcionaes, para dividir 109 por 2t I, procura-se na segunda co-
lumna o numero immediatamente inferior a f09, e, como esse nu-
mero é 106 e o que lhe fica ã esquerda é 5, concluir-se-ha

tOO t06 3 30
tU =2U+2U =0,5+2H xO,i

Procura-se depois na mesma segunda columna o numero imme-
diatamente menor que 30, e, como este numero é 2f e o seu cor-
respondente á esquerda é {, ter-se-há

30 2i 9 90
2ft=m +~llH-=0,i+2H xO,i

..

ou
too. 90 90
m=0,5+(0,i+2U xO,i) xO,i =0,5+0,0:l+ílU xO,Oi

e assim se poderá continuar a divisão até onde se quizer. A ope-
ração dispõe-se, n'este caso, como abaixo se vê

I

Typo do calculo
3H6:1.54,

6045 20635
---um

lO6...... .... 5
3 x :lO,..... i
9XIO..... 4

1,3U615/j,=0,206355i 206355'-

425.Problema. Calcular o proâecto de dois ou mais numeras
inteiros ou decimaes empregando os loçarithmos.

0,00501. Tanto n'este como no outro caso, não devem pois calcular-se mais de
dois algarismos na divisão de Ig.X-lg.A por 6.. Quando o numero está compre-
hendido entre 2:1.809e iOOOOOa menor diíferença é ""0,e o erro é, por conse-
guinte, menor que 2~ + ~ ou 0,02505.
N'este caso não é, portanto, prudente contar commais de um algarismon 'aquella

divisão.
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o calculo reduz-se a procurar nas taboas (~ 4.~3) o logarithmo
de cada um dos factores, a sommar todos estes logarithmos e a
procurar nas taboas (§ 4.24.) o numero .correspondente á somma
achada, isto é, (§ 4H) ao logarithmo do producto.

Seja o producto desconhecido
x = ~236,8 x 0,000726 X 0,08279 x 0,00:1275'"

Typo do calculo
19. ~236,8 = 3,6270380 '
Ig.0,000726 = 4,8609366
Ig.0,08279 = !,9:1.79779
Ig. 0,003275~ = 3,5:1.5~~3

75
83~0975

x = 0,0008340975

Na addição dos logarithmos é necessario attender a que as man-
tissas são todas positivas e as caracteristicas podem ser positivas
ou negativas. Na somma precedente vão 2 unidades da columna
das décimas para a das características e por isso o logarithmo do
producto tem (§ 404) por caracteristica

2+3-4-2-3=-~

Na pratica podem tornar-se positivas as caracteristicas dos ,Ioga-
garithmos de todos os factores, se porventura se julgar preferivel
sommar numeros precedidos do mesmo signal a sommar numeros
precedidos de signaes diversos. Basta para isso considerar cada
caracteristica negativa como um subtractivo e effectuar a subtrac-
'Ião por complementos (§ 42), isto é, substituir cada caracteristica
negativa pelo seu complemento arithmetico, sommar os logarithmos
de caracteristicas positivas e suhtrahir da somma todos os comple-

. men.Los, que se tiverem juntado ás parcellas. Deve, comtudo, ad-
vertir-se que no calculo por logarithmos se entende por comple-
mento arithmeuco d'uma caracieristica o que lhe falta para -10, ou
para algum multiplo de IO, e não o que lhe falta para uma uni-
dade da ordem immediatamente superior á do primeiro algarismo
da esquerda. Conforme se toma o complemento arithmetico da ca-
racteristica para 10, 20. 30, etc., assim se diz que a caracteristica
tem t, 2, 3, etc., complementos. Indica-se o numero de comple-
mentos que tem uma caracteristica collocando á direita e um pouco
acima d'ella uni numero igual de pequenos traços. Adoptada esta
notação é
ã,8:1.5MIr~9= 7,8!5M49- tO= 7',8Hi4~49 = !7",8:1.5~~~9= 27"',8:1.54449, etc.
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Calcular por meio dos complementos arithmeticos das caracte-
risticas o producto

a: = 4,3568,9 X 0,006254, x 0,0{)(128

Typo do calculo

Ig.4,3568,9 = 4, ,6391766 ou
Ig.O,006254.= 7' ,7961579
Ig.O,00028 = 6' ,4,6,71580

19.x = 18",8824925
1&,. x = 8' ,8824,925 ou

76~94, .!~904,
37 2W I 57

76296,37 390 ---:l6
6,8

4,6391766
7,7!:16l5i9-lO
6/1,4,71580 - lO

i8,8824925 - 20
8,8824925 - lO = 2,8824925

fI: = 0,076294,37

~26. Logarithmo preparado ou complemento do loga-
rithmo d'um numero é o loqarithmõ do reciproco d'esse numero
tomado com a mantissa positiva.

Diz-se que dois numeros são reciprocos um do outro, quando o
seu producto é L Os numeros 3 e ~ são reciprocos entre si e o

3 4,
mesmo succede a - e -3'

lf

O logarithmo preparado de N, ou o complemento do seu loga-
rithmo, designa-se abreviadamente por 19.N. D'esta convenção, e
do que fica demonstrado (§ 415), resulta

- 1Ig.N= Ig.N= -Ig. N

Representando, em geral, por n e a a caracteristica e a mantissa
de 19.N, é

ig.N=-(n+~) =-(n+ i)+(i-S")

e, como 1- a é positivo, será 1- a a mantissa e - (n + 'I)a ca-
racteristica de ~ N.

A caracteristica do logarithmo preparado, ou do comple-
mento do logarithmo d'um numero obtem-se, pois. juntando 1
á característica do logarithmo do numero e trocando o siçna! ti som-
ma. A mantissa do logarithmo preparado acha-se diminuindo
de 9 cada um dos seus algarismos a partir da esquerda até ao ul-
timo alqarismo significativo da direita, que se subtrahe de 10.

Sendo
19.N= ~)8086025



será
19.N= - f,8086025 = - (- 2+ 0,8086025)=
=-(-2 + i)+(t-0,8086025) = :1.,:1.9:1.3975

427. Chama-se oomplemento arithmetioo de um logari-
thmo ao numero que falta a esse loqarithmo para completar 1, 2?
ou mais dezenas.

As expressões 1O-lg.b, 20-lg.'b, 30-lg.b, etc., represen-
tam complementos arithmeticos de Ig. b, Designam-se abreviada-
mente estes complementos arithrneiicos pelos symbolos clg.b, c2Ig.b,
c3lg. b, etc., que se lêem complemento orithmetico do logarithmo de
b para t, 2, 3, etc., dezenas.

Sendo

será
cIg. b = :lO - 4,6830526= (9 - 4) + (:1.- 0,6830(26) = 5,3169474

C2 Ig.b = 20-4,6830526= (i9 -4)+ (:1.- 0,6830(26)= 15,3:1.69474

C3 Ig. b = 30 - 4,6830526= (29- 4)+ (i - 0,6830(26) = 25,3i69474

e assim successivamente.
Suppondo Ig.b = 2,6830526

será
clg.b= iO-2,6830526 = (9-(-2)) + (:1.-0,6830526)= H,3:1.69474

c21g. b = 20-2,6830526 = (19 -(-2») + (1-0,68J0526) = 21,3169474

C3 Ig.b= 30~2,6830526 = (29 - (-2)+(1 -0,6830(26) =31,3169474, etc-

O complemento arithmeüeo d'um logarithmo de caracteristica po-
sitiva obtem-se subrahindo a característica de 10-1, 20-t, 30-t,
etc, conforme o complemento é de I, 2, 3, etc., dezenas, e substi-
tuindo cada algarismo da mantissa a coutar da esquerda pelo que
lhe falta para 9 até ao ultimo significativo da direito, que se sub-
stitue pelo que lhe falta para 10. I

O complemento arithmetico d'um loqarithmode carocteristica ne-
gativa obtem-se juntando ao valor absoluto da característica 10 -{,
20 - I, 30 - I, etc., con forme o complemento é de 1, 2, 3, etc., de-
zenas, e procedendo com a mantissa exactamente como no caso de
ser positiva a caracteristica.

428. O logarithmo d'um quociente póde calcular-se por tres meios
differentes: 1.0 subtrahindo o logarithmo do divisor do logarithmo
do dividendo e tornando positiva a parte decimal da differença,
quando aquelle logarithmo seja maior que o do dividendo; 2.0 som-
mando o logarithmo do dividendo com o logarithmo preparado
ou complemento do logarithmo do divisor; 3.0 sommando o 10-
garithmo do dividendo com o complemento aritbmetico do Ioga-
rithmo do divisor e subtrahindo da somma tantas dezenas, quan-
tas forem as contidas n'este complemento arithmetico. Quando se

Ig.b= 4,6830526
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applica este processo tornam-se geralmente positivas todas as ca-
racteristicas.

O primeiro processo funda-se na propriedade (~ U4) dos Iogari-
thmos

19.(n = 19.a -lg. b

e, como nas taboas dos logarithmos sómente se encontram as man-
tissas positivas, segue- se que o valor de ~ não póde tirar-se d'eI-
las, senão fôr positiva a parte decimal da differença 19. a-Ig. b.
Quando, porém, seja negativa, isto é, quando seja a<b, é facil
(~ 424) tornal-a positiva.
, Da mesma propriedade dos logarithmos deduz-se (~§ 404 e 426)
a igualdade

Ig'(1) = 19.a + (-lg. b) = Ig.a+19.b

em que se funda o segundo processo.
Póde tambem chegar-se ao mesmo resultado considerando o quo-

dente ~ como um producto ax~. porque então é (~§ 4t { e 426)

Ig.(i) = Ig.a+ 19.~=lg. a+lg. b

O terceiro processo 'funda-se na igualdade

Ig.(~) =lg.a+(tOm-lg.b)-iOm ou = 19.a+c",lg. b-iOm

A differença 10m -Ig. b é (~ 426) o complemento arithmetico
de 19.b e por conseqnencia sommando o logarithmo do dividendo,
Ig. a, com o complemento aritbmetico, 10 m-ig. b, do logarithmo
do divisor obtem-se um resultado, 19.a + (iOm-lg. b), do qual
devem subtrahir-se os complementos, 10 m, para se ter 'afinal o
logarithmo do quociente a: b,

Sendo positiva a differença iO-lg. b, é sufficiente fazer m= {
e por consequencia

lll'.(i) =lg. a+clg. b-1O

Em geral, da igualdade evidente
19.a -Ig. b= 19.a + [tOm - (lOm+19.b )]

resulta 19.(n =lg.a+c",(lOm+ 19,b)

e, como 10 m+lg, b é o valor que toma Ig. b, quando a caracte-
ristica é substituida pelo seu complemento arithmetico para 10m, a
fim de a tornar positiva (~ 425), segue-se que o logarithmo d'um
quociente é igual á somma do logarithmo do dividendo com o com-



plementoarithmetico do logarithmo do divisor" quando o nflmero
de dezenas d'este complemento é igual ao numero de dezenas addi-
cionadas á característica do logarithruo do divisor para a tornar
positiva. Não sendo iguaes estes dois numeros, o logarithmo do quo-
ciente differe da somma do logarithmo do dividendo com o comple-
mento arithmetico do logarithmo do divisor em um multiplo de W.
Com effeito, da igualdade

Ig.a-Ig. b=Ig.a+ [t.Om-(iOn +Ig.b)J - iOm+ 10n

deduz-se Ig.(~)= Ig.a+cm(iOn+ Ig.b)-IOm+ ton

Quando é m>n, tem-se

Ig.(~) = [lg.a + Cm (IOn+ Ig.b)] -IO(m-n)

quando é m<n
Ig·(D=[Ig a+cm(:I.On+Ig.b)] +to(n-m)

e finalmente, quando é m= n,
Ig·(D = Ig.a+cm(lOm +Ig.b)

429. Problema. Calcular por loqarithmos o valor d'um quo-
ciente.

Exemplo I. 0,006285
x=~

Typo do calculo pelo primeiro processo
Ig.0,006285= 3,798a053

19.427= 2,6:Wl~279
Ig.x =- 4,8321226= 5; t678774.

i47i8 8488
97 28(jOOI 295

H7f897 205096
280

x= 0,00OOi47i897

Typo do calculo pelo segundo processso
Ig.0,006285=3,7983053

rg.427=3,369572i
Ig.x = 5,i678774

etc.

Typo do calculo pelo terceiro processo
Ig.0,006285= 7' ,7983053 ou 7,7983053-10

cig. 427- lO= 7' ,369572i ou 7,3695721- tO
19.x - i5",i678774 ou i5,i678774-20
19.x= li ,167877r&.

etc.



Exemplo II. 5078
$=0,043

Typo do calculo pelo primeiro processo

Ig.5078 = 3,70569~7
ig.0,06,3 = !,6334685

19.x= 5,07U~4'l
2l3L. ........•.
lHOO I 368
060 30

H 809
30

H80930

x=H8093

Typo do calculo pelo segundo processo .
Ig.5078 = 3,70569~7
Ig.0,043 = l,36653l5

19.x= 5,07~~'l4'l
• etc.

Typo do oalculo pelo teroeiro processo
Ig.O,043= 8',633468ã ou 8,6334685-10

c(iO+ 19.O,043)= i ,36653tã
19.5078= 3 ,7056927

19.x= 5 ,0722'l42
etc.

No exemplo I foi necessario subtrahir da somma, 19.a + c 19.b,
um certo multiplo de to, n'este exemplo II tornou-se desnecessa-
ria essa subtracção, porque, se tomou o complemento arithmetico
a to+19.b, em vez de se tomar a 19.b (~ 428).

430. Problema. Calcular por logarithmos uma potencia de qual-
quer numero inteiro ou decimal.

Este problema resolve-se por meio da propriedade (~ 4t3) do
logarithmo de potencia. Convêm comtudo observar que, se o lo-
garithmo da base estiver augmentado de um certo numero de de-
zenas, m por exemplo, o logarithmo da potencia terá a mais um
numero de dezenas igual ao producto de rn pelo expoente da po-
tencia.

Sendo bP a potencia que se quer calcular, será plog.b o seu 10-
garithmo. Suppondo, porém, que se tomou tom+ 19.b, em vez de
19.b, como é uso fazer-se, quando se quer tornar (~ 425) positiva
a característica de 19.b, chegar-se-ha ao resultado p(tom+lg.b)
ou tornp+plg.b, do qual devem suhtrahir-se mp dezenas para
se obter o valor de p 19.b ou Ig.bP•

Exemplo I. x = (3~,65)6
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~o do calculo
19. 3i,65 = i,5i38832

6
Ig. x = 9,0832992

2876 ............•••. t2tH.
------i-;-:{=600= I 358 32

860 32- {2tlll.32
HI,!I,

x= i2UlA32000
Exemplo II.

x= (0,06285)9

Typo do calculo pelo primeiro processo
Ig. 0,06285 = 2,7983053 ou - 2 + o 7983053

9 '. 9----=---
Ig.x=Ü,i8!1,7477 -18+7,t8!1,7~77

i530:! 7198
98 27900 I 28~

i530i98 23&,0 -Vl:!-
68

x = 0,OOOOOOOOOOHi30198

Typo do calculo pelo segundo processo
Ig. 0,06285 = 8',798305:3

9
ou 8,7983053 - 10

9
Ig. x = 79'x,t8!1,7477
Ig.x = ii ,1847477

etc.

~3t. Problema. Calcular por toqarithmos uma potencia de qual- ,
quer quebrado, ou quociente.

Calcula-se o logarithmo do quebrado, ou quociente e depois mul-
tiplica-se pelo expoente da potencia.

Exemplo I.

79,18!1,7477- 90

_(~)/.x- 53

Typo do calculo pelo primeiro processo
Ig. 27 = i,4::J13638
19. 53 = {,72!1,2759

Ig.(~)= - 0,2929i2i = T,7070879
4

19.x = 2,82835i 6
67352 3505
. _.--.!. BO I 65
673522 . t.1.í -i ,--

x = 0,0673522
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Typo do calculo pelo segundo processo
Ig.27 = 1,4313638
rg: 53 = ~,275724J.

19.(~) = 1,7070879
etc.

Typo do calculo pelo terceiro processo
Ig.27= i ,6,3i3638

clg.53-iO= 8',275726,1

(27)J)!. 53 = 9',7070879
4.

ou f,lj,313638
8,275724.i- 10
9,7070879- tO

4.

Ig.x = 38",8::!831Ho
Ig.x = 2,82835:1.6

etc.

38,8283510- 40

Exemplo II. = (O,05i8)3
X 0,362.

Typo do calculo pelo psímeíro processo

Jg.0,0578= 2,7619278
Ig.0,3624= i,5591882
Ig.G:~~~~)= - 0,7972604= 1,2027396

3
Jg. x = 3,6082:1.88

4057i 2i57.
3 3iO I 107

405713 96 -2-
x =0,00405713

Typo do calculo pelo segundo processo
Ig.O,0578=2,7619278
Jg.0,3624= 0,4408H8

J g.(~:~~~{)= I,2027396
etc.

Typo do calculo pelo terceiro processo
Ig.0.0578= 8' ,7619278 ou 8,7619278-10

c( lO+Ig.0,362lJ,)= O ,ilJ,08H8 i0-9,5591882

Ig.G:~~~)=9' ,2027396 9,2027396-10
3 3

--,---=;;;-;-;-=",..,-,"'"19.x =- 27'11,6082188 27,6082188-30
Ig.x = ;} ,6082188
etc.
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432. Problema. Calcular por logarithmos o valor de um quo-
ciente, no caso do divisor ser uma potencia indicada. .

.. Exemplo I. 25x=y.

Typo do calculo pelo primeiro processo
Igo3 = 0,477tU3

8
Igo38 = 3,8i6970lJ.
19o25= i,3979t,,00
Igox .= - 2M 90304 = 3,5809696
38i03o. ooo.... oo.. ooo.... 9592

9 iOt"O I if4
38t039 i4 -9-

x = 0,00381039

Typo do calculo pelo segundo processo
Ig.3 = 0,477i2i3

8
Igo38 = 3,8i69704
Igo38 =4,t830296
Igo25= i,3979t,,00

19ox = 3,5809696
etc.

Typo do calculo pelo terceiro processo
Igo3= o ,477 i2i3

8
19o38= 3 ,816970t"

C 19.38- tO = 6',1830296·. ou
Ig.25 = i ,3979t,,00
19ox= 7',5809696
19ox=3,5809696

etc.

6,i830296 - 10
i,3979400
7,5809696 - 10

Exemplo II. 47
x=(O,096)'

Typo do calculo pelo primeiro processo
Ig.0,096 = 2,98227 t2

3
Igo(O,096)3= 4,9468136

Ig.47 = i,6720979
Igox= 4,7252843

2826 0 •• o.• 53i23
i70 I 82 2

6 -2- 53:1.232

z=53i23,2
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Typo do calculo pelo segundo processo

Ig.O,096= i,98~!7i!
3

Ig.(O,096)3= li,9468i36
Ig.(O,096)3= 3,053i864

Ig.47= i,6720979
19.x= 4,7252843

etc.

Typo do calculo pelo terceiro processo
19.O,096= 8',982~m2

3
Ig.(O,096)3= 261f1,9!t,ti8i36 = 6',9468i36

c (10+ Ig.O,0963)= 3 ,0531864
Ig.47= i ,6720979
Ig.x= 11 ,7252843

etc.

4.33.Problema. Calcular por logarithmos qualquer raiz d'um
numero dado.

Effectua-se o calculo dividindo o logarithmo do numero pelo in-
dice da raiz (~ 4.16),e procurando nas taboas dos logarithmos o
numero correspondente a este quociente. Quando a caracterisca do .
logarithmo é negativa e mullipla do divisor, a divisão faz-se, im-
mediatamente. A parte inteira do quociente obtem-se dividindo a
caracteristica do logarithmo pelo indice da raiz e a parte decimal
dividindo a mantissa pelo mesmo indice. Quando a caracteristica é
negativa, mas não é multipla do indice da raiz, convém, antes de
effectuar a divisão, tornar a caracteristica multipla do índice ajun-
tando-lhe unidades negativas e, para annular o erro que d'abi pro-
vém, juntar igual numero de unidades positivas á mantissa. Sendo
-2 a característica e o a mantissa, e suppondo que o divisor é 5,
ter-se-há evidentemente

-2+~ -5+3+~ -1 +3+~
5 5 5

e a fracção 3t~reduzida a dizima será a mantissa do logarithmo
da raiz.

Quando o logarithmo do numero, ao qual se pretende extrahir
a raiz, tem a caracteristica augmeutada de algumas dezenas, é con-
veniente, antes de proceder á divisão, juntar à caracteristica assim
augmentada tantas dezenas, quantas sejam sufficientes para tornar
multiplo do indice da raiz o numero total das dezenas a mais na
caracteristica.

Suppondo, por exemplo, que, em vez de se dividir 19.a por n,



se divide Ig. a + 10m por n, commette-se um erro 10m. que, em
n

geral, não é multiplo de 10. Augmentando, porém, sufficientemente
o numero m, a ponto de o tornar multi pIo de n, aquelle quociente re-
duz-se a um multiplo de 10 e basta subtrahir este muItiplo de
Ig. a+ iOm d Ig.a-'----, para se obter o valor e -, que é o que, effectiva-n m
mente se procura.

Exemplo I. x = V"M:í68379lJ,

Typo do calculo
Ig.45683 6597546
794x 95 7M30
'3 19.x = 19.4568379,.,= 7,6õ9762'l

19. x = 2,5532540
____ 2,_,5""i7",' 35748

230 I tU 2
W8 i- 3õ7482

x = 3õ7,lJ,82

x =VO,0062785
IExemplo II.

Typo do calculo pelo primeiro processo,
41g. a:= 19.0,0062785=3,7978559 = - 4+ t,7978559

Ig.x =1,449M39
28WI. 4630

:I. 90 I t54
281491 0-

,T: = 0,281491

'I'ypó do calculo pelo segundo processo
Ig.0,0062785= 7',79785õ9 ou 7,7978559-iO

4Ig.x= 371V,7978559 37,7978559-40
Ig.x = 9' /l494639 9,44946;39- :10
19.x= f ,4494639

etc.

Exemplo Ill.

Typo do calculo pelo primeiro processo
Ig.0,82 = 1,9138139

Ig.0,064 = 2,806i800
121g.a: = 19. ~o86~= 1,1076339

19. x = 0,0923028
2995 t2368

-----,,;3""'JO"'0 I 351 9
Ui -9- 123689

:1:= t,23689



Typo do calculo pelo segundo processo

19.0,064,= !,80618oo
19.0,064,= l,i9382oo
Ig.0,82= t,9t38t39
i21g.x = i,i076339

etc.

Typo do calculo pelo terceiro processo
Ig.O,064,= 8',8061800 ou 8,8061800- lO

c(iO+lg.O,OM)= i,i!J38:l!00 1O-8,806L800
19.0,ti2= 9',9138i39 9,9138139-10
f21g.x = U',:I076339 H,1076339- tO
i2lg.x= t ,i076339

etc.

434:.Problema. Calcular por logarithmos o numero de termos
de uma progressão qeometriea, supponâo conhecido o primeiro ler,..
mo, o ultimo e a rasão.

A formula do termo geral é (~ 378)

Applicando os logarithmos a esta formula tem-se (~~ 4H e 4:13)
19.u=lg. a+(n-1)lg. r

e por consequencia 19.u-lg. a= (n - i) Ig.r

e J l_gg.~U.,---.::..:::lB"~.a
n-:l=- Ig.,' ou n 19.u-lg.a+iIg.,'

Exemplo. a = 0,62 r = 3,2 u = 7319673
19.ti = 16',86~/!917
Ig.a= 9',79239i7

Ig.tt-Ig. a = 7,072iOOO
19. r= ° ,505UíOO

= 7,072iO+1- i4,+ 1n O,505i5 -

N'este exemplo ajuntou-se 1 dezena ao additivo, porque, ficando
este com tantas dezenas a mais como o subtractivo, podem sup-
primir-se estas dezenas (~ 36) tanto ao additivo como ao subtra-
ctivo.

Em geral reduzem-se os dois termos de uma subtracção a con-
ter igual numero de dezenas a mais, acrescentando algl,lmas ao
que tiver menos, ou supprimindoas ao que tiver mais. Este meio
é preferivel ao primeiro.

i6



EXEROIOIOS

J. Qual é a base do systerna de logarithmos em que é Ig. 729 = 6?
II. Demonstrar que a differença entre os logarithmos dr. dois numeros inteiros

consecutivos diminue, quando esses numeros augmentam de valor.
III Calcular o logarithmo vulgar de 2g" suppondo conhecidos os logarithmos

de 3 e de 5.
IV. Calcular por logarithmos a décima potencia de o~s'

_fi/f'J';'
V. Calcular o valor de V ('7)'

5XO,726X293,654S'
VI. Calcular o valor de _0,U63 •

VII. Calcular o valor de ~0,435X~~,063)'.
. V72X V 0,064

" i8 l /227 934VIII. Calcular o valor de 1.3<>x 25 X V 1.840X 0,745'

IX. Calcular o valor de ~i.
X. Calcular o valor de (526g,8 x t3:57 XO,0623g,)2.
. (l4/2,6i'7)3XI. Calcular o valor de V 0,5lS79 •

XII C I I I d 1. l !9,SOSSX i2,65
. a cu ar o va 01' e 2XO,208XO,OOi9 V 3,t41.6XS,8·

xnr. Demonstrar que a relação entre os logarithmos de dois numeros dados é
a mesma, seja qual fôr o systema, em que se tomem esses lo~arithmos.

XIV. Alséphadi conta, commentando um poema de Toçrai; que Sessa, inven-
tor do jogo do xadrez, instado pelo rei dos indios, a quem linha dedicado o seu jogo,
para dizer que recompensa desejava receber por tão notavel invenção, se limitara
a pedir 1. grão de trigo pela primeira casa do xadrez, 2 pela segunda, 4 pela ter-
ceira, 8 pela quarta, e assim successi vamente a dobra!' até á ultima das ti4 casas.

O rei ficou indignado com um pedido tão mesquinho e tão improprio da sua
magnificencia; porém, como Sessa insistisse n'elle, mandou-o satisfazer. Feito o cal-
culo reconheceu-se que era) ao contrario, tão exagerado o pedido, que o rei teve
de confessar a sua insolvencia, declarando a Sessa que admirava ainda mais a
subtileza do pedido, que a invenção do jogo.

Quantos grãos de trigo pediu Sessa?

t
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PARTE II
NmlEROS CONCRETOS,

LNRO I
~IEDIDAS E llOEDAS LEGAES-OPERAÇ_ÕES SOBRE NUMEROS CONCRETOS

CAPITULO I
Medidas e moedas legaes

Reduoção de umas unidades a outras

435. Conhecida a noção de igualdade entre grandezas do mes-
mo genero é fácil comparar umas grandezas com outras. A noção
de igualdade obtem-se promptamente, quando as grandezas se re-
duzem a collecções de objectos similbantes, ou mesmo identicos
debaixo de algum ponto de vista especial. A unidade adoptada
para medir taes ccllecções só póde ser um dos objectos de que
ellas se compõem, ou um grupo d'elles. Quando, porém, as gran-
dezas não se reduzem a collecções de- objectos, quando são sus-
ceptiveis de variar continuamente, a unidade póde ser qualquer,
comtanto que seja homogenea com a grandeza com que se quer
comparar.

As unidades conhecidas pelo seu nome devem, pelo menos, ser
tantas, quantos são os generoso de grandezas, e convem mesmo que
sejam em numero ainda maior, para que as grandezas do mesmo
género possam comparar-se, segundo as circumstancias, com uni-
dades maiores ou menores.

Na primeira parte da arithmetica estudaram-se as operações so-
bre os numeros e as suas principaes propriedades, considerandb

• os numeres abstractamente, isto é, sem attenção a grandeza maior
ou menor a que elles se referem, quando representam quantidades.
N'esta segunda parte, tratar-se-há das operações executadas sobre
os numeros concretos, e portanto attender-se-ha a especie de uni-
dade, que tiver sido adoptada.

436. Os principaes generos de quantidades são: a extensão, o
peso, o tempo e o dinheiro. O genero extensão abrange tres especies
de quantidades, que são as lineares, as superficiaes e as de volume.
As unidades correspondentes ao gonero extensão comprehendem,
pois, as unidades lineares, as unidades superficiaes e as unidades
de volume.

A lei de cada paiz estabelece, quaes são as unidades de exten-
são e de peso, que podem ser empregadas nas transacções publicas.
Em Portugal o systema legal de medidas e pesos é o sySlema me-
trico decimal decretado em 12 de dezembro de 1852.

As unidades de tempo regulam-se geralmente pelos movimentos
i6*
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dos corpos celestes, e por isso são proximamente as mesmas em
todos os paizes.

As unidades de dinheiro, ou moedas, são tambem reguladas por
leis especiaes, que variam de paiz para paiz.

Em Portugal as leis, que regulam las moedas, são a de 29 de ju-
lho de 1854. e a de 3i de maio de i882. ,

437. A unidade fundamental do systema métrico decimal é o
metro (p.e't'pov, medida).
Metro f é a decima millionessima parte do quarto do meridiano

terrestre supposto medido sobre a superficie do mar em quietação.
Os multiplos e submultiplos do metro formam com esta unidade

uma serie de unidades lineares, cada uma das quaes é 1.0 vezes
maior que a immediatamente inferior.

Os nomes dos múltiplos do metro formam-se antepondo ao nome
d'esta unidade principal as palavras gregas, deca, hecto, kilo e my-
ria, que significam to, IOO, 1000 e iOOOO, e os dos submultiplos da
mesma unidade formam-se antepondo ao mesmo nome as palavras
latinas deci, centi e milli, que tambem correspondem a ia, tOO e
iOOO.

Os nomes e valores das unidades lineares são portanto:.
Myriametro (iMm) vale !DOOO metros ou !DKm

Kilometro (iKm) )) 1.000)) » iOUm

Hectometro 11.'101)>> iDO» » iOOm

Decamelro i Dm). tO)) » 10m
Melro im)>> 1 metro)) 10"'''.
Decimetro idm))) O.L: » » iOem

Centimetro (1em) O,Oi » iDmm

Millimetro (imm) 0,00:1. li

O mynametro emprega-se na medição de grandes distancias itine-

1 Tem-se chamado especialmente systerna rnetrico ao complexo de unidades de •
extensão, peso, tempo e dinheiro, decretadas pelo governo francez em 2 de no-
vembro de 1801 e tornadas obrigatorias desde o L° de janeiro de i8ll0 por lei de
II de julho de f837. •
A commissão franceza dos pesos e medidas, adoptando para unidade linear a

mesma toeza, que anteriormente (de i737 a f 7H) havia sido empregada no Peru,
na medição d'um arco, e tomando 3!4 para valor do achatamento da terra, achou o
quarto do meridiano terrestre, que passa por Paris, igual a 5i307ll0,7ll07/llot'zas do
Peru e por consequencia a sua decima millionessima parte igual a 0,5i307407407lJ,
toezas do Peru, ou M3,2!J6 linhas. Foi esta effectivarnentc a grandeza, que deu
ao metro, a lei franceza de i80L

Depois das ultimas operações geodesicas, e principalmente depois das que fo-
ram executadas na Allemanha, Hussia e India, reconheceu-se que o quarto do me-
ridiano é maior do que se havia supposto, e que o seu comprimento expresso em
toezas do Peru é 5iJ1777,50, D'este valor conclue-se que o metro deveria ser
i~ual a O,513t7775 toezas ou 443,386 linhas. Este ultimo valor do quarto do me-
ridiano ainda não é reputado pela sciencia isento de erros.

Distingue um metro do outro chamando ao primeiro, o unico que tem sido ado-
ptado, metro legal e .ao segundo metro definitivo.



rarias; o meio myriametro, ou legua métrica, que tem 5000 me-
tros, e o kilometro empregam-se nos trabalhos de estradas e na
medida de pequenas distancias itinerarias; o hectometro e o deca-
metro têem a sua principal applicação nas questões de agricultura
e nos levantamentos de plantas topographicas; o metro e o deci-
metro empregam-se no commercio; e finalmente o centimetro e o
millimetro são unidades apenas usadas nas questões de sciencia,
que exigem maior exactidão.

4.38. Além d'estas medidas lineares ha as que servem pará re-
presentar a extensão de um arco de circulo.

A circumferencia inteira de um circulo, seja qual fôr o seu raio, .'
divide-se em 360 graus, o grau em 60 minu~s e o minuto em 60
segundos. Esta divisão da circumferencia em graus, minutos e se-
gundos chama-se divisão sexagesimal.

Outro modo de graduar a circumferencia, chamado divisão cente-
simal, consiste em a dividir em 4. quadrantes, o quadrante em iOO
grados ou graus eentesimaes, o grado em toO minutos centesimaes
e o minuto em iDO segundos centesimaes.

4.39. A unidade principal das unidades de superficie é o me-
tro quadrado. •
Metro quadrado, é a extensão superficial igual á de um qua-

drado, que tem de lado um metro.
Os multiplos e submultiplos do metro quadrado formam com esta

unidade uma serie de unidades de superfície, cada uma das quaes
é iOO vezes maior que a ímmedlatamente inferior.

Os nomes dos multiplos e submultiplos do metro quadrado for-
mam-se, como os dos multiplos e submúltiplos do metro, não ob-
stante não ser decupla, mas centupla a rasão da sua progressão.

Eis aqui os nomes e valores das unidades de superfície ou de
área:
My'riametro quadrado (iMm2l vale iOOOOOOOO metros quadrados ou 1O()Km%
Kilornetro quadrado (t Km2 "IOOOOOU. » iOOHm2

Hectometro quadrado (i 11m2. 10000» » H)()Dm!
Decametro quadrado (t Dm2» 100)) » i()()m!
Metro quadrado (1m2)) 1 metro quadrado. iOOdlD!.
Decímetro quadrado (idm2~ • O,O! » » iOOom.t
Centímetro quadrado (i cm2» 0,000 i " • 100".. '2
Millirnctro quadrado (fmm2 » 0,00001 »

O decímetro quadrado, por exemplo, é a superficie equivalente
á de um quadrado, que tem de lado um decimetro linear.

Construindo um quadrado com um decimetro linear de lado, di-
vidindo cada um dos quatro lados em to partes iguaes, ou centi-
metros, e tirando rectas dos pontos de divisão de cada lado para
os pontos correspondentes do lado opposto, formam-se toO peque-
nos quadrados, ou tO fiadas de to quadradinhos cada uma. Qual-
quer d'estes pequenos quadrados é um centimetro quadrado, e. por.



consequencia o decímetro quadrado é etrectivamente igual a f 00
centimetros quadrados. Do mesmo modo se reconhece, que o me-
tro quadrado tem 100 decímetros quadrados, o decamelro quadrado
toO metros quadrados e assim successivamerite. i

Não deve, pois, confundir-se l, 2, ou mais decimetros quadra-
dos (om~,Oi; om2.02, etc.) com 1,2, ou mais decimos de melro qua-
drado (oml!,l; om2,2, etc.), nem L 2, ou mais centimetros quadra-
dos com 1, 2, ou mais centesimos do metro quadrado, etc. O mo-
tivo por que podem confundir-se umas d'estas grandezas com ou-
tras, é terem-Sé applicado a unidades, que variam em rasão cen-
tupla, nomes, que parecem indicar que ellas seguem a rasão de-
ru~. I

4.4.0. Nas questões de agrimensura empregam-se geralmente só
tres d'estas unidades de superficie, o hectometro quadrado, o de-
cametro quadrado e o metro quadrado, que então recebem nomes
especíaes. '

A principal d'estas unidades tem a denominação de are e equivale
ao decametro quadrado. O are tem só um multiplo, que se chama
heotare, e um submultiplo, que é o oentiare. O hectare corres-
ponde ao hectomelro quadrado e o centiare ao metro quadrado. .

Os nomes e valores d'estas diversas unidades são, pois,
Hectare ~{ll') vale 100 ares ou plm2
Are • 1·)>> 1 are" 10m2

Centiare 1ta)" 0,01"":l m.'t

Bi. A unidade principal entre as unidades de volume é o me-
tro oubioo.
Metro cúbico é o volume igual ao de um cubo, que tem de lado

um metro. I

Os multiplos e submultiplos do metro cubico formam com esta
unidade uma serie de unidades de volume. cada uma das quaes é
:1000 vezes maior, que a immediatamente inferior. Os nomes d'estas
unidades 'formam-se, como os das unidades lineares, não obstante
não ser decupla a rasão entre ellas.

Os nomes e valores das unidades de volume "em, pois, a ser:
Myriametl'o cubico ({Mm3) vale :IOOOOOooooooom3
Kilomctro cuh.co (iKm3)" lOooo00000m3
Hectómetro cubico (i "m31" iOOOOOOm3
I)ecametro cubico liOro3 " iOoo",3
Metro cubico {:l ro3 " 1m3
Decímetro cubico (ldm3 » Om3,001
Centímetro cúbico (icm3) » 0"'3,00000 i
Millimetro cubico (lmm3) » Om3,ooOOOOOOi
Decompondo um decimetro quadrado em 100 centímetros qua-

drados (~ 439), e imaginando assente sobre cada um d'estes cen-
tímetros quadrados um cubo, forma-se uma camada de fOO centí-
metros cubicos, cuja base tem um decímetro quadrado de super-

ou WOOKm3
» 1000Hm3

" iOOOOm3
• 1000m3
• iOOOclm3

• iOOOcro3
» 1000mm3
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ficie e a altura um centimetro linear. Assentando sobre esta camada
outra inteiramente igual á primeira, e sobre a segunda uma ter-
ceira e assim successivamente, forma-se uma serie de volumes,
com um decimetro quadrado de base, lendo por altura tantos cen-
timetros lineares, quantas as camadas, que se sobrepozerem. Logo
que o numero de camadas seja 10, o volume equivalerá ao de um
decimetro cubíco, e como elle comprehende 10 camadas de 100
centimetros cubicos cada uma, segue-se que o numero total de cen-
timetros cubicos contidos em 1. decimetro cubico é -1000. Do mesmo
modo se reconhece que qua.lquer das outras unidades de volume
contém fOOO unidades de ordem inferior.

Não se deve, pois, confundir 1, 2, 3, etc. decimetros cubicos
(om3,OOl; om3,002; om3,003; etc.), por exemplo, com 1, 2, 3, etc.
decimos do metro cubico (0,,·3,1; 0",3,2; om3,3; etc.).

Geralmente não se empregam na pratica os múltiplos do n.etro
cubico.

442. Na medida das madeiras de construcção, das lenhas. etc.,
empregam-se frequentemente tres unidades chamadas decastere,
stere e decistere. O stere equivale a 1 metro cubico, ou a 10
decisteres, o decastere vale 10 steres. Além d'estas unidades
usa-se tambem do meio decastere e do duplo stere.
O stere propriamente dito é um instrumento composto de um

estrado, sobre que assentam dois prumos de mais de um metro
de altura distantes um do outro um metro. Sobre estes prumos,
que estão graduados do estrado para cima em decimetros, centi-
metros e millimetros, escorrega um travessão, que póde fixar-se
em qualquer altura por meio de um parafuso. O meio decastere
e o duplo decastere construem-se como o stere com a diffe-
rença dos dois prumos distarem entre si 3 metros no primeiro e
2 melros no segundo.

O stere só se póde empregar, quando todos os paus, cujo vo-
lume se procura, têem o mesmo comprimento. Para se saber por
meio d'este instrumento, quantos paus de certo comprimento dão
1 metro cubico de volume, começa-se por calcular a altura, em que
deve fixar-se o travessão. Collocado o travessão na conveniente al-
tura, assentam-se 'successivarnente os paus uns sobre os outros,
entre os prumos e sobre o estrado, até chegarem ao travessão, e
tem-se assim um metro cubico de madeira.

Para se determinar a altura .do travessão divide-se -I por o com-
primento commum dos paus. Suppondo que cada pau tem lm,65
de comprimento, a altura do travessão deverá ser _i_ ou om,ô06.i,65

O stere serve tambem para avaliar o volume total de diversos
paus, vigas por exemplo, quando elles têem íguaes comprimen-
tos. N'este caso collocam-se os paus uns sobre os outros em cima



do estrado, como ha pouco, com a differença de se colloear o tra-
vessão depois dos paus, e de se tomar nota da altura em que elle
ficou.

Se os paus tiverem de comprimento 3m,62 e o travessão ficar a
fm,H. de altura do estrado, será o volume total d'elles t

3"',62 x i"',U x:lm ou

Antes de effectuar esta multiplicação é necessario reduzir todos
'os factores á mesma unidade linear.

U,3. No commercio empregam-se para medir cereaes, legumes,
azeite, vinho, etc. vasilhas, ou caixas, cuja capacidade, ou volume
interior é conhecido.

A lei determina as dimensões e fôrmas, que devem ter as me-
didas de capacidade.

A unidade principal das medidas de capacidade 2 é o litro (À!'I"p(x,
medida empregada pelos gregos).

Litro é um vaso capaz de conter uma porção de qualquer sub-
stancia, cujo volume seja um decímetro cubico.

Os nomes e valores das medidas de capacidade são:
Mxrialitro Pll~ vale :loooo litros ou lOKI

Kilolitro {KI • 1000 » > {()HI
Hectolitro

''''1
» tOO · l()lll

Decalitro :lo. » :lO » iOI
Litro ii » 1 litro • lOdl

Decilitro :ldl » O,i · to<l
Centilitro {eI » 0,01 » » lOn>!

MilJilitro (:l1l11) I> o.coi »

O,kilolitro corresponde ao metro cubico, e o millilitro ao centi-
metro cubico.

Além d'estas medidas a lei permitte tambem o uso das suas du-
plas e sub-duplas.

As unidades empregadas na medição de seccos (legumes, ce-

1 Para se comprehender isto é necessário saber, que os paus formam todos um
paraIlelipipedo rectangulo, cujas arestas são iguaes a 300,62, t"',u, e iDI, e que o
volume do paralJelipipedo rectangulo está para o do metro cubico, como o produ-
cto dos tres números, que dão os comprimentos das arestas referidos ao metro li-
near, está para L

Se os tres nu meros estivessem referidos ao decimetro linear, o producto d'elles
daria o mesmo volume, porém referido ao decímetro cubico,

2 A unidade principal para medir agua corrente é a manilha, cujos submulti-
plos são o annel e a penna. A manilha é igual a :l6 anneis, ou a n8 pennas e o
annel é igual a 8 pennas. A penna divide-se por metades successivas em meia
penna, quarto de penna, etc.

A manilha é a quantidade de agua corrente, que produz n'um segundo o vo-
lumo de 5 litros, ou em 24 horas ",32metros cubicos. O annel equivale a 27 metros
cúbicos em cada 24 horas e apenna a 3,375 melros cubicos no mesmo tempo. No
antigo systema de medidas a penna reputava-se equivalente a 8 pipas em 24 horas.
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reaes, etc.) reduzem-se ao hectolitro, meio hectolitro, duplo decali-
tro, decalitro, meio decalitro, :tluplo litro, ... decilitro e meio deci-
litro; e as de que, em geral, se faz uso, para medir os liquidos,
são o duplo litro, o litro, o meio litro, o duplo decilitro, o decilitro,
o meio decilitro, o duplo centilitro e o centilitro.

4.4~. A unidade principal das medidas de peso é o gramma.
Gramma é o peso de um centimetro cubico, de agua distillada

na temperatura (~O centigrados) da sua maaima densidade.
Os nomes e valores das differenles unidades são os seguintes:

Tonelada metrica (iT ) vale !OOOOOOgrammas ou!OQ
Quintal metrico (iQ) » iOOOOO» • iOMg

M).'riagramma (tMg) > tOOOO» » WKg
Kllogramma (tKg») iOOO» .» iOHg

Hectogramma (tBg») tOO» » tODg
Decagramma (IDg) lO ' IOg

g~~~;a~ma H!gi : A,i gra~ma: l~:
Centigramma (tcg ) 0,01 » t()mg
MilIigramma ({rng). O,OOi

O gramrna é um peso muito pequeno, para poder ser empregado
na maior parte das transacções commerciaes.

O kilogramma' é a unidade de que se faz maior uso, e corres-
ponde ao peso de um decimetro cubicn, ou litro de agua distillada
na temperatura da sua maxima densidade.

A tonelada metrica equivale a t 000 kilogrammas, ou ao peso de
um metro cubico de agua nas mesmas condições em que ella se
suppoz estar, quando se definiu o gramma. O quintal metrico vale
WO kilogrammas. A lei concede tambem o uso de pesos duplos e
sub-duplos d'estes. .

O peso maior, que se fabrica, é o de 50 kilogrammas, ou meio I

quintal metrico
Os ourives continuam a empregar um antigo peso chamado qui-

late, para pesarem diamantes, perolas e outras pedras preciosas.
O quilate divide-se em 4. grãos, e é igual a 205,75 milligrammas.

Em Macau ainda se usa dos seguintes pesos chinezes: Pioo (tam),
toO cales, ou 60,H68 kilogrammas; oate (can),!6 taeis o1l60t,!68
gramrnas; tael (leong), lO mazes ou 37,573 grammas; maz '(tchin),
to condorins ou 3,757 grammas: oondorim (fan), to caixas ou
0,367 grammas; caixa (Iy) ou 0,037 grammas.

Além do pico de toO cates, a que os portuguezes chamam pico-
balança ou commum, ha em Macau o pico de H I, Ui cates, cha-
mado pico-seda e o de i50 cates, ou pico-chapa. I

O primeiro serve para pesar as fazendas chamadas finas e de
mais valor, como seda em rama, algodão, chá, camphora, etc.; o
segundo para as fazendas grossas, como pimenta, canella, assu-
car, etc. e o terceiro emprega-se unicamente para pesar arroz.
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Para facilitar a reducção I dos pesos inglezes aos chinezes e vice-

versa concordaram os negociantes brilannicos estabelecidos na China
em chamar cate a; do peso inglez denominado libra avoirdupois ou
pound oooirâupois. Partindo cresta convenção, hoje adoptada, tem-se:
pico=60,479 kilogrammas; cate=604,790 grammas; tael=37,799
grarnmas: maz=3,78 grammas; condorim=0,378 grammas; cai-
xa=0,03~ grammas. A estes pesos chama-se pesos commerciaes
ou pesos aduaneiros. .

445. As unidades de tempo geralmente adoptadas em todos os
paizes são o seculo, o anno, o mez, o dia, a hora, o minuto
e o segundo. Além d'estas unidades ha o lustro, ou período de
5 annos, de que principalmente fazem uso os poetas, e a semana
ou periodo de 7 dias.

O seculo tem 100 annos e o anno ..2 mezes. Os mezes têem al-
ternadamente 31 e 30 dias, excepto o mez de fevereiro, que tem
28 dias nos annos communs e 29 nos bissextos, e os mezes de ju-
lho e agosto, que têem ambos 3i dias.

O anno commum tem 365 e o bissexto 366 dias. De 4, em !~an-
nos ha um anno bissexto, e como o primeiro anno da era vulgar
se seguiu a um anno bissexto, é evidente que dividindo por 4 o
numero de ordem de um anuo qualquer, se obtem um resto O, 1, 2
ou 3, que indica se o referido anno é bissexto, ou se é o primeiro,
segundo ou terceiro depois de algum armo bissexto.

Ha comtudo annos, que não são bissextos 2, apesar' de serem di-

1A verdadeira relação entre os pesos chinezes e os inglezes é : 375 cates= 604.
libras t1·OY.

Os inglezes têem dois pesos differentes a que chamam libra: d'estes um tem
7000 grãos, é a libra avoirdupois; outro tem 5760 grãos, é a libra tl·oy. A libra
avoirdupois tem 16 onças, cada onça tem 16 drachmas e cada drachma 27 ~ grãos.
Os multiplos d'esta libra são: a tonellada, que tem 20 quintaes, o quintal quatro
quartas e a quarta 28 libras.

A libra troy é destinada 'especialmente para a pesagem de oiro, prata, pedras
preciosas, etc. e tem 12 onças troy; cada onça troy tem ~O dinheiros ou pcnny-
weights e cada dinheiro 24. grãos.

Segundo as esperiencias de M. Miller o padrão do kilogramma depositado nos
archivos de Paris tem Hí432,34874. grãos. Logo uma libra avoirdupois tem
453,5\)265255. grammas e uma libra tro!1373,2419541 grammas.

2 Esta alteração na ordem dos annos bissextos foi decretada em i58~ pelo.papa
Gregorio XIII, <{ueigualmente determinou que se supprimissem 10 dias (de 5 a
i4 de outubro inclusive) no anno de i582, passando-se por isso de 4 de outubro,
dia de S. Francisco d'Assis. a i5 do mesmo mez, dia de Santa Thereza de Jesus.
Estas mudanças no antigo modo de contar o tempo constituem o que se chama
correcção gregorianna. O calendário gregorianno foi adoptado em Portugal por lei
de :tO de setembro de t582. Os russos, os gregos e os christãos do Oriente seguem
ainda o antigo calendario, o calendario juliar.no, e por isso as suas datas estão sem-
pre atrazadas em relação ás das nações, que seguem o calendano gl'egorianno.
Actualmente o atrazo é de i2 dias, lO que se supprimiram em i582, um que se
supprimiu em fevereiro de i700 e outro supprimido em i8oo. No dia i de março
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visíveis por 4 os seus numeros de ordem. São os annos que, sendo
divisiveis por iOO, não admittern corntudo o divisor 400.

O anno de f600 foi bissexto. porque o seu numero de ordem é
divisível por 400, os annos 1700. 1800 e 1900 não são bissextos,
porque nenhum d'estes tres numeros é divisível por 400, e todos
elIes admittem o divisor' 100.

O dia tem 24 horas, 011 antes dois periodos de f 2 horas, um tios
quaes é o dia propriamente dito e o outro a noite.

A hora tem 60 minutos e o minuto 60 segundos.
446. A pureza do oiro, ou da prata, avalia-se pelo numero de

millesimos de oiro ou de prata pura, que tem a liga que se consi-
dera. Diz-se que uma barra de prata, por exemplo, tem 900 mil-
lesimos de toque ou titulo, quando o peso da prata pura contida
na barra é 0,900 do peso Lotai da barra. Se a barra fosse toda de
oiro, ou de prata, isto é, sem liga alguma, o seu toque seria de
WCO millesimos.

Em geral toque de um objecto de prata, ou de oiro é a relação
que ha entre o peso da prata fina, ou do oiro puro contido no ob-
jecto e o peso total do mesmo objecto.

A lei ue 29 de julho de IBM fixou ~em 9"6~ millesimos o toque
ou titulo, tanto das moedas de oiro, como das de prata e em 2 mil-
lesimos, para mais ou para menos, a toleraucia do toque, de sorte
que só deixa de ser legal o toque de qualquer moeda, quando o
numero de millesimos é inferior a 9i4~ ou superior a 91R~. A to-
lerancia no peso, segundo a mesma lei, é de 0,002 do peso legal
para as moedas de oiro, e de 0,003 do peso legal para as de prata.

A lei de 31 de maicr de 1882 auctorisou o governo portuguez
a crear até 2000 contos de réis de moeda de bronze para substi-
tuir as moedas de cobre e bronze em circulação no continente e no
distrjcto do Funchal. A liga das novas moedas de bronze é com- .
posta de 96 centesimas partes em peso de cobre, 2 de estanho
e 2 de zinco. A tolerancia é de 3 pOI' cento do peso. Por decreto
de 30 de abril de 188;) deixaram de ter curso legal as moedas de
cobre e bronze do antigo cunho desde 1 ele janeiro de Hl86.

A tabella seguinte contem os nomes, valores, diametros e pesos

de i900 começará o atrazo a ser de 13 dias. Nas suas relações com o resto da Eu-
ropa os russos, e, em geral, todos os povos que usam do calendario julianno, es-
crevem as datas nos dois estylos, pondo por cima de uma linha a sua data (se-

I ). " 25 de fevereiro d '886gundo O velho esty o e por baixo a data gregonanna, ASSim 9 e 19 e de março
e ii de março de {886 representam os dias 9 e j!{ de março de 1886 conforme a
chronologia se!!uida em Portugal e em quasi toda a Europa, ou os dias 25 de fe-
vereiro e 9 de março de i88ti segundo o modo de contar dos russos, gregos e
christãos do Oriente.



das moedas portuguezas de oiro, prata e bronze creadas por as
duas citadas leis.

Díame- Pesos em grammas
VaIareI tros em

Nome. em rbis míltíme-
troe MAximal Legao8 lIillnlm08

-- --- --- --

1""'"'······· . 10,3000 30 i7,770470 i7,735 i7,699530
O' O Meia coróa ...•• 5p\000 23 8,885736 8,868 8,850264
Ir ... Quinto de corõa. 2~000 i8,5 3,554094 3,547 3,35990ti

Décimo de coróa {p\000 U i,777548 i,774 i,770l,,52
) Cinco tostões ..• 500 30 12,537500 i 2,500 n,4625oo

Prata.. Dois tos~ões .... 200 23 5,015000 5,000 4,985000
(Um tostao ...... 100 !8,5 2,507500 2/ioo 2,4S125oo
Meio tostão .•... 50 U i,253750 {,2M t,246250
)Vintem ........ 20 30 i2,36 n H,M

Bronze. Dez réis ....... 10 25 6,i8 6 5,82
Cinco réis ...... 5 20 3,09 3 2,9i

Da tabella precedente resulta que o valor de ·1 kilogramma de
moedas de oiro é 563a8M reis e o de t kilogramma de moedas
de prata 4.0t%000 reis e por consequecia que a relação entre os va-
lores de pesos iguaes de moedas de oiro e de prata é 563856 para
4.0000 00 H,096í para 1. '

A lei de 29 de julho de 1854. determina que sejam tambem re-
cebidas, como moeda legal, as antigas moedas de oiro portuguezas
denominadas peças e meias peças, e as moedas inglezas de oiro
chamadas libras ou soberanos e meias libras ou meios soberanos.

O toque d'estas moedas é lambem 9 t 6; millesimos, e os seus
valores, diametros e pesos são os seguintes:

Valores Dio.metros Pesos
Nomes em réis em rmlttmetroa em grammaa

----
Peça ............................ 8$000 3i 14,188
Meia peça ......................... l,,~000 25 7,094
Libra ou soberano 1.............••• 4$500 22 7,98i
Meia libra ou meio soberano ........ 2#1250 i9 3,990

Todas as obras de oiro fabricadas em Portugal e nas ilhas ad-

1Damos n'este logar urna noticia das moedas legaes das principaes nações ex-
trahída do Annuail'e du BUI'eau des longitudes (1886) com o valor ao par em di-
nheiro portuguez (§ 1~09) d'algumas.
Inglaterra. Moedas de oiro. Soberano ou libra esterlina (25fr. ,15): meio sobe-

rano ou meia libra esterlina. O peso d'estas moedas foi elevado a 7,988 e 3,99~
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jacentes e destinadas ao commercio interno terão de toque 916,66
ou 800 millesimos com uma tolerancia de 2 ou de 5 por 1000 con-
forme o toque íõr determinado por ensaio real ou por ensaio visual.
A esta tolerancia acrescerá a de 10 por tOOO para as suldas. As
obras destinadas á exportação podem t-er qualquer toque não in-
ferior a ~33 millesimos.

Todas as obras de prata fabricadas em Portugal e nas ilhas ad-
jacentes e destinadas ao commercio interno terão de toque 916,66
ou 833 millesimos com uma tolerancia de 2 ou de 10 por 1000,
conforme o loque fôr determinado por ensaio real ou por ensaio
visual. Para as soldas acrescerá a tolerancia de [) por 1000. As

por lei de q, de abril de 18iO. Moedas de prata: Têem de toque 925 millesimos e
são: corõa tem 5 slullings, 28g,276; meia corâa i~;,i38; florim tem 2 shilJings,
Hg,3tO; shillr:ng (ir'·,i5) tcm i2 pence, 5;,655 vale 228 ré.s ; 6 pence 2;,828; q,
pence 19,885; 3 pence ig,~i~; 2 pence 0;,9~2; i penny 0;,~7i. Moedas de conta.
Libra (25i'. ,221::1)e a antiga moeda de 21 shillings t26i,··~,q,8)chamada guinéo que
tinha 917 milIesimos de toque e 8;,3802 de pe-o. '

França, Belgica, Italia, Suissa, Hespanha, Grecia, Roumania e Servia.
Em todos estes paizes está adoptado o mesmo systema de moedas. França, Bel-
gica e Suissa. Moedas de oiro, Têem 900 rnillesimos de toque e são: 100 [rances,
32;,258; 50 francos, i6g,i'z9; 20 [rancos, 6g,U)2; 10 [rances, 3;,226; 5 [rances,
i;,613 e vale 893 réis. Moedas de prata, Ha uma de 900 miJlesimos de toque, que
é a moeda de 5 [roncos com 25g de peso e 982 réis de vrlor ; todas as outras téem
835 de toque e são: 2 [rancce 10;; 1 [ronco 5g e 182 réis de valor; 50 centimos
2;,5; 20 cenlimos 19, Italia. O mesmo que em França com a differença de se cha-
mar lira ao franco, Grecia. Como em França chamando drachnut ao franco e lepta
aos centirnos. Roumania. Chama, se ley ao franco e banis aos centimos. Servia, Cha-
ma-se dínar' ao franco e paras aos centimos. Hespanha. Dá-se ao franco o nome
de peseta. A peseta tem '1 reales de vellon. Continuam a ter curso n'este paiz as
seguintes moedas creadas por a lei de 26 de junho de i86~. jJloedas de OÚ·o. Téem
900 millssimos de toque e são: dobrão (25ü'. ,88) tem 10 escudos, 8g,387. e vale
~$6~3 réis ; ~ escudos ;,g,355; 2 escudos ig,667,1lfoedas de prata. Umas são de 900
millesirnos, outras de 810, De 900 millesimos são: dw'o (5i'. ,i5) tem 2 escudos,
25g,960 e 1$020 ré.s de valor; escudo tem 10 réales, i2g,980. De 810 são: peseta
(Oi'.,92) 5g,192 'de peso c i8~ réis de valor; 112peseta 2g,596; l'éal 16,298,

Imperio allemão. Moedas de oiro, Têem 900 millesirnos de toque e são: 20mar-
cos ou dupla cOI'6a 7g,965: 10 lllUl'COSou cOI'ôa (12r,. ,31), 3g,982 de peso e 2$20~
réis de valor; 5 ?lW!'COS H,99i.1I1oedas de prata, T~em !JOOmillesimos de toclue e
são : 5mm'cos 27g,777; 2 maI'Cos Hg,1.H; i marco ur'· ,10) tem 1.00pfeunig, 5g,555 e
2i8 reis de valor; J/2 marco tem 50 pfennig, 2g,777; J/5 marco tem 20 pfennig, ig,HL
Moeria de conta. É o lIW1'CO impel"ial (Rezchs-mm'k) de 100 pfennig W'·,23~5),

Austria-Hungria. Moedas de oil'o, Urnas são de 986 lTIIlleSimos,outras de 900.
De 986 millesilllos são: quadruplo ducado, i3g,960; ducado (Hh·. ,80), 36,1190de
peso e 2$117 réis de "alor, De 900 millesinws são: 8 florins tem 20 francos,
6G,fl52; q, florins (!ii'.,97) tem 10 francos, 3g,226 e vale i$786 réis, Moedas de
prata. Umas são de 900, outras de 520 millesimos De ~OO.são: 2./IOI·ins 24g,6~1;
i florim (2t'··,Mi) te:n tOo kreutzers, i26,:3~5 e vale ~85 réls. De 520 é: 1/4 flo1'l'lll,
5g,3H. Moeda de conta, Flol'!m (2i'. ,~691) de iOO krenlzers,

Paizes-Baixos. Moedas de oiro. Têem umas 983 e outras 900 de toqué:- De
983 sno: duplo d~!cado 66,988: ducado (ilh. ,77), 3g,~9l1 e vale 2$i13 réis, De 900
é: iO flodns (20r,. ,76), 6;,720 e vale 372 réis, JJJoedas de praia, Umas são de
9~5, outr as de MO millesimos, De 94,5 são: l'ixdaler (5i'. ,2i) tem 2112 florins, 25;
e vale 1$031 réis; 1 fiol'im (2r,.,08) tem iOO centimos, iOg; 1/2 florim, 5g. De 6~0



obras de prata destinadas á exportação podem ter qualquer toque
não inferior a 800 millesimos.

447. Nos Açores a moeda legal é a mesma do continente com um
augrnento, porém, de 2;> por cento no seu valor, de sorte que 100
réis do continente ou toO reis fortes, valem 125 reis fracos e 100
reis fracos valem 80 reis fortes. Correm tarnhern ali, e são rece-
bidas nos cofres públicos entre as moedas de oiro, os soberanos ou
libras esterlinas por 56600 reis e os meios soberanos ou meias li-
bras por 2~800 reis, e entre as de prata as patacos. brasileiras ou
hespanhoJas por 1111200reis, as meias patacas por 600 réis, as ser-
são: 25 centimos 3g,575; :1.0 centimos l.g,4; 5 centimos Og,685.Moeda de conta. Flo-
rim (2Ir·,W) de 100 centimos.

Russia. Moedas de oiro. Téern 916,66 de toque e são: 1/2 imperial (20'r. ,58)
tem 5 rublos, 6g,545 e vale 3~690 ré is ; 3 rublos, 3g,927. 11l0edasde prata. Umas
são de 868, outras de, 500. De 868 são: j'ublo (3"" ,97) tem 1.00kopeeks, 20g,735
e 785 réis de valor; ]loltinnik tem 50 kopecks, lOg,367 ; tchetoertak tem 25 kopecks,
5g,183. De 500 millesimos são: abassis tem 20 kopecks, 4g,079; florim polaco
tem 15 kopecks, 3g,059; grivenik tem 10 kopecks, 2g,039 ; pielak tem 5 kopecks,
19,019. Moeda de conta. Rublo de iOOkopecks (M'). .
Dinamarca, Suecia e Noruega. N'estes paizes esLão adoptadas as mesmas

moedas. Moedas de oiro. 'I'êern 900 de toque e são: 20 kronen, t:;s,960; lO kro-
nen 4g,480. Moedas de praia. São de 800, 600 e ,00 millesimos. De 800 são: 2
kronen; 1 krone tem lUO ore, 7g,5. De 600 millesimos são: 50 ore, 5g; 40 ore,
4g; 25 ore, 2g,420. De 400 millesimos: :10 ore, 19,450. Moeda de conta. Krona
(if'. ,3888) de 100 ore.

Imperio Ottomano. Moeda de conta. Piastra (01",2278).
Egypto. Moeda de conta. Piastra (01'. ,2575) de 40 paras.
Estados Unidos. Moedas de oiro. 'I'õem de toque 900 millesimos e são: dupla

aguia tem 20 dollars 33g,436; aguia (5if'" ,6~) tem :10 dollars, 16s,7f8 e vale reis
9,jl:ta55;mela aguia tem 5 dollars, 8g,359; 3 doilars 5g,015; 1/4 aguia tem 2112
dollars, 4s,:179; i dollor (5f'" ,16), H,672. Moedas de praia. 'rêem \100 de toque e
são: trade tlollar (51,",40), 2is,2i5 e 1,jl069 réis de valor; dollar (51,.,3i) tem 100
cents, 26s,729 e 1,jl050 réis de valor; 112dollar t.em 50 cents, i2g,5; 1/4 dollar tem
2~ ccnls, 6g,25; :taocents, 5s; dime tem iO cents, 2g,5. lffoeda de conta. Dollar
(51'.,1815) de iOO cents.
Mexico. Moedas de oiro. Têem de toque 875 millesimos e são: 20 pesos; 10 pe-

sos; 5 pesos; 21/2 pesos; 1 peso (51",09) com 1s,692 de peso e 9U réis de valor.
Moedas de prata. 'rêem de toque 902,7 e são: peso (51'" ,37), 27g,073 de peso e
i ~066 réis de valor; 50 centavos (meio peso); 25 centavos; 10 centavos; 5 cen-
tavos. Moeda de conta. Peso de tOo centavos (51,.A308).

Brasil. Moedas de oiro. Têem de toque 917 rmllesimos e são : ~0$000 réis,
i7s,92\l6875 (ou 5 oitavas); 1O~000 j'éis, 8s,964,8438 e 5~060 réis fortes de va-
lor; 5$000 j'óis (W'· ,08) 4s,48242i9. A tolerancia nas primeiras é de 1 grão
(Os,0498046875), nas segundas de 0,5 de grão e nas terceiras de 0,25 de grão.
Moedas de prata. 'I'ambern téem 9i 7 de toque e são: 2$000 l'éis, 25s,5 (7 oitavas
e 8 grãos); f$OOOréis, Us,75 e 510 réis fortes de valor; 500 réis (ii'. ,28), 6g,375.
Todas as redueções foram feitas suppondo o arratel igual a 459 grammas.

Na reducção a dinheiro portuguez das moedas estrangeiras empregou-se o pro-
cesso seguido no § 501, suppondo qu~ todas ellas têem efIectivamente os toques
e pesos legaes. Os valores em francos das mesmas moedas são copiados do An·
ftllaÍl'e du Bureau des longitudes (i886) e podem calcular-se pelo processo seguido
no § 500, tomando para toques e pesos os que se acham inscriptos n'aquelle An·
nua ire e que exprimem o resultado dos ensaios directos feitos na casa da moeda
de Paris sobre as proprias moedas.
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rilhas (antigas pesetas hespanholas) por 240 reis e as meias serri-
lhas por 120 reis. Não são recebidas nos cofres publicos, mas cor-
rem entre os particulares por 200 réis umas pesetas hespanholas
cunhadas durante o reinado da rainha D. lzabel e conhecidas pelo
nome de izabellitlhas.

Nas províncias ultramarinas têem geralmente curso legal e por
igual valor as moedas do reino. Em Cabo Verde téem tambem curso
legal (decreto de 19 de outubro de 1853) as seguintes moedas es-
trangeiras. Onças de uiro (bes,panbolas, peruvianas, chilenses, boli-
vianas, mexicanas, colombianas. de Buenos-Ayres, do Equador e do
Centro da América e de Nova Granada) de 7 oitavas e 36 grãos de
peso (26g,877) por 14~600 reis; meias (Inças e quartos de onça de
oiro dos mesmos paizes com pesos e valores proporcionaes ; as
aquias de oiro de 10 patacas dos Estados Unidos com 4. oitavas e
4.1-1 grãos de peso (Wg,723) por 9t{200 réis e as meias açuia« dos
mesmos Estados; as peças de oiro brazileiras de 4. oitavas (-I4g,334)
por 8t{000 reis e as meias peças do mesmo imperio ; as moedas de
oiro brazileiras de 4.t{000 reis de 2 oitavas e'18 grãos (Sg,063) por
4t{iSOOreis: as moedas de prata denominadas patacos ou duros
(hespanholas columnarias ou sevilhanas, chilenses, bolivianas, pe-
ruvianas, dos Estados Unidos, mexicanas, hrazileiras, de Buenos-
Ayres e colombianas) com 7 oitavas e 36 grãos de peso por 920 réis ~
e a moeda franceza de prata de 5 francos com 7 oitavas de peso
(25g,081» por 860 réis.

Segundo a convenção monetária celebrada entre os governos in-
glez e portuguez, em virtude do artigo 5. U cio tratado luso-britan-
nico de 26 de dezembro de t878, as moedas de prata que lêem
cu rso legal na India portugueza são: a rupia, cujo peso e ·180
grãos troy (ou H,6638 grammas), a meia rupia, o quarto de 1'U-
pia e o oitavo de rupia. O toque d'estas moedas e de 11 dinheiros
(ou 916 millesimos e ~), a tolerancia no toque e de 0,002 para a
rupia e de 0,003 para as outras moedas, e a tolerancia no peso é
de 0,005 para a rupia. e meia rupia, de 0,007 para o quarto de
rupia e de O,OiO para o oitavo de 1'upia. O valor 'legal da rupia
em moeda portuzueza do continente e 400 réis; o peso da prata
pura contida n'ella é comtudo o mesmo que por lei deve existir
em 4tiu ou 467 reis da moeda continental.

Segundo a mesma convenção as moedas de cobre que podem
correr na India portugueza são: a meia. tanga com' o peso de 200
grãos troy (ou 1~,9598 grammas), que correspondo ao meio annâ
ou duplo paisá da India hritannica, o quarto de tanga ou paisá
(pice) da India britannica, o oitavo de tanga ou meio poisá e o real
ou um doze ávos da tanga (pie). A tolerancia no peso d'estas moe-
d

.:1.
as e 40'



Em geral, suppondo que ~ representa um numero referido a certa

unidade, e que estaunidade é igual a~ de outra unidade, ter-se~
ha em relação á primeira unidade

!+!+!+!555 5
e em relação á segunda.

logo
~ de uma unidade = GX D de outra unidade, da qual a primeira é ~

Querendo reduzir 18,6 semanas a mezes, suppondo que o mez
tem 30 dias, é necessario multiplicar 18,6 por ;0' que é o numero
que representa a semana, quando se toma para unidade de tempo
f periodo de 30 dias. Ter-se-ha portanto

7m18',6 = 18,6 x 3õ= qm,34,

MiO. Reduz-se qualquer numero complexo á infima especie, re-
duzíndo a parte do numero, que se retere á unidade maior, á uni-
dade immediatamente inferior, juntandu ao numero resuluuue a
parte correspondente a· esta unidade, reduzindo depois o numero
achado á unidade que se segue, e juntando-lhe a parte, que se re-
fere a esta unidade, e continuando assim, até se haver juntado a
parte dn numero, que se refere á unidade da infima especie.

Reduzir á infima espécie o numero 2()d 18" ~5' 48/1,6

Typo da operação

26'[ 18h 25' 4,8",6
24,
W4,
52
62lj,h+ 18

64,2h
60

38520'+ 25
3854,5'

60
2312700"+ 4,8,6
23i27óB",6 = 26d i8h 25' 4,8",6



Reduziram-se primeiro 26 dias a horas e ao resultado 624 horas
juntaram-se as 18 horas do numero dado. Converteram-se depois
as 61i2 horas em minutos, e ao numero 38520 minutos addiciona-
ram-se 25 minutos. Reduziu-se finalmente a segundos o numero
3851i5, e sommou-se o numero obt.ido 2312700 segundos com 48,6
segundos. O resultado de tudo isto é evidentemente o numero pe-
. dido. .

MH. Ha ainda outro modo de reduzir um numero complexo á
infima especie, que consiste em reduzir cada uma das partes d'elle
á unidade da infima especie, e em sommar todos os numeras acha-,
dos por este modó com a parle do numero, que se refere á unidade
da infima especie.

Reduzir á ínfima especie o numero 45 5d !)h 16' 26",03

~.
7

28"2~
H2
56
6721.
60

~0320'
60

:!~i9200"

Typo da operação

5d 9b {6' 26",03
2~ 60 60
1201. 5~0' 960"
60 50
7200' 32~00"
60

~32000"
2U9200"
~;j2000
32~00
960
26 ,03

2884:586",03=~.50 ~h i6' 26",03

Mí2. Reduz-se um numero complexo a incomplexo referido a certa
unidade, reduzindo-o primeiro á infima especie, e passando depois
d'esta unidade para a unidade nova.

Exemplo I. Reduzir 46 libras, 1.8 shillings e 7 pence ou dinhei-
ros esterlinos a libras.

Reduzindo o numero dado á infima especie acha-se (§ Mm ou
§ li5!)

convertendo este numero de dinheiros esterlinos em libras (~ 449),
obtem-se

ou

Querendo reduzir o numero complexo a fracção decímal da li-
bra é melhor converter immediatamente 18sh 7dst em fracção deõi-
mal da libra, e juntar ao resultado as 46 libras. Acha-se eííectuando
as operações
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As moedas de conta são as rupias, as tangas e os reis. A rupia
vale 16 tangas, ou t92 réis da convenção, ou 7~0 réis fracos ou
provinciaes, isto é, dos que corriam antes da convenção. A tanga
vale 12 réis da convenção, ou !1,5réis provinciaes ou fracos, ou 1
annâ inglez. O real vale 3,75 réís fracos ou provinciaes, ou .. pie
da India britannica.

Em ~'acau não ha moeda propriamente dita. Todas as transac-
ções se realisam dando em troca da mercadoria comprada uma
quantidade maior ou menor de prata. A prata empregada, como
meio circulante, nas transacções commerciaes é fornecida pelos
dollars das republicas americanas e pelos pesos hespanhoes, sob a
denominação commum e generica de patacos. O comprador, que
ajustou uma mercadoria por 50 taeis de prata, por exemplo, obri-
gou-se a dar por ella uma porção de prata, geralmente em pata-
cas, que pese (~ 444) 50 taeis, isto é, 50X37g,573 ou 1878,65
grammas. As patacas novas são recebidas, sem serem pesadas, pelo
seu peso, que deve I. ser de 7 mazes e 2 condorins, as velhas so-
mente o são pelo que der o peso. Nas repartições publicas a pa-
taca vale 850 réis. Os chinas costumam gravar nas patacas os seus
séllos e de tal modo o fazem que successivamente as vão deterio-
rando, reduzindo-as passado algum tempo a fragmentos, que con-
tinuam do mesmo modo a ser recebidos pelo seu peso nos paga-
mentos.

Nas pequenas transacções emprega-se a sapeca, que é a unica
moeda cunhada da China. As sapecas são moedas circulares, del-
gadas e com uma abertura quadrangular ao centro pela qual estão
enfiadas, tendo geralmente 1000 cada enfiada. O peso de cada uma
é um mas, Ao principio eram de bronze, agora são de uma liga
composta de cobre, zinco, nickel, [erro, etc. A relação entre um
dado peso de prata, um tael por exemplo, e a sapeca varia com
as circumstancias economicas. Actualmente cada tael de prata vale
1650 a 1700 sapecas. A pataca troca-se geralmente no mercado
por 1080 a 1200 sapecas.

Apparecem tambem na China, como moeda circulante, umas bar-
ras de prata quasi pura de lórmas e dimensões variadas e pesando

, de -1 a 50 taeis, A estas barras chama-se saicy (wan yin). Commum-
mente os saiçys pesão 10 taeis e afIectam a fórrna de uma barra
lisa e plana por uma das faces, e aspera e arredondada pela ou-
tra. Obtida a necessária licença, póde qualquer banqueiro mandar
fazer saicys na repartição competente do Estado, devendo em cada
um d'elles gravar-se o nome do banqueiro, o do manufactor, bem
como o anno, districto, etc. Ha também saicys de oiro.

Em Macau circulam tambem: L o as moedas de prata inglezas
1A antiga pataca mexicana (de i823), a que mais circula em Macau, tem 896

millesimos de toque e 27,0602 grammas de peso. O peso e toque da moderna pa-
taca ou peso mexicano encontra-se na pagina ~54, nota.



~57

de Hong-Kong de 800 millesimos de toque; 20 eents (20 ávos) de
5,431 gramrnas, 10 cents de 2,715 grammas e 5 cents de 1,358
grammas ; 2.° as libras esterlinas; 3.° as notas de differentes ban-
cos d'aquella colonia ingleza.

448. Os numeres concretos podem ser incomplexos ou comple-
xos. Numero incomplexo é o que se refere a uma só unidade.
Numero complexo é o que consta de partes referidas a unidades

. de difft-rente grandeza, porém da mesma especie. O numero 6 horas
e 25 minutos é complexo. porque envolve duas partes, 6 e 25, que
se referem a unidades, hora e minuto, de differente grandeza, mas
da mesma especie. Representa-se abreviadamente este numero as-
sim 6h 25'.

Geralmente escrevem-se os numeros complexos de sorte que ne-
nhuma das suas partes chegue a formar i unidade de ordem su-
perior á da unidade a que ella se refere.

Em vez pois de 78h 25' escrever-se-há 3d 6h 25', isto é, 3 dias,
6 horas e 25 minutos.

Chama-se unida de da ínfima especie de um numero complexo ã

menor das unidades a que estão referidas as suas difIerentes partes.
Nas operações sobre n umeros concretos é frequentes vezes pre-

ciso reduzir um numero referido a certa unidade, ao que lhe cor-
responde, quando aquella unidade se substitue por outra. Esta re-
ducção sómente se póde fazer, quando se conhece o valor nume-
rico da quantidade que primeiramente se tomou como unidade,
expresso na unidade nova.

4·49. Reduz-se um numero incomplexo referido a certa' unidade,
ao numero que representa a mesma quantidade referida a outra
unidade, multiplicando o numero dado pelo valor numerico da an-
liga unidade expresso na unidade nova.

Para reduzir ·18 dias a semanas é preciso, pois. saber qual é o
valor numerico da quantidade dia referida á unidade semana, e
multiplicar depois 18 por esse valor numerico.

Ora a semana tem 7 dias, logo, imaginando a unidade semana
decomposta em 7 partes iguaes, será ~ da unidade semana igual á

unidade dia. Sendo 1 dia equivalente a ~ da semana é claro que

i8 dias ou i dia+ i dia + i dia ... + i dia

valerão tanto como
t i i i
7 da semana + 7 da semana. + 7 da semana + ... + '7 da semana

e como são tantos os setimos da semana, quantos os dias, segue-
se que

ou
i8 dias = i8X G da semana)

i8 dias = (i8 X~)da semana = 2 semanas +~dias

i7
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lb .
:l.8sh 7d't _ 223

- 240 ou

e por consequencia

Exemplo II. Reduzir 18d 14b 27' 18",46 a fracção decimal da
hora.

Typo da operação

l8d il1h 27' 18" l16 ~h

211 60 ' 60
72 1620 60'
36 i8,l16 60
lj,32h 1638",lj,6 3600'!
111

l1l16h

Logo

ou, eJIectuando a divisão,
I :l.8d :I.lJ,h 27' i8",l16=l1lj,6b,lj,551

Se se tivesse empregado o'melhodo ordinario, ter-sé-ia reduzido
J8d 14h 27' 18",46 a segundos e em seguida a horas

18d ll1b 27' 18",l16
l.60723Sh ,46

3600

e, eJIectuando depois a divisão, chegar-se-la ao mesmo resultado.
453. Para reduzir um numero incomplexo a numero complexo,

separa-se no numero dado a parle inteira da fraccionaria propria-
mente dita, extrahem-se da parte inteira (JS unidades de ordem im-
mediatamente superior, do numero que comprehetule estas unidades
extrahem-se tambem as unidades de ordem mais elevada, e assim se
continúa, emquanto for possivel, e a parte fraccionaria reduz-se ás
unidades immediatamente menores, e depois com a fracção resultante
procede-se do mesmo modo.

Exemplo I. Reduzir 2655816 segundos de tempo a numero com-
plexo.

Typo da operação

26ãã8i6" I 60
25ã lj,l1263' I 60
lã8 226 737h I 24,
38i 4,63 i r- ---aõd I 7
2:1.6 ' 4,3'
36" 2d "Ts"
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Extrahindo os minutos a 26558t6" acham-se 44263', extrabindo
as horas a 4.4.263' obtéem-se 737\ e continuando a operar assim
acha-se que

26558i6" = 4' 2d i7h 43' 36"

Exemplo II. Reduzir 0,328 da semana a numero complexo.

Typo da operação

Ü',328
7

2d,296
24

H84 ~
592

7h,i04
60

6' ,240
60

i4",4

Na primeira operação parcial acha-se
Ü',328= 2d,296

na segunda obtem-se Od,296= 7",i04

na terceira O\i04=6',24

e na quarta O',24 = i4",4

logo é 0',328 = 2d 7" 6' i4",4

Exemplo III. Reduzir a numero complexo 629",8326.
A parte inteira ô29h d'este numero reduz-se, como se viu no

exemplo I, a 3' 5d 5", a parte fraccionaria reduz-se (exemplo II) a
4.9' 57",36, logo

629\8326 = 3' 5d 5" 49' 57\36

A operação póde dispor-se como se vê no typo seguinte

629b I 24 Oh,8326
H9 26" I 7 60"h.., i)d as 49' ,9560

60
57",:-16

Exemplo IV. Reduzir ~ de uma circumferencia a numero com-
plexo.



Typo da operação
5

360
18000 I 7

40 '!'-"'2=57=-0"""'S""""""'34'"""
50
10
60
60'
4'
60
24,0"
30
2

~ de uma circumferencia = 257· 8' ;1"" r
Exemplo V. Reduzir 8,9,~ da libra esterlina a numero complexo.

'.lo"
Typo da operação
896 I 4,5
4'.!,6 :.....,..,t9=lb-i~8....,.·h-=2..,..d.-'
4i1b
20

82(f.h
370
. tO·h
1.2
{20d.,

30
8961b 30,10' jld.,
45 = 191b 18·h 2d"7;5 ou 3

d
. 'i27362 . IExemplo VI. Re uzir ~ minutos a comp exo.

O quebrado proposto é igual a 7770'+ ~~, e, portanto, queren-,
do extrabir as boras, dias, etc., á parte inteira 7770' e achar os

d id 12'. . f d -segun os conti os em 55' e necessano azer uas operaçoes sepa-
radas, como se verifica no typo seguinte

427362' I 55 7770' I 60
423 7770' i3" :1.7 ----u9b1 24
386 57 9 -5d

12' 30'
60

720"
i70

5"
~=5d 9b 30' i'3"~115 • 15 ou l"

ti



4M. Os numeras complexos referidos a unidades do systema
metrico decimal, reduzem-se facilmente a incomplexos, sem recor-
rer aos processos anteriormente expostos, porque as suas unidades
variam na rasão decupla. como variam as unidades das diversas
ordens no systema de numeração. E d'esta uniformidade de rasões
entre as unidades do systema meLrico e as unidades adoptadas no
systema de numeração, que provém a mais importante de todas as
vantagens do actual sysLema de medidas.

É evidente, com efleito, que
8~1~7H~50~ 49 6"g 9C9 2m9= 807M692mu

como facilmente se verifica empregando o methodo geral (§ 450 ou
451).

Com igual facilidade se reduz um numero complexo a incom-
plexo, quando as unidades, a que elle se refere, pertencem ao sys-
tema métrico. ~ por isso que facilmente se reconhece (~ 452) que

8075~692m~ = 8075ft69c~,2 = 807M6JK,!l2 = 8075l1g,692 = etc.

e 8"a 5' 9<1·= 859,1. = 85·,9 = 8"',59

Quando, porém, as unidades, a que se refere o numero, são uni-
dades de superfície, é necessario, para fazer a reducção, não esque-
cer, que a r asão entre duas unidades successivas é 100, e, portanto,
que cada urna das partes deve escrever-se com dois algarismos. As-
sim por exemplo

9h n.28"m2 6D.,22m2 6<1m27cm2= 90806020607C.,2 = 908060206,1",2,07
e i611m2120m2 6m268cm2=,i6i20600c8c"'2 = i6i206m2,0068

Quando as unidades, a que se refere o numero variam de '1000
em 1000, como acontece com as unidades de volume, que repre-
sentam cubos, cujas arestas variam ele 10 em 10, é preciso escre-
ver :i e querela de cada urna da SUílS parles os zeros necessários
para todas eltas ficarem com Ires algari mos. como se vê nos exern-
plos seguintes,

8",3 9<1.,36em3= 800900(jcm3 = 800901m3,006- 8,"3,009006
9:lllm3 86m3 i94dm3 27mm3= 930SIH9ftOOOO27mm3= 93086i94<im3,000027

455. Resulta do que fica exposto. que para se decomporem nas
suas diversa unidades os numeros incomplexos, cujas unidades
representam superficies de quadrados, ou volumes de cubos. que
têem por lados unidades do sy tema métrico, é necessario decom-
por os numeras em classes de 2 ou 3 algarismos de modo que o
. algarismo das unidades de primeira ordem occupe o primeira la-
gar da direita de uma das classes.

Rf'conhece-se por este processo que o numero 896045mi, 127 tem
89""'2 600m2 .í5m212dm270cm2 e o numero 70tt>625m3,0624 tem 711ml

{!'_)Dm3625,n3 62dm3 400cm3•



CAPITULO II

EXERO:IC:IOS

I. Converter ~51b U·b 9d em libras.
II. Reduzir a complexos os numeros 725,8039<\.; 0,90543 ; 4,025; 2~:8,:k, que

se referem á unidade dia.
III. Qual é a fracção da circumferencia de um circulo, que contém 25° 42' 35",06 'f
IV. Reduzir a hectolitros os numeros 628571,0628; 63205"\20125; 6038t29dl,279.
V. Reduzir a quintaes metricos os numeros 8235062g e 6230DU,6529. .
VI. Reduzir 82Ua 52" 5da a metros quadrados e 32625m2,2:1.89 a hectares.
VII. Decompor 9708532m2,46594 nas unidades superficiaes de diversas ordens

e 60891. 75Dro3,203587 nas unidades de volume de diversas ordens.
VIII. Reduzir 5Km2 72D.. 2 35nl2 7<10028cm2 29mm2a decamelros quadrados e 8211003

27Dm3 359dm3 5<m3e 4,25K1 901 2,1l 7ml a metros cubicos.
IX. Reduzir a metros cubicos o numero 112D" 8d,'. •
X. Querendo saber quantos paus com 3"',25 de comprimento são necessarlos

para perfazerem 1.0m3,i43 de volume, a que altura se ha de collocar o travessão
em qualquer dos instrumentos denominados rneio decasiere, duplo stere e stere,
que para esse effeilo se empregam?

Operações sobre numeros concretos

456. A addição de numeros concretos effectua-se exactamente
como a dos numeros abstractos, quando são incomplexos e estão
todos referidos á mesma unidade. Se são incomplexos e estão re-
feridos a unidades diversas, porém do mesmo genero, é necessa-
rio, antes de effectuar a ad.lição, reduzir todas as parcellas à mes-
ma unidade (~ 449). Querendo, por exemplo, sommar 24 kitogram-
mas com 675 decagrammas é evidente que não se devem sommar
os numeros inteiros 24 e 675, porque o numero resultante da ope-
ração não representará nem kilograrnmas, nem decagrammas. Ite-
duzindo, porém, o segundo numero a kilograrnmas, ou o primeiro
a decagrammas, achar-se-ha

24KU+67509 = 24Ku +6JCu,75= 30K9,75

ou 2400Du+675DU=3075DU

Quando as parcellas são nu meros complexos, podem reduzir-se
todas ellas a numeros incomplexos referidos á mesma unidade,
sommar estes numeros, e depois passar, querendo, do numero in-
complexo resultante para a fórma complexa.

Póde, porém, eílectuar-se a somma dos numeres complexos, sem
os reduzir a incornplexos, empregando a seguinte regra, cuja de-
monstração é manifesta.

Para somsnar numeras complexos escrevem-se estes numeras uns
por baixo dos outros, de modo que as partes d'elles referidas á mes-
ma unidade, fiquem em uma só columna vertical; sornmarlt-se as
partes, que se referem á unidade de infima especie, da somma achada
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extrahem-se as unidades de especie maior, que ahi existam, juntam-
se estas unidades á columna respectiva, e assim se continua, até se
ter effectuado a somma da ultima columna da esquerda.

Exemplo I.
4,' 5d i8b 12'

9 ~3 55 17"
2 4 ia 00 56
8' 6d 9" 08' 13"

A unidade da ínfíma espécie é o segundo, a somma da columna
dos segundos é 73/1ou l' + i3". Juntando 1', que vem da columna
dos segundos, á columna dos minutos, e sommando acham-se 68' ou
{'I 8', juntando esta hora á columna das horas tem-se 5jh ou 2d 9\
passando 2d para a columna dos dias obtem-se 20d ou 2' 6d

, e fi-
nalmente juntando estas 2' ã colurqna das semanas acham-se 8s•

Exemplo II
~7' 43' 57"

16 48
19 25 50
48 00 29
95° 27' 04"

4.57. A subtracção ou diminuição de numeros concretos faz-se
tambem como a dos numeras abstractos, quando aquelles numeres
são incomplexos e estão referidos ~ mesma unidade. Se os dois
numeres dados forem incornplexos, e estiverem referidos a uni-
dades differentes e do mesmo genero, é necessario, antes de proce-
der á subtracção, reduzi l-os á mesma unidade.

Querendo diminuir 720m2,5 de 811°,67 é preciso reduzir ambos
os numeras incomplexos á mesma unidade, a decametros quadra-
dos ou a hectares por exemplo. Ter-se-há então, reflectindo que
(~ 4.40) um hectare contém tOO decametros quadrados,

Exemplo III
431b 14,h 8d., 4
52 16 6:8
41l 07 10 ,i)

i441b i90JI id",7

ou
811.,67_72Dm2,5 = 867Dm2_72Dm2,5 = 79/j,Dm2)S

811',67 _72Dm2,5 = 811',67r- 011',725= 711',945

Quando os dois termos da subtracção são complexos, ou quan-
do um é complexo e outro incomplexo, póde etleCll1ar·se a sub-
tracção tornando ambos os termos incomplexos referidos á mesma
unidade, e reduzindo depois a numero complexo o resto obtido na
subtracção. Póde tambem eííectuar-se a subtracção de numeras
complexos, sem reduzir estes numeras a incomplexos, empregando
a seguinte regra.

Para subtraliir numeras complexos prepara-se o additivo de modo
que cada uma das suas partes exceda a do subtractiro, que se refere
á mesma unidade, aâdicionanão, para esse fim, áquellas, que forem
inferiores ás do subtractivo, tlma das unidades de ordem immedia-
lamente superior, que se conticer 110 additivo. Escreve-se o subtra-



ctivo por baixo do additivo, como quando se trata da oddição, e ef-
[ectua-se em cada columna vertical a subtracção dos numeres, de
que ella se compõe.

Exemplo I
9h lí,8' W!-3" i6' 29"

9h 47' 71í,"
3 i6 29
6" 31' 45"

Exemplo II
24°- i6· 25' 48"

23° 59' 60"
i6 25 48
7° 34' i~"

Exemplo III
{2lb ili,h _ lH,h 7<1"
H Ib 35'h i2tl.'

i8 7

No exemplo lo additivo contém uma parte 14", da qual não se
podem subtrahir i9", e por isso juntou-se-lhe 1 dos 48', reduzindo
assim o additivo a !)" 47' 74".

No exemplo II o additivo não tem minutos, nem segundos para
d'elles se subtrahiremãõ' 4·8", e portanto decompoz-se um dos 240
em 59' 60". que. como se sabe, equivalem a 60'.

No exemplo III falta uma parte referida a dinheiros no additivo
e a que se refere a shillings é inferior a 18,h que lhe correspondem
no subtractivo. Estes inconvenientes desappareceram juntando aos
16'" uma das '121

\ e convertendo em dinheiros um dos 36'" que
resultaram da som ma Ilb+ 16'''. O aodítivo ficou por consequencia
reduzido a 11lb ~H>s" 12d

".

458. Pôde evitar-se na pratica a decomposição do additivo para
se effectuar uma subtracção, juntando mentalmente uma unidade
de certa ordem, tanto ao additivo como ao subtractivo.

Para subtrahir 5" 43' 56" eTe t~" escrever-se-há

i2h

5 43' 56"
tih1"6' lJ."

e raciooinar-se-ha assim. De nada não se pódem subtrahir 56", po-
rém,juntando I' tanto ao auditivo como ao subtractivo, podem sub-
trahir-se 56" de 60". corntanto que no subtractivo se supponha que
.estão 44' em vez de 43'. Aquelles H' tambem não se podem sub-
trahir de zero de minutos, mas juntamo tio, ou 60' a este zero de
minutos e juntando também fi' ao snbtractivo. o resto não muda,
e por cousequencia suhtrahindo 44' ele 60' obtem se ·10'. Finalmente
diminuindo de 12" o subtractivo 510 + t" acham-se 61t

•

Este modo de effectuar a subtracção de complexos é inteiramente
análogo, ao que se costuma usar (~ 40) na subtraccão de inteiros.

Exemplo I
49° i2' lJ.3"
22 25 58
26° 46' 45"

Exemplo II
:l.41b 5'h iOd.,

7 i8 11
61b 6'h 1 'I dat

Exemplo III
3d l6h 25' 4:l",67
i i9 38 52 ,tOlJ.
t d 20h 46' 5i",566

459. O prcducto de dois numeros abstractos é sempre o mes-
mo (~ 209). seja qual fór o numero que se toma para multiplica-
dor, ou para multiplicando. Não acontece exactamente o mesmo,
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quando os factores são numeros concretos. Com effeito, se o mul-
tiplicando fôr 6~ reis e o multiplicador 8 metros, ou antes 8, o
producto ha de formar-se de 65 réis como o multiplicador 8 se
íórma de i e será então '

65"x 8m= 65"+ 65"+··· ·+65"=520"

se o multiplicando fôr 8ID e o multiplicador 65 réis, ter-se-há
8'"><: 65"= 8m+8m +8"'+8m+8'·+...·+8m = 520'"

O valor nunierico do producto é o mesmo, tanto n'urn como no
outro caso, a unidade, porém, a que elle se refere, é diversa, por-
que deve ser a mesma que a unidade a que está referido o mul-
tiplicando. A unidade a que se refere o producto, assim como o
valor nnmerico d'este, é completamente independente da unidade
principal do multiplicador, porque este serve apenas para indicar
o modo por que o producto deve formar-se do multiplicando.

460. Para se poder eãectuar uma multiplicação de numeros con-
cretos é preciso conhecer: L°, qual dos (actores é multiplicando;
2.0, qual é ~ unidotie principal do multiplicador, isto é, a unidade
da qual se lia de formal' o multiplicador, como do multiplicando
deve ser formado o producto. Este conhecimento só póde ser dado
pelo enpnciado do problema, que conduz á multiplicação.

Querendo saber, por exemplo, em quanto importam 8 metros de
fazenda, na hypothese de cada metro custar 65 reis, póde imagi-
nar-se, que, á proporção que se forem medindo os melros de fa-
zenda, se vão também pondo ele parte os (ii) réis de cada metro,
e então é evidente que a importancia da fazenda constará de tantas
vezes 65 reis, quantos os metros medidos. N'este exemplo é pois
65 réis o multiplicando, 8 metros o multiplicador, e o metro a uni-
dade principal rio multiplicador.

Pretendendo-se calcular, quantos metros de fazenda podem com-
prar-se com 65 reis, na hypothese ele 8 metros valerem 1 real, é
necessario raciocinar de outro moelo. Imaginando, por exemplo, que
se medem 8 melros de fazenda, e que em segnidll se põe de parte
i real, que depois se medem outros 8 metros p, ~c põe de parte
outro real, e que assim se vae proseguindo, até estarem de parte
65 reis, é claro que no fim a fazenda medida cornprehenderá tantas
vezes 8 metros, quantas vezes 65 réis contiver 1 real, logo 8 me-
tros é agora o multiplicando, 61> o multiplicador, e t real a sua
unidade principal.

Suppondo, finalmente, que se pergunta. qual é o custo de 12
litros de vinho, que foi comprado a 3t$261> réis o decalitro, é evi- .
dente que se precisa fazer uma multiplicação na qual 3t$26n réis
é o multiplicando e 12 litros o multiplicador; porém, n'esto, caso,
a unidade principal do multiplicador não é o litro, é o decalitro,
por ser este que custa 3~265 réis. Reduzindo (§ 459) o multipli-
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cador á unidade principal, a questão converte-se na seguinte: quanto
custam 'J.2 decalitros de vinho, que foi comprado a 3~265 réis o
decalitro?

A resposta é 3!!65" x 1.,2= 39i8"

Se se tivesse multiplicado 3~265 réis por 12, achar-se-la um
producto 3!.M1S0 reis, que representaria o custo de 12 decalitros,
e, dividindo por 10 (ou multiplicando por i~)o referido produ-
cto, ter-se-la tambem (I valor de 12 litros.

46 t. '0 proâucto de dois numeres complexos acha-se geralmente
reduzindo v multiplicador á unidade principal, multiplicando o nu-
mero incomplexo resultante por cada uma das partes do multipli-
cando, e eatrahitulo de cada um âestes productos parciaes as uni-
dades de ordem immediatamente superior.

Exemplo. Tendo-se ajustado pagar 31h 1S,h 7dsl por cada hora de
trabalho, quanto se ha de pagar por S' 5d 12"?

Para se resolver esta questão é necessario effectuar uma multi-
plicação na qual 31h 18,h 7<1sté o multiplicando, S' 5d 12h o multipli-
cador e I hora a unidade principal d'este ultimo factor. Eis aqui
como se eífectuam as operações

8' 5<11.21. 31h 18'1. 7d,I
7 1.4,76

56 6,4,28 WlO8 i03a2d'L I 1.2
fi 1371 1.4,76 73 861.
(H" 57991h 861 12
24 2i429,h I 20 Ud,t

2M 74, 13H
122 142
1.464

29
12

9,1

U76d

Logo o trabalho de S' 5d 12h importa em 5799") 9'h.
462. Simplifica-se o trabalho de reduzir dinueiros a shillings e

estes a libras no fim ria multiplicação, empregando o methodo das
partes nliquoto«. O üm principal d'elle é substituir as divisões, que
pelo methodo ordinário tê em de fazer-se para extrahir de cada pro-
dueto parcial as unidades de especie maior, por outras mais faceis,
nas quaes os divisores sejam numeres dígitos,

Na multiplicação por partes aliquotas chama-se especialmente
parte aliquota de um numero ao numero, que o divide exactamente
de modo que o quociente seja digito.

A multiplicação por partes aliquotas effectua-se sempre come-
çando pelas unidades de maior grandeza.

Para applicar este methodo ao exemplo do ~ precedente come-
ça-se por multiplicar 1476 por 31b e depois decompõe-se tS,h em



~69

{O,h+ 5'h+ 2'h+ J sh e multiplica-se t 476 por cada uma das quatro
parcellas d'esta somma, como porém IO" é metade de t libra, isto
é, como {O'b é parte aliquota da libra, o producto W,hX t 476 é
igual a~IX1476, e por consequencia o seu valor obtem-se divi-
dindo 1476 por 2. Depois de conhecido o valor de iO'hX ,1476 é
evidente que basta dividir esse valor por 2 para se ter o de 5,hX 1476,
e' por 5 para se ter o valor do producto de 2,h por H~76. Dividindo
por 2 este ultimo producto acha-se o valor de f'hX 1476. Obtêem-
se pOI' este modo quatro productos parciaes, que, se fossem som-
mados, dariam o valor de 18,hX t476.

Resta agora multiplicar flJ,76por íd
.,. Para esse fim, como T" não é

parte aliquota do shilling, que tem i2 dinheiros, decompõe-se 7ds
' em

6+1, e depois divide-se por 2 o producto correspondente a 1·hX1476
para ter o valor de 6d"X i476, e tema-se a sexta parte a este ulti-
mo producto para se alcançar o valor de 1d·'X 1476.

Sommando todos estes proeluctos parciaes, e extr'ahindo da som-
ma ele cada uma das columnas as unidades, que devem passar para
a immeeliata, obtem-se o producto pedido. Esta reducção de uni-
dades é ordinariamente tão simples, que se faz mentalmente.

A operação dispõe-se, como em seguida se vê
31blO'h+õ.h+ 2'1.+ i·h6d,' + idet

14.76
31bx i4.76. , ... , ., 4.4.28Ib

:I.O'h X H76." .. ,.. 738
5,hxi4.76, , 369
2'], x il~76.. , , i4.7 i2,h
i,h x i4.76. . . . . . . . 73 i6
6d"xi4.76........ 36 i8
id.'Xi4.76........ 6 3

57991b 9sh

463. Quando :I unidade principal do multiplicador' é maior que
a da infirna especie, a multiplicação de complexos pelo methodo
ordinario fica reduzida a multiplicar um numero complexo por um
quebrado, e por consequencia a multiplicar o complexo pelo nu-
merador do quebrado e a dividir o producto pelo denominador.

N'este caso póde tambem empregar-se o methodo das partes ali-
quotas com vantagem, decompondo em partes aliquotas as partes
do multiplicador, que se referirem a unidades menores do que a
unidade principal.

Os exemplos seguintes mostram, como se opera na pratica.
Exemplo I. Gastaudo-se 25 libras por dia com uma obra, qual

será a despeza feita com a mesma obra em 2 mezes, 14 dias, 17
horas e 25 minutos?

O multiplicando é 25 libras, a unidade principal do multiplicador
é o dia. Reduzindo'! mezes e 14 dias a dias, e decompondo em
partes aliquotas a parte restante t 7b 25' do multiplicador ficará
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este convertido em 74/ 12"+ 4"+ 1" 20'+5'. Effeotuando agora
a multiplicação acha-se

251b

74d i2"+4h+ 1h•20'+5'

251b 7" \ roo»
X '* '1175

251bX 12". . . . . . . !2 lO'"
251b X 4"....... q, 3 4'"''
251bX :lh••••••• 1 O ro

t 2
251b X 20' . . . . . . . O 6 ii 3 4.0 5 5
251bX 5'....... O 1 S I2= ii

l.
ii

N'este exemplo, depois de se formar o proclucto parcial de 25
por 74., passou-se a multiplicar 25 por 12. Para se obter o valor
d'este producto reflectiu-se que, pagando-se 2~lb por 1", ou 24" de
trabalho, deve pagar-se metade de 251b por t 2" de trabalho e con-

251b

cluiu-sc, portanto, que 2" ou 121b 1O'h. é n'este exemplo, o valor de
251bX 12". Os outros productos parciaes acham-se facilmente.

A somma dos diversos productos acha-se, como nos casos ordi-
narios, reduzindo ao mesmo denominador as fracções de dinheiro,
sommando estas fracções, extrahindo os inteiros da fracção resul-
tante, etc. . .

Exemplo II. Um relogio atraza-se regularmente 2' IS' por dia
quanto se atrazará em 9d 10h i7' 56"?

N'este exemplo são homogeneos ambos os factores, e comtudo
conhece-se facilmente pelo enunciado que 2' 18" é o multiplicando
e t dia a unidade principal do multiplicador.
M=2' iS" ' 2' 12"+6"

!jd6"+31'+ih 10'+5'+2' 30"+20"+6"
2' x 9d ••••• i8'
i'X 9d ••••• ~'
12"x 9d •• ,.. i , [i8"
6"X 9<1 0 M
M X 6" 0 34
M>< 310 O 17
M x ih O .. ','" 5
M x 10' ....• O •••.•• O
M X 5' 0 O
M X 2' O O .

t .
2

3600

3
4

1
4, ..
:13
24

~3
·UO -,
513
i2õ

1800
54,00
6900

23
48

34,50
1380
345 .23M x 30" . . . . . o. . . . . . o. . . . .. 480

M X 20". ... O. . . . • . O ..•...
23M X 6"., ... , O . • . . . . O.. . • .. 2Wõ

21' 4,:1." 157411 78711
7iOO OU 3600

230
69

23174 I 7200
i574, 3-



o producto f' X 9d não entrou na somma, porque apenas se for-
mou para se derivar d'elle o producto correspondente a 'I2'X9d

,

que não podia deduzir-se facilmente do producto correspondente
a 2' X 9d, visto não ser '12" parte aliquota de 2'. Chamam-se pro-
duetos subsidiarias :lOS productos, como l'X9d

, que servem uni-
camente para se calcular o valor de um producto util. Para evitar
enganos na somma é conveniente passar um traço por cima de
cada producto subsidia rio.

Exemplo III. Importando 1 metro de certa obra em '13 libras,
HS shillings e 8 dinheiros esterlinos (pence), em quanto importarão
6,254 metros?

M= 131b H)sh 8dS! 6,251í.= 6+0,2+0,05 +0,002 +0,002
13110 io-+ [ísh 6,ls' +2ds'
6+0,2+0,05 +0,002 +0,002

13110X 6m •••••• 7!:!lb ~
tOsh x6m.••.•• :3
'5'10 X 6m• • • • •• 1 iO,h
{'h x6m•••••• 0 ~
6""x6m•••••• O 3
2d•1x6m •••••• O i
M x2dm ••••• 2 1.5 1d,t 3 75

5 2 50111 X5om ..• ,. O ia 9 ii
},f xicm ••••• O .2 ~ l!

25
M x2mm ..... o O 6 77 77

lU x2Il1m ..... o O 6
77 t25 77
i25

ss» 4,'h Od.1 29 279 I i25
t25 29 -2-

46i. Sabendo multiplicar dois numeros concretos, não é diffícil
calcular o producto de tres ou mais numeros concretos, com tanto
que em cada uma das multiplicações successivas se' saiba distin-
guir o multiplicando do multiplicador, e determinar a unidade prin-
cipal d'este.

Póde, porém, acontecer que Da primeira d'essas multiplicações
seja unidade o multiplicando, e, portanto, que o pruducto dependa
apparentemente' de dois ou mais factores, nenhum dos quaes seja
homogéneo com elIe. Este caso dá-se frequentemepte nas applica-
ções da arithmetica á geometria, quando se trata das avaliações de
areas e de volumes.

Em geral, para se avaliar uma area, é preciso conhecer os com-
primentos de duas linhas determinadas e multiplicar os numeros,
que exprimem esses comprimentos referidos á mesma unidade li-
near. O valor numerico do producto dá a expressão da area com-
parada com a de um quadrado, cujo lado é igual á unidade linear,
que se empregou na medida dos dois comprimentos t. Suppondo

1 lIa casos especiaes em que o producto de dois numeros referidos à mesma



que um dos comprimentos é igual a 3 metros e o outro igual a 4.
metros, a area será igual a 12 metros quadrados. Para se com-
prehender a rasão por que o producto de dois numeros, 3 e 4., re-
feridos ambos ao metro linear, é um numero, que representa me-
tros quadrados, é necessario advertir que a verdadeira expressão
da area é o producto de tres factores, dos quaes um, o multipli-
cando, é igual á unidade metro quadrado, e os dois factores res-
tantes, referidos ambos á mesma unidade linear, são multiplica-
dores.

Os volumes avaliam-se proximamente, como as areas, com a dif-
ferença de serem o producto de tres numeros referidos á mesma
unidade linear, ou antes o producto d'estes mesmos numeros con-
siderados abstractamente por um quarto numero, igual a unidade
de volume, isto é, igual ao volume do cubo, que tem de lado a
unidade linear. Este quarto factor, que é o que representa o mul-
tiplicando, não apparece explicitamente n'estas multiplicações, por-
que o seu valor é sempre 1.

465. Para se dividir um numero concreto por outro é necessário
distinguir dois casos, a saber: ou o divisor é multiplicando e o quo-
ciente mulliplicador, ou o divisor é multiplicador e o quociente mul-
tiplicando.

Quando o divisor é multiplicando, reduz-se tanto o dividendo
como o divisor á mesma unidade, para o quociente se poder con-
siderar numero abstracto; quando o divisor é multiplicador, não
se começa a divisão, sem previamente se reduzir o divisor á sua
unidade principal, a fim de que a unidade, ou unidades, a que ha
de referir-se o quociente, sejam as mesmas a que está referido o
dividendo.

4.66. Problema. Diviâir um numero concreto por outro, sup-
pondo que o divisor e multiplicando. 2

Exemplo I. Com um kilogramrna de prata de !H6 3" millesimos,
quantas moedas de 5 tostões se podem fabricar? 2

Como o toque das moedas portuguesas é (~ f!.46) 916 :3 millesi-
mos, a questão reduz-se a examinar, quantas vezes se contém n'um
kilogramma o peso ('I2g,5) de uma moeda de 5 tostões. É neces-
sario, pois, dividir 1 kilogramma por 12,5 grarnmas, considerando
este ultimo numero como mulLiplicando, e para isso devem redu-
zir-se á mesma unidade, tanto o dividendo como o divisor.

unidade linear, ao metro, por exemplo, representa uma linha em vez de uma
area. É isto o que acontece, quando um dos dois numeros representa o multipli-
cando.

Similhantemente o producto de tres factores referidos á mesma unidade linear
pôde em certos casos deixar de representar um volume, e representar uma linha,
ou uma area, conforme o multiplicando for um dos tres factores lineares ou a uni-
dade de area.
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Dividindo iOOO grammas por 12,5 grammas, ou 1000 por 12,5
acha-se 80, logo com 1 kilograrnma de prata de 916 ~ millesimos
fabricam-se 80 moedas de 5 tostões.

Exemplo II. Quantos metros de fazenda se compraram com 341b
I8sh 9ds

• na hypothese de cada melro ter custado I6sh 7ds.?
O numero de metros deve ser tal que multiplicado por 16sh

jds.

dê 341b 18sh 9<1", logo este ultimo numero é o dividendo e o outro
é o divisor, que, n'este exemplo, faz de multiplicando.

Reduzindo a dinheiros (pence) os dois numeros dados (§ 450 ou
450 acha-se para dividendo 8385 dinheiros, e para divisor 199 di-
nheiros, e dividindo 8385 por 199 obtem-se o quociente 42,H ...

Logo compraram-se Hm,14 de fazenda.
Exemplo III. A abertura de urna valia importou em 1461b 5sh

jdst.

Pergunta-se, que tempo se gastou n'essa abertura, suppondo que a
despeza feita com ella regulou por 811, 14,h cada semana?

É evidente que o numero de semanas deve ser igual ao maximo
numero de vezes que a quantia 811

' U.sh se contém na despeza total
t461b 5,h 7,1", e por consequencia que deve dividir-se este numero
por aqnelle considerado como multiplicando.

Reduzindo ambos os numeros á mesma unidade, a dinheiros para
evitar fracções, acha-se 35107 dinheiros para dividendo e 208~ di-
nheiros para divisor, e, portanto, o numero de semanas, que du-

] .. I 35107rou a abertura (a valia, e igua a 2088'

d . d (~! 5'{) . I 35i07Re UZIP o ~ -1 • o numero mcomp exo 2088 semanas a com-
plexo, acha-se finalmente

• I
:1.6' 5J :1.6" 6i'

87

467. Problema. Dividir um numero concreto por ouiro, sup-
pondo que o divisor é muuiplicador.

Exemplo I. Tendo-se comprado 48 metros de fazenda por 1291b

18,h 6dst, quanto custou cada metro de fazenda?
Se fosse dado o preço do melro, seria Iacil verifical-o, porque o

producto d'elle por 48 seria igual a 1291b 1Ssh 6dst• Dividindo pois
1291b 'ISsh 6dst por 48 metros considerado como multiplicador, ou
como numero abstracto, deve achar-se o quociente referido, ás mes-
mas unidades a que o dividendo está referido.

Advertindo, porém, que o dividendo pode considerar-se igual á

somma 'J29Ib+18sh+Gdst ter-se-ha (§ !H) o quociente pedido igual
:l.291b :l.8,h 6dst , . . _

a -8 + "8 + "8 ' e eílectuando successivarneute estas divisões,
4 'k 'k 331b :l.8'h 6<1.. 33.20'"+t8''' 6d•t

achar-se-ha 2Ib-t-- +- +- ou (§ 4!!9) 2Ib+----+-lj,8 118 48 48 48
6'h 6d't 6.:l.2d't+6d,'

que é igual a 21b+ t4s1l+ - + - ou 21b+1IiSb+ ----- e48 48 48 "
portanto, igual a 21b + 14s1l+ 1dst,625.

, i8
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Vê-se, pois, que importou em 21b H,sh 1dst,625 cada metro de
fazenda.

Na pratica dispõe-se a operação, como indica o seguinte typo
i291~ 18·h 6<1·t I 48
331b c....2;,,1~-i,..,.4--,-.b-:i-;-d.-:-:t6=27.""5
20 '

660
i8

678,h
1.98
6'"
n·
72
6

78<1,t
300
i20
21J,0
O'

Exemplo II. Sendo t 21b tQsh a despeza feita cada semana com
certa obra, qual será a despeza feita com a mesma obra no fim de
3 mezes, :t semanas e 6 dias?

Para se resolver esta questão é necessario achar um numero,
que se forme de 121b lOsh, do mesmo modo que 3 mezes, 2 se-
manas e 6 dias se fórma da unidade semana. Reduzindo o multi-
plicador a unidade semana, que é a principal, acha-se (suppondo
cada mez com 30 dias) t~O da semana. Logo d~ve multiplicar-se

121b lOsh por o numero abstracto i~O, se não se. quizer empregar
o methodo das partes aliquotas (~ 4.63), para se obter a solução
do problema.
, Ora o producto de 1-:!lb lOsh por !tO dá i3751b e o quociente
resultante da di visão d'este numero por 7, é 1961b 8sh 6dst ~, logo
a despeza feita em 3 mezes, 2 semanas e ü dias importa em 196
libras, 8 shillings, 6 dinheiros e ~ do dinheiro.

Exemplo III. Adiantando-se um relogio 2' 16" em cada periodo
de 18h 48' 56", quanto tempo será necessario para o relogio se
adiantar 1h?

N'este exemplo o dividendo e o di isor são da mesma espécie,
e comtudo não é difficil descobrir que o divisor 2' 16" representa
o multiplicador, porque, dos dois nu meros dados, 'um representa
adiantamento do relogio e outro o tempo durante o qual esse adian-
tamento se effectuou, e o numero pedido representa lambem o tempo
durante o qual o relogio se adiantou 1 hora.
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Para se effectuar a divisão é necessario, portanto, reduzir. o di-
visor á unidade principal, que evidentemente é a hora.

iS1. 30'+ 15'+ 3" 45"+ 9"+ i"+ i/l
450 •

\ 9001.IShX450 172
30' x 450 , 225
i5' x 450 :... H2 30'
:1' x 450. .. .... 22 30
45" x 450. . . . . . . 5 37 30"
9" x 1~50.. . . . . . i 7 30
i"X450....... O 7 30
I" x 450 -=-;:0~_.".7,.,.,-_3~0"",

S,.,67lo 00' 00" I 17
i 66 '-;-49=8"'"1.""'3-:-'3""i""'"
i37
i"
60

-w
9
60

MO"
30
i3/1

136" 17h
Heduzindo 2' 16" a horas achou-se 3600 ou 450'
Bestava, portanto, dividir '18h 48' 56/1 pelo numero abstracto 4

i
:0'

ou multiplicar 18h 48' 56" por o denominador 4DO e dividir o pro-
dueto por ,17. •

Praticando as operações, como acima se fez, acha-se que são
i:3"precisas 2" 6d 18h 3' 3 t 1/ i7 para o relogio ter i hora de adian-

tamento.
468. Quando o dividendo se refere a metros quadrados e o di-

visor a metros lineares, ou o quociente é multiplicando, c repre-
senta por consequencia metros quadrados, e n'esse caso' o divisor
deve reputar-se abstracto, ou o quociente é multiplicador, e, por-
tanto, abstracto, e conseguintemente o divisor referir-se-há a me-
tros quadrados. N'esta ultima hypothese deve rigorosamente sup-
por-se, que se pede o quociente resultante da divisão de um nu-
mero de metros quadrados por o producto de dois numeres, dos
quaes um é igual a .. metro quadrado, e o outro, que tem de ser
considerado como abstracto, é igual ao numero dado de metros li-
neares. Os exemplos seguintes indicam o modo de proceder em
cada uma das duas hypotheses,

Exemplo I. Um campo com 15240 decametros quadrados de su-
perfície e 63D decametros lineares de comprimento foi dividido em
talhões da largura do mesmo campo e de um decamelro de com-
primento. Qual é a extensão superficial, ou area de cada talhão?

ul*

~49Sh I 24
iS" 20d I 7

6d 2s
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o dividendo é n'este caso i52lJ,O decametros quadrados, o divi-
sor e 635 decametros lineares, e o quociente deve ser da mesma
especie que o dividendo. Basta isto para se concluir que o divlsor
tem de ser considerado como abstracto depois de referido á uni-
dade. principal. que n'este exemplo, é o decametro linear.

Dividindo 1ü240Dm! por 635, acha-se 24Dm2, que é por conse- ,
quencia o numero, que representa a aréa de cada talhão.

Exemplo II. Calcular o comprimento ele uma rua, que tem de
largura sm,Mi em toda a extensão e cuja area, ou extensão super-
ficial, é tS9Sm2,039.

N'este exemplo o dividendo é 1898m2,039, o divisor deve sup-
por-se igual ao producto de t m2 por o numero abstracto S,45, e
o quociente é, portanto, um numero abstracto,

Comprehende-se perfejtarnente isto imaginando sobre uma recta
de sm,45 de comprimento construido nm rectangulo com 1m de al-
tura, e tendo por consequencia sm2,45 de area, sobre este rectan-
guio outro igual e assim successivarnente até que a somma das
áreas de todos dê 189Sm2,O:J9. E claro que a altura do grande re-
ctangulo, que resulta da juncção de todos os que se construiram,
tem tantos metros, quantos são os rectangulos, e que o numero
d'estes é igual ao numero de vezes que 8,45 se contém no numero
i898,039.

Dividindo este numero por aquelle acha-se 224,6, que vem, por-
tanto, a representar o numero de metros, que tem o comprimento
da rua.

469, Quando o dividendo representa metros cubicos, e o divisor
metros lineares, ou metros quadrados, podem dar-se também dois
casos conforme o quociente tem de representar metros cubicos ou
não l, No primeiro caso o quociente é multiplicando e o divisor é
o multiplicador. que eleve reputar-se abstracto, depois de referido
á unidade principal; no segundo caso o diviso,' deve tomar-se como
multiplicando, e. portanto, suppor-se referido a metros cubicos, em-
bora no enunciado do problema esteja referido a melros lineares,
ou a metros quadrados.

1 Estas considerações percebem-se melhor depois de se haver estudado geome-
tria. Os quatro seguintes problemas indicam, porém, os diversos casos, que po-
dem apparecer na pratica.

Calcular a area da base de um prisma, sabendo que o volume d'clle é 69,3M>
melros cuhicos p a altura 6,7 metros.

Calcular a altura de um 'prisma, sabendo que o volume d'elle é 6\l,31i5 melros
cubicos e a base iO,35 melros quadrados.

Tendo-se decomposto um prisma, cujo volume lem 69,345 metros cubicos, em
outros prismas menores por planos parallelos ás bases e com i melro de inter-
vallo, qual é o volume de cada um dos prismas menores, na h) polhese de ser 6,7
metros a altura do prisma dado?

Sendo 69,3Mi metros cubicos o volume de um prisma e iO,35 metros-quadrados
a area da base, calcular o volume de um novo prisma de altura igual ã altura do
prisma dado e de base igual a i metro quadrado.
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EXEBOIOIOS

J. Comprou-se uma porção de certa mercadoria, cujo peso era 7,235 kilograrn-
mas, a R libras, i5 shillings e 9 dinheiros cada hectogramma, A como saiu cada
litro da IIII~smamercadoria, suppondo que ãquelle peso correspondem 25,5 litros.

II. Tc';,,11l lJ,OOOOkilomctros de comprimento a circumferencla de um circulo
máximo t-rrcstre, quanto tempo será necessario para dar urna volta á roda do
globo UIIl houicrn, que ande 6 horas por dia, dando iOO passos de 6~ eentimetros.
por minuto'!

III. Quanto dinheiro possue um sujeito, que affirma que possuiria 21 libras, se
acaso tivesse 9 vezes mais shillings do que tem, e se alguem lhe desse 1 libra e
:1.9 shillings'!

IV. Que extensão superficial tem uma propriedade, que custou 25 contos de
réis a rasão de 200~000 réis por hectare'!

V. Gastando UIll 1I10ve1SI,25' 52" em percorrer uma. circumferencia, que tempo
precisará elle para descrever um arco de 20· i8' lJ,3",50 da mesma circumferen-
cia'! ..

VI. Sendo i81» 5,10 8dot a despeza feita com um decametro de certa obra, em quanto
importam 625 melros da mesma obra '!

VII. Suppondo que um relógio em 3~ dias, 20 horas e 25 minutos se adiantou
'2 minulos e i8,6 segundos, qual foi o adiantamento do mesmo relogio por dia '!

VIII. Sendo i dia, 6 horas, 58 minutos e lJ,0,8 segundos a somma de 9 termos
de uma progressão arithmetica, e 2 horas, 35 minutos e 42 segundos o primeiro
dos ditos termos, calcular a rasão da progressão.

IX. Uma nascente correndo para um reservatorio, que tem 993i metros cubicos
de capacidade, enche-o em 3 dias; qual é o volume da nascente em armeis e pen-
nas'!

X. Uma nascente, cujo producto (em 24 horas) fosse 59 armeis e 5 I?ennas, em
quanto tempo encheria um reservatorio, que tivesse 993:1. metros cubicos de ca-
pacidade? .

LIVRO II
i\PI'LICi\ÇÕES DA i\RlTHMETICA

CAPITULO I
Quantidades proporoionaes-Regras de tres

470. Duas quantidade são directamente proporcionaes,
quando dependem wna da outra, de modo que, [atendo cariar a
grandeza de uma, resulta para a outra um valor tal, que a rasão
entre dois calores quaesquer de uma seja igual á rasão entre os va-
lores correepondentes da outra.

Conhece-se que duas quantidades são directamente proporcio-
naes, quando duplicando, triplicando, quadruplicando, etc., uma
d'ellas, a outra toma necessariamente um valor duplo, triplo, qua-
druplo, etc., do que primitivamente tinha.

Sendo Q e a valores correspondentes de duas quantidades di-
rectamente proporcionaes, Q' e a' outros dois valores correspon-
dentes das mesmas quantidades, ter-se-há por definição

Q a
Qi=q; ou Q: Q'::a :a'
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4.71. O peso de qualquer mercadoria e o seu valor são, em ge-
ral, quantidades directamente proporcionaes, porque a um peso du-
plo, triplo, etc., da referida mercadoria corresponde um valor du-
pIo, triplo; etc.

Ha comtudo mercadorias, cujo valor não se suppõe crescer na
rasão directa do peso. Os diamantes, esmeraldas, rubins, etc., es-
tão n'este caso t. .

O aluguer, que se paga, para usofruir um certo objecto, e o tempo
a que se refere esse usofruto, são quantidades directamente pro-
porcionaes.

O juro pago pelo emprestimo de um certo capital, e o tempo a
que esse juro corresponde. são lambem quantidades directamente
proporcionaes; e o mesmo acontece ao juro vencido em certo tempo
comparado com o capital correspondente a esse juro.

Um quebrado, cujo numerador varia, é directamente proporcio-
nal ao numerador, porque, conservando-se invariavel o denomina-
dor, é evidente que não pócle duplicar, triplicar, etc, o numerador"
sem tambem duplicar, triplicar, etc. o quebrado (~ 214).

4.72. Theorema. Uma quantidade é directamente proporcional
ao producto de duas, ou mais quantidades de que depende, quando
estas quantidades são independentes entre si, e cada uma é directa-
mente proporcional aquella.

Seja Q uma quantidade dependente das quantidades a. b e c,
de modo tal que estas tres quantidades sejam independentes umas
das outras e qualqer d'ellas seja direclamente proporcional a Q.
Suppondo que ai, b'e c' são valores, que simultaneamente tomam
as quantidades a, b e c, e designando por Q' o valor de Q corres-
pondente áquelles valores de a, b e c, será

Q abc
Qi= a'b'c! ou Q: Q/ ::abc: a'b'c'

Sendo a, b e c quantidades independentes umas das outras, é
claro que póde uma, a por exemplo, mudar de valor, sem nenhu-
ma das outras variar. Suppondo, portanto, que varia unicarueute
a, e que d'essa variação resulta para Q um valor Ql, suppondo,
depois de a ter variado, que varia sómente b, e designando por
02 est'outro valor de Q, e finalmente 'imaginando que variou tam-

1No eommercio os diamantes brutos de peso não inferior a I quilate têem va-
lores directamente proporcionaes aos quadrados dos pesos. Suppondo que \)~400
reis é ovalor de um diamante bruto de 1 quilate de peso, sera 22X9~400 ou
37$600 reis o valor de um diamante bruto de 2 quilates de peso. O valor de um
diamante lapidado reputa-se geralmente igual ao de um diamante bruto de duo
plicado peso. Um diamante lapidado, que pese 3 quilates valerá tanto como um
diamante bruto, que pese 6 quilates. Esta regra dada por Tavernier em i692,sof-
fre algumas modificações, quando se trata de diamantes dê mais de vinte quilates.
As perolas finas e as pedras preciosas, exceptuando os topasios, avaliam-se pela
regra de 'l'avernier.
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bem c, podem representar-se pelas quatro linhas seguintes os va-
lores correspondentes das quatro quantidades, em cada um dos
estados de grandeza por que successlvameute vão passando

Q a,b,c
Ql ....•... a', b, c
Q2' a', v, c
Q' ....•... a', b', c'

Comparando as duas primeiras d'estas qua tI'O linhas reconhece-
se, que a mudança de valor de Q resultou apenas da mudança de
valor de a, e como, por hypothese, esta quantidade é directamente
proporcional a Q, segue-se (~ !~70) que será

o a
õ,=a; ou

.
Q: Ql ::a: a'

Comparando a segunda e terceira linhas, e fazendo a mesma
observação que se fez para as duas primeiras, acha-se

O, b
õ,=bi ou 'h: Q2::b: b'

Finalmente, comparando as ultimas duas linhas, tem-se

ou Q2 : Q':: c : c'

Multiplicando ordenadamente (§ 369) as tres proporções, vem
o o, 'o. abc
0,0. o' = a'h'c! ou Q Ql Qz : o. Q2 Q' :: a b c : a'blc'

e, dividindo os termos da primeira rasão por Qi Q~, obtem-se a
proporção, que se queria demonstrar.

"73. O valor de uma barra de oiro, 011 de prata, depende eviden-
temente do peso da barra e da qualidade do oiro, ou da prata,
isto é, do toque ou titulo (§ 446, do metal precioso. Estas duas
quantidades, peso da barra e toque do metal, são independentes
entre si e cada uma d'ellas, se a outra não varia, é dírectamente
proporcional ao valor da barra. Logo o calor dRuma barra de oiro,
ou de prata, é directamente proporcional ao producto do peso da
barra pelo toque. •

Os juros são directamente proporcionaes aos tempos, quando os
capitaes não variam (~ "7i), e são directamente proporcionaes aos
capitaes, quando os tempos não variam, os tempos e os capitaes
são quantidades independentes entre si, logo o juro é directamente
proporcional ao producu: do capital 11elotempo.

Em geral o lucro, ou perda. que compete a qualquer socio de
uma empreza mercantil. reputa-se tambem directamente propor-
cionai ao producto da entrada do socio, ou do capital com que elle
contribuiu, pelo tempo, que durou o desembolso d'essa entrada.

A quantidade de obra executada por um certo numero de ope-
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rarios em tantos dias, trabalhando um certo numero de horas por
dia, é, em igualdade de circumstancias, directameute proporcional
ao producto do numero de operarios, pelo numero de dias de tra-
balho e pelo numero de horas de trabalho diario.

4.74. Duas quantidades são inversamente' proporcionaes,
quando dependem uma da outra, de modo que, fazendo variar a
grandeza. de uma, resulta para a outra um calor tal, que a. rasão
entre dois oolores quaesquer de uma seja igual á 1'asão' invertida
dos calores correspondentes da outra.

Conhece-se, que duas quantidades são inversamente' proporcio-
naes, quando duplicando, triplicando, quadruplicando, etc., uma
d'ellas, a outra toma necessariamente um valor igual a ~,~,~,
etc. do que primitivamente tinha. '

Sendo O e a valores correspoudentes de duas quantidades in-
versamente proporcicnaes, O' e a' outros dois valores 'correspon-
dentes das mesmas quantidades, ter-se-há por definição

Q ai
Qi="ã ou Q: Q'::a': a

Da proporção precedente deduz-se
Qa= Q'a'

logo o producto dos calores correspondentes de duas quantidades in-
versamente proporcionaes é constante, isto é, o mesmo, sejam quaes
forem esses valores correspondentes.

475. O numero de operários empregados em certa obra, e o
tempo gasto por elles em a executar, são, em geral, quantidades
inversamente proporcionaes, porque, snppondo todas as outras cir-
cumstancias iguaes, se se duplicar, triplicar, etc., o numero de ope-
rarios, a obra devera ficar prompta em ~,~, etc. do tempo, de
que necessitam os primeiros operarios para a concluir.

Um quebrado, cujo denominador varia, é inversamente propor-
cional ao seu denominador, porque, conservando-se invariavel o nu-
merador, não póde duplicar-se, triplicar-se, etc., o denominador,
sem o quebrado ficar reduzido a ~, ~, etc .. do seu valor primitivo
(~ 226).

476. Theorema. Uma quantidade é inversamente proporcional
ao pronucto de duas, ou mais quantidades de que depende, quando
estas quantidades são independentes entre si e cada uma. d'ellas é
inversamente proporciona! âquella.

Seja O uma quantidade dependente de a, b e c, que são quan-
tidades independentes entre si e inversamente proporcionaes a Q.
:sejam a', b', c', outros valores de a, b e c, e represente Q' o va-
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lor de O correspondente a esses novos valores. Ter-se-há
Q alb'c'
õi=tt: ou o: O':: a'b'c': ti b c

Suppondo, como no ~ 472, que varia a, depois b e depois c,
será

O .•...... a, b , C

01 ..•..... ai; b, c
02 a', b', c
0' ai, b', c'

comparando as duas primeiras linhas, e advertindo que, por hy-
pothese, O e a são quantidades inversamente proporcionaes, ter-
se-ha (~ 474)

ou Q,: 01:: a': a

comparando a segunda e terceira linhas e depois as duas ultimas.
vem

ou

Q. c'
Q'=7 ou

Multiplicando ordenadamente as tres proporções (~ 369), e di-
vidindo por Oi O'i os termos da primeira rasão, acha-se finalmente

Q albte'
Qi=a;;c ou O : O'::[a'b'c': a b c

477. O numero de opera rios, que executam certa obra, é inver-
samente proporcional ao' producto do numero de dias em que fize-
rem essa obra, pelo numero de horas de trabalho diario, porque
estes dois numeros são independentes entre si, e cada um d'elles
é inversamente proporcional ao numero de opera rios.

478. 'l'heorema. Uma quantidade Q, dependente das quantidades
a, b, c, ... p, q, r, ... t! directamente proporcional ao quociente in-
dicado abc._._. , qtlando aquellas quantidades são independentes en-

pqr ...
tre si, cada uma dos que está no numerado?' (J directamente propor-
cional a, Q e cada um dos factores do denominad01' é inoersomentc
proporcional a Q.

Sendo a', b', c', ... p', q', 1", ••• valores que tomam (I, b, c, ...
p, q, r, ... e 0' o valor de O, que lhes corresponde, será

O: O'::~·":": :~b'cl .
pqr •.. p q/," .

Suppondo primeiro que variam unicamente as quantidades
a, b, c, ... e depois que variam só p, q, 1·, ••• ter-se-há designando



por Oi o valor de O correspondente ã primeira variação de valores.
Q .•..•... a" b, c, ......•. p. q, r, .
Ql a', b', c', p, q, r, .
Q' •.•....• a', b', c', •....... p', q', r' .

Comparando as duas primeiras linhas tem-se (~ 4.72).
Q: Ql::abc ... :a'b'c' ...

comparando as duas ultimas obtem-se (~ 4.76).
QI : Q'::p'q'1·' ... :pqr ...

Multiplicando ordenadamente as duas proporções (§ 369)
Q Ql : Ql Q':: abc •.. xp' q'rl ... : a' b' c' ... xpq1' ...

e dividindo os termos da primeira rasão por 01. e os da segunda
por p' q' ri ... Xp q r ••.• acha-se finalmente

Q: Q,::abc : ali bit!._:.:..:.
pgr p glrl ...

479. Duas quantidades proporcionaes, directa ou inversamente,
distinguem-se entre si, chamando a uma principal e á outra relativa.

O juro correspondente a certo capital e a certo tempo, e o pro-
dueto d'este capital pelo tempo, são duas quantidades directamente
proporcionaes. das quaes o juro póde tomar-se como quantidade
principal, e. n'esse caso, o producto do capital pelo tempo será a
sua relativa, ou, inversamente, se este producto for tomado como
quantidade principal, será o juro a quantidade relativa.

Admittindo, porém, que se tenha estabelecido em uma certa
questão, qual das quantidades proporcionaes ha de ser denominada
quantidade principal, é forçoso conservar essa denominação para
todos os valores, que successivamente for tomando a mesma quan-
tidade. •

Duas quantidades principaes com as. suas relativas, ou antes dois
valores de uma quantidade principal com os correspondentes va-
lores da sua quantidade relativa. formam sempre proporção. Esta
proporção denomina-se directa, ou inversa, conforme as quantida-
des que n'ella entram, são proporcionaes directa. ou inversamente.

Na proporção directa uma principal está para a outra, assim
como a relativa da primeira esui para a relativa da segunda.

N'esta proporção, quando urna principal occupa um dos extre-
mos. a sua relativa ha de estar em algum dos meios, devendo,
com tudo, as duas principaes estar escriptas na proporção pela
mesma ordem por que estiverem as suas relativas.

Na proporção inversa uma principal está para a outra, assim
como a relativa da segunda está para a relativa da primeira.

N'esta proporção cada principal com a sua relativa occupam am-
bos os meios ou ambos os extremos.
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Sendo O e a valores correspondentes de quantidades proporcio-
naes, 0' e a' outros valores correspondentes das mesmas quanti-
dades, será

Q a
Qi=-;:; ou Q: Q'::a: a'

quando as quantidades O e a forem directamente proporcíonaes, e
Q aI
Qi=a- ou Q: Q'::a': a

quando as mesmas quantidades forem inversamente proporcionaes.
No primeiro caso tem-se uma proporção directa, no segundo uma

proporção inversa t.
4.80. Dá-se o nome de regra de tres á reqra, que ensina a

achar urna de quatro quantidades proporcionaes, duas principaes
com as suas reiotioas, quando se dão as outras Ires.

Chama-se regra de tres oompssta á reqra de Ires na qu,al
uma, ou mais das quatro quantidades é producto, ou quociente in-
dicado de outras quantidades.

A regra de Ires simples, isto é, a que não é composta, pode ser
directa, ou inurrso, E directa, quando as quantidades que se con-
sideram n'ella, são directamente propnrcionaes, é inversa, quando
as mesmas quantidades são inversamente proporcionaes.

4tH. Problema. Suppondo que um volume de 10",3,048de aL-
venaria contém 33111,12 de cal, que porção de cal será necessaria
para construir 100m3 de alvenaria.

O volume de alvenaria e o de cal, que lhe corresponde, são duas
quantidades que se suppõem ser directamente proporcionaes, e,
portanto, considerando a primeira como principal e a segunda como
relativa, ter-se-há \s 4,7U).

1 Consideram alguns auctores quantidades lJ!'Oporcionaesduas quantidades de-
pendentes uma da outra, de modo tal que se possa [ormar proporção com dois sys-
temas de t'alo!-es cOl-respol1dentesdas mesmas quantidades, Sendo Q e 0' dois va-
lores diversos de urna certa quantidade, a e aIos valores correspondentes da
quantidade de que elles dependem, tia só tres proporções verdadeiramente dis-
tmctas, cujos termos sejam Q, O', a e a'. Com eífeito, pondo sempre Q, por exern-
pIo, em primeiro Iogar, é evidente que o quarto termo da proporção ha de ser
a', a ou Q', e, portanto, que as proporções distinctas se reduzirão a

Q: Q/:: a: ai Q: Q/::al:a Q:a::al: Q/

A primeira proporção corresponde ao caso em que Q e a são directamente pro-
porcionaes (§ 4,70), a segunda'ao caso em que O e a são inversamente proporcio-
naes (§ 4,74,), e a terceira e ultima ao caso em que Q e a são r'eciprocamente pro-
porcionaes.

Em qualquer das tres proporções as quantidades Q e Q' devem ser homoge-
neas entre si, assim como a e a'; as quantidades Q e Q' podem, porém, não ser
homogeneas com a e a' na primeira e segunda proporções, mas hão de necessa-
riamente sel-o na terceira proporção.



ou

designando x o numero de hectolitros de cal, que são precisos para
construir f.OOmetros cubicos de alvenaria.

Resolvendo a proporção acha-se

ou x = 3Ipll,OfJ/J" , ,

4R2. As questões dependentes da regra de tres podem lambem
resolver-se pelo methodo de reducção a unidade.

Consiste o methodo de redueção a unidade em calcula,
primeiro n valor (ou coisa similhante) dIJ uma das unidades da
quantidaâe correspondente á incoqniu», para depois deduzir d'elle o
valor da mesma quantidade.

No exemplo precedente a quantidade correspondente á incógnita
é 100 metros cubicos de alvenaria, logo, para se empregar o re-
ferido methodo, é necessario calcular: f.0, o volume de cal corres-
pondente a 1 metro cubico de alvenaria; 2.°, o volume de cal cor-
respondente a 100 metros cubicos.

Para resolver a primeira parte da questão é conveniente adver-
tir, que mulüpliconâo ou dividindo pelo mesmo numero abstracto os
valores correspondentes de duas quantidades directamente propor-
cionaes, se obtem outro systema de valores correspondentes das mes-
mas quantidades, e por conscquencia que, se a 1Om3,6~8 de alve-

, Wm36'J,8
naria correspondem 33111,12 de cal, a fO,~'J,8 ou 1m3 de alvenaria

33111,12
hão de corresponder W,618 de cal.

Sabendo agora qual é o volume de cal, de que precisa 1":3 de
alvenaria, é facil, recorrendo ao principio acima enunciado. achar o
numero de hectolitros de cal correspondentes a '100 metros cubi-
cos de alvenaria.
483. Problema. Uma locomotiva gastou 2~ horas em percorrer

63K'",6, que distancia percorrord em IO" 24' 42"?
A resolução d'este problema depende de uma regra de tres di-

recta e simples, na qual, tomando a quantidade tempo como prin-
cipal, e a quantidade distancia como relativa, é

e, reduzindo a segundos os termos da primeira ra: ão,

ou



Dividindo por 9 o primeiro termo e por 3 cada um dos meios

e x = i2,494X 2iKm,2 = 26Tj,Km,8728

Querendo resolver o problema pelo methodo de reducção a uni-
dade dividir- e-hão os numeros 2h ~ e 63Km,6 por 2 ~ e concluir-se-

ha, portanto que em t hora a locomotiva andará 63K~,6 ou 25Km,4Ji,
22

e consequentemente que em Wh 24' l1,2" lerá andado 25Km,lJ,4 mul-
tiplicado por lOh ':::W {1,2".

lJ,8'L Problema. Uma obra, que pod» ser feita por 16 operarias
em 25 dias, em qual/to tempo será [eita por 35 operarias.

As quantidades de tempo e de opera rio são inversamente pro-
porciouaes, e, por isso, considerando corno principal a quantidade I

de operários, erá (: {~79) ~

ou

Dividindo por õ os antecedente, e tirando depois o valor de e,
acha- e

x ou
•

485. O niethudo de reducçõo a unidade applica-se tambem á re-
solução tios problemas, que dependem da regra de ires inuers«, do
mesmo modo que se applioa ,\ dos que dependem da reqra de tres
directa I' simples, comtanto, porém. que se faça uso do seguinte
principio. Multiplic(wdo 1'01' qualquer numero abstracto um dos va-
lores cooespOIUII'Jile" dI' duo» quantituuies inversamente proporcio-
naes, e diruliudo pl'lli nll'SI/IO numero o 01lt1'0 1:11101', obtem-se um
sl'[JlIlIdo s!lstl'lIIa dI' valores correspondentes das rtfendas quanti-
dades.

U sande d'este principio dir-s e ha se Hi operários fazem certa
. l(j . I . I I fobra cm 2:; dias, ,ll[lCl'nI'lO, Oll opera no, la {C azer a mesma1b

obra em %JX 16, ou 100.1• Conhecido a sim o tempo corre, pon-
dente a t operurio, calcular-se ha o tempo correspondente a 35
op rarios, advertindo que, S' se multiplicar a quantidade 1 opera-
rio por :1;;, !la de dividir-se o tempo correspondente 1.00 dias por
o mesmo numero :3;;, e, portanto, que é

40001 80'1
X=:i3= ,.

4 6. Problema. Tendo a tripulaçiio de um navio mantimentos
para W dias, e [altando-lhe ainda 20 dias para concluir a viagem,
em que proporção Idem de ser reduzida' as rações?
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Este problema póde resolver-se pela regra de tres inversa"por-
. rd t d - di 'ç d íd :1.:1 ique e eVI en e que, se ca a raçao iana ror re UZl a a 2' 3' 4'

etc., a tripulação terá rações para 2, 3, 4 etc., vezes 15 dias de
viagem.

Designando por F a ração ordinaria, isto é, a que se abonaria,
se se presumisse que a viagem durava 15 dias, e por x a que deve
ser abonada para os mantimentos poderem chegar para os 20 dias
prova veis de viagem, será

ou
20 ir
i5-;

Simplificando a primeira rasão e tirando o valor de x obtem-se
ar

x='4

Se se empregasse o methodo de reducção a unidade, bastaria,
reflectir, que, se a ração 1 corresponde a ,15 dias de viagem, a
ração 1X 15, ou 15, corresponderá a 1 dia de viagem, e a ração!~será a que pertence a uma viagem de !X-zO ou 20 dias.
487. Problema. Um negociante pagou 111i\760 reis pelo trans-

porte de 18 toneladas metricas a !W lequas de âisumcia; quanto de-
verá pagar, nas mesmas condições, pelo transporte de 9 toneladas a
20 lequas de distancia '!

O custo do transporte costuma geralmente estipular-se, suppon-
do-o directamente proporcional ao peso ela carg-a transportada e á
distancia percorrida. ou (~ 1J,7t) ao producto do peso pela distan-
cia, visto serem independentes estas quantidades, peso e distancia.
Vê-se, pois, que ii resolução d'este problema depende de uma re-
gra. de tres composta (§ 480).

Considerando como principaes os productos dos pesos pelas dis-
tancias, ter-se-na pois (~ !~79)

:l.8Tx 30lg : !)T X 201g:: H760" : x

e simplificando a primeira rasão
3 : i:: H760" : x ou x - 3~920 róis

Este problema, bem como todos os que dependem da regra de
ires composta, póde resolver-se por uma série de regras de tres
simpies.

Designando por Xi a despesa feita com o transporte de 9 tone-
ladas a 30 Jeguas de distancia, e raciocinando, como se raciocinou
no § '...72, ter-se-há

i8 toneladas, 30 leguas, HI760 rói s
9 » ao,. x, J)

9 » 20,. x J)
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i8; 9:: H760" : Xl
ao : 20:: Xl ; X

e i8 x 3Q...:-9 x 20:: H760" : X

4,88. O methodo de reducção a unidade póde tambem applicar-se
á resolução dos problemas, que dependem da regra de tres com-
posta.

Para se applicar este methodo á resolução do problema prece-
dente é necessário calcular primeiro a despeza, que se faria. se o
peso da carga fosse i e a distancia percorrida tambem 1., e depois
passar successivamente da despeza calculada n'essas hypotheses
para a despeza que se deseja conhecer, empregando em ambos os
casos o principio enunciado no ~ 48 t.

Achar-se-há por este modo que, se com

ou

i8 toneladas transportadas a 30 léguas, se despendem
i 30 Jeguas, se deêpenderão

i i

\)

9

i

20

H~760
H6760
-jS-
U6760
18X30
U6760X9
t8X30

H6760X9X20
i8X30

réis, com

Logo 1. tonelada de carga transportada a uma legua de distan-
cia importa em i~i:6~O' e 9 toneladas transportadas a 20 leguas

importam em Hn760X9X20 é'
x= i8X30 r IS

4,89. Problema. Tendo-se despendido i:200~000 réis com a
construcção de duas muralhas, das quaes uma tem 30 melros de
comprimento, 20 melros de altura e :l melros de qroseura, e a ou-
tra 60 melros de comprimento, 10 dr>altura e 2 de grossura, em
quanto importou a construcção de cada uma das muralhas?

Ba la conhecer o custo de uma da muralha para se obter por
uma simple subtracção o da outra. De ignando x o custo da pri-
meira muralha, será portanto 1: 200~000-x o da segunda, e, como
e tas duas quantias devem, em igualdade de circumstancias, sup-
por-se directamente proporcionae á dimen ões das muralhas será

:.lOx20x3 : 60x lOx2 ::x: 1200000-x
ou simplificando :1: 2 ::x: i200000-x

Sommando o doi primeiro termos e os dois ultimo (§ 365),
para reduzir a proporção a outra, que envolva a incógnita só n'um
termo,

5: :1200000::3: X ou i: ~HOOOO:::l : x
e finalmente

x =7~OJ!OOOréis e i:200'000 - x - &80$000 réis



N'este problema ha verdadeiramente uma divisão proporcional
(~ 374.). porque evidentemente o seu fim principal é decompor
'I :200~OOO réis em partes proporcionaes aos dois productos lOX
X20X3 e 60XlOX2.

Querendo resolver a questão por uma serie de regra de tres sim-
ples proceder-se-ha, como indica o seguinte quadro

30m,

60
60
60

20m, 3'",
20 3
10 3
10 2

X'. 30 : 60:: X : Xl~! 20: tO::Xl: X2
120oo00-x 3: 2::X2: 12ooo00-x

do qual se deduz, multiplicando ordenamente as tres proporções,
30x ~Ox 3: 60x 10>-.2::x: 1200000-x

Resolvendo o mesmo problema pelo methoâo de reducção a uni-
dade, tem-se

30 metros, 20 metros, 3 metros, X

1 20 3 x
li li 3õ

1 1 3 ~'
)) ))

30XlIO

1 1 i x
)) ))

30Xí!OX3

60 :I. i GO.l'
» " 30X20X3

60 10 i iOX60.r
)) )) )) aux~uxa

60 iO 2 2X :IOX60x
» 30X20X3

réis
»

))

»

e por consequencía
2xiOXüOx
30X20X3 = :l.200oo0-x

2 i200000-x
3= xou

e 5 i200000=--3 x ou X = 720$000

490. Problema. Suppondo que 108operarios fizeram uma obra
em 1'2 dias, J1'obat/w1Ido 10 horas por dia; quantos opera rios dece-
riam ter sido empregados para a mesma obra ficar proinpui em (ia
dias, traballuuulo 9 horas por dia'!

Este problema depende também de uma regra de tres compos-
ta; porém, como a quantidade de operários é inversamente pro-
porcional ao numero de dias de trabalho e ao numero de horas
de trabalho diario, será (~ ,,,76)

9x 60: iOX 12:: i08oP:.7:

e simplificando
:l : 2 :: 120p : x ou x 2'" operarios

Querendo resolver este problema por uma série de regras de
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tres simples proceder-se-ha como a baixo vae indicado, tendo em
vista o principio enunciado no § 4.76.

i~ dias a to horas por dia gastaram lOS operarios, logo
60 » lO • gastarão xl • e
60» 9 » x ,.

60 : e~::lOS : x[) 9 x 60 : 10 X f ~ :: 108 :: a;9.1O .. x[ . x I
Empregando O methodo de reducção a unidade tem-se (§ 4.85)

i2 dias, 10 horas, ia8 operarios
1. 10» lO8x!2
i 1 i08x 12XiO

60 » iOSx 12x 10
--60- -
ro X i2xW

»

60 • 9 ----w'XU--
108><12XIOx=~_

,.

e

Na pratica não é nece ario escrex er as operações com o des-
envolvimento indicado no quadros procedentes, quando se emprega
a reducção a uuidtul». Qua 'i todas pod fi! fazer-se mentalmente.

H) I. Problema. 'tOOhOU/(,J/s, Ilo/mll,ando J 'l horas por dia, gas-
taram 41 dias a abril' uma '1:0 lia , que tinha 6001nPlrOs de compri-
mento, :3 metros di' largura I' n deciiuetros de profundidade, Quanlos
dias serão precisos para 3;)0 1I01/1I'/lS, trauathondo J21z01'as por dia,
abrirem outra tulla, que tenha 900 metros de comprnnento, 2 me-
tros de Iorqur« e l,G metros di' profutulidode em terreno ires vezes

. mai re isteute que o da primeira volta.
A incognita n'e te probu-m» depende de quantidades, das quaes

urnas lhe [lo dirertamente proporcinuaes C outra' inversamente
proporciouaes, e por is o o Iheort-ura, a que é nccessario recorrer
para obter o S 'li \'3 lo,', " o do : li iS.

A applicat;:io d'estc theorema u rua-so muito faeil di pondo os
elementos do problema cm duas linhas, correspondendo-se uns aos
outros, e escrevendo a leura D por Cirll,l UO' que forem directa-
mente [Jropor 'iollae' li qll:lntidad de 'conheclda, e a letlra 1por cim:l
do' f]u forem ill\'cr:alllente propOlcionae' á m 'ma quantidade.

E 'Cl'evetldo a 'sim o' elementos do problema, que se quer re-
olvor, tem- e
J J n n D ()

'100 homens, l'~ horas, lil lias, 600 meU'os, :1 lIletros, O,!lllletros, l resi tClleia
:WO 12 x. \)()() 2" 1,6 :1)1

Illulliplieando III cada lillha o' llumrrO' (pie t \em por cima a I 'l-
tra D, e uepois ()' Cjue lêem a lelr:l I, e forlllanuo n proporção,
tern- e

~OOX3><O~·~~··!1,1.
\OOXH • JJoxt:! ...•. x

i9
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Simplificando os quebrados vem
~~·~··r.id.2 . i4 • 35 .• '" • x

dividindo os termos da primeira rasão por 0,9
9 • 80 " r. id .' 9 • i6 .• I. i,I .28 • 35 .. '" . a: ou 28 . "7 .. '" . x

ou i:i6::Md:x

e finalmente x=4f semanas, 4 dias, t3 horas e 20 minutos.
Para se resolver este problema por uma serie de regras de tres

simples dispor-se-hão os dados e as incognitas assim;
400 homens, i4 horas, 4i dias, 600 melros, 3 metros, 0,9 metros, i resistencia
350 14 Xl" 600 3 0,9 li 1
350 12 X2" 600 3 li 0,9 li i J)

350 J) i2 li X3 J) 900 li 3 0,9 ~ 1 li

3'10 li 12 X4 li 900 li 2 li 0,9 li i
350 i2 Xs li 900 2 1,6 1 li

350 12 li x li 900 li 2 1,6 li 3 »

e formar-se-hão as proporções
:l50 : 400:: 4t : Xl
12: Jll::XI:X2

600 : 000 ::X2 : Xl
3: 2::x:I :X1

0,9: i,6:: Xq : Xs
i: 3:: Xs : a;

Multiplicando ordenadamente estas proporções e dividindo os
termos lia segunda rasão por o producto Xi· X2. X3· X4· XIS obtem-
se finalmente 350.12.600.3.0,9.1:400.14.900.2.1,6.3: :4i:x.

Recorrendo ao meihodo de reducção a unidade, para resolver o
problema em questão, acha-se
1100homens, 14 horas, 41 dias, 600"', 3"', OU',9,i resístcncía

1 H J) 4i.400 li 600 a 0,0 i li

i i li lli .lJ,00. 14 li 600 ::I 0,9 i li

1 i 4i. 400 .II, i 3 0,0 ili
600 li

1 i !,1."OO.H 1 i 0,9 1li 600. a
1 i 4i.4oo.i.\. 1 i i ili li

600·3·0,9 li li

350 i 4i.4oo. i4 1 i i ili 600.3.0,9.350 li li

350 • 1.2 4t·4oo.14 1 1. i 1.• ÜOO·3 .0,9.350·12 »

::150 1.2 4i. 400·14.900 000 i 1. 1.600.3 ·0,9. 350. i:J »
I

3ÕO i2 41.400. i4· \lOO.2 900 2 :I. 1.)) » (jOI).3.0,9.3JO.i2
))

3iiO 12 »
41.400. !4·9oo. 2. i,6 • 000 2 1.,6 1.600·3.0,9.350. i':!

350 li :1.2 li
4L 400.14.900.2.1,6.3

li 000 2 1,6 3600.3.0,9. 350. i~ li

e finalmente x _ 41 .400 . 14. !lOO • 2 . i,6. 3
- 600.3.0,9.350.12
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EXERO:IO:IOS

I. Gastando o sol 24, horas em dar uma volta completa em torno da terra, no
seu movimento diurno apparente, que tempo gastará. elle em percorrer um arco
de 38° 59' "'5" do circulo diurno apparente'l

II. uppondo que i mulher transporta em i5 minutos 10,33 canastras cheias
de terra a uma distancia de 30 metros, quantas mulheres serão precisas para trans-
portarem 9:> melros cuhicos em 8 dias, trabalhando :1.0horas por dia, a uma dis-
tancia de i25 melro 'I
N.·E. Cada cana tra contém, termo medio, H,9 decímetros cúbicos.
III. Quanto rende uma L rra, que tem 2,5 hectare de extensão, suppondo que

cada decametro quadrado produz :1.,83litros de certo cereal, e que cada decalitro
d'este se vende por 1$2;;0 réis'l

IV. Suppondo que uma fanulia composta de '" pessoas consome 560 litros de
agua por semana, qual será a quantidade de agua consumida em 25 dias pela po-
pulação do bairro oriental de Lisboa, que, segundo o recenseamento de i86'l, foi
avaliada em ;;7:215 almas 'I

V. Sabe- e que 16 operario trabalhando 10 horas por dia gastaram 3i dias a
tecer 2~OOmetros de fazenda, cuja largura era i,2 metros. Pergunta-se em quantos
dia poderão 2'" operarios, que trnbalhem \} horas por dia, Ieeer 3600 metros de
fazenda, que tenha de largura i,ü metro 'I

VI. Em uma lnbliotheca estão empregados'"7f.1,copistas, que trabalham por tur-
mas; o de uma turma, que são 2'}, trahalham de dia e os outro de noite.

Os primeiro copiaram em !lO (lias, trahnlhando 8 horas pai' (lia, 8 exemplares
de uma ohra em ti volumes de ~'i0 prgina r-ada um, te lido (j~ linhas por pagina
e cada linha 56 letras. Os egundos, que trabalhavam ti horas por noite, copiaram
\) exemplares de uma obra em '1 volumes, tendo porém cada volume 800 paginas,
cada pagina 8~ linhas e cada linha 80 letras. Pergunta-se, em quantas noites con-
cluirnm estes scpundos copistas o seu trabalho.

VII. Em i5 llla i8 operários fizeram uma obra com 120 metros de compri-
mento e t6 metros tiL' largura Em :29 dia, quanto op rarios f:trilo uma obra si-
milhante com 2liO metros de comprimento e 0,8 melros de largura t

VIIl. Em (11 dias ~OO opcrario , trabalhando iO horas por dia, ahriram uma
valia com 1:320 metros dI' comprlmento, ô.6 metros de largura e i,1 metros de pro-
fundidade; em quantos dia ;J;jO operário , trabalhando H horas por dia, alu-irão
outra valia em terreno 2 vezes mais resi tente, suppondo que as dunensões d'esta
segunda valia s;10 18\)0 metros, Ui metros P 0,i8 metro: t

I/. Um editor publicou duns ohr;\s, um:! Clll 2;; volumes, ll'ndo c:lda volume
H folha de illlprpsslO, ~:l.tI:l folha t(j parrinas, ("a,la p:lf(ina a:llinhas l' cada linha
M~ I Iras a outra ('m .0 rDlIl iR folhas por volume, fl2 linhas por pagina c fiO
letras po;' linha. A prillll'im ubra foi ("ollljlota jlor ;j arllslas, em 18.dlas, lJ'aba-
lh:tndo i i horas por tli:\, a 'L'gullda foi cOlllpoLa por 9 arli ·tas em i5 dia, a i3
hor;\s de trahalho por dia. QU:lIlt s volumes tem a 'cgunua obra 'I

CAPITULO II

Regra. de reducção de medidas e moedas-Regra. conjuncta

!,n2. A regra de l'educção de medidas e moedas serve
para I'xprimir as mediria, Oll moedas di' wn certo padrão, 01l typo
em ml'dillrrs 011 mn(>d(1~ ri" nlltro TJ{ulrtlO nll t!lpo.

Para r solver a: fll1r"liícs ti rcdl1ct:ão de medida e moedas é
neces ario ('onhel'pr a rclí\~ão entre uua' unidades da mesma es-
pecie dos typo que se comparam.



~92

Tá.boa das antigas medidas de Portugal
comparadas com as aotuaes

Grau (60 milhas) ii lUi,H melros
Legua de i8 ao grau. . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . ti f 72,84
Legua de 20 ao grau ou marítima (3 milhas).. . . 5555,5t:i
Milha. . . .. . . .. . . . . . .. . . . . . . . . . ... . . .. .• .. . 1851.85

Medidas Toeza (6 pés).. . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . :l,!J782»
d Pé (I2 pollegadas).. .. .. .. .. .. . .. .. . .. .. .. .. 0,3297

com~ri. Pollegada (12 linhas)........................ 0,0275»
mento Linha (i2 pontos). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . 0,0023

Braça (2 varas) I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . 2,1980"
Vara (5 palmos craveiros). . . . . . . .. . . . . . . . . . . . t,0!J90
Paln:o craveiro (8 pollcgndas) " " . . 0,2 LU8
Cevado (3 terças ou :J palmos uvantajados).. . 0,66
'Terça (6 sesrnas ou 8 oitavas) ..... ,........ 0,22 »

M did jBraça quadrada (4 varas quadradas) 4,83I20~ melros quadrados
de 1 as Vara quadrada (25 palmos quadrados) :l,20780i
e.fiu: Palmo quadrado (64 pollegadas quadr.v) .. 0,OMl:H2

pel icie Pollegada quadrada 0,000755
Moio (15 rangas) 8::28

MedidaslFanga ('k alqueires) 55,2
de capa-1Alqneiro (/1 quartas) r, .. :t:l,8 »
cidade ,Quarta (2 oitavas) " 3,41i."
para IOitava (2 maqu.as). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1.,725
seccos Maquia (2 selalllins).. 0,8ti:l »

,Srlamim.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0.431 "
'I'cnel (2 pipas), 8'10
Pipa (25 almudes) , '1:20
Almude (2 potes ou 2 cmtaros] , . . . . . . . . . . . . . . . . . .. Hi,8
Pote Oll cantaro (G eanadas). .. , , . . 8,t1
Canaua (lJ, qunrtithos) ....•................... , . . . . iA
Quartilho, " . . . . . . . . . . . . . . . 0,3ti "
Tonelada (t:3 § quintaes) 7\J2,()3'1 kilogrammas
Quintal (/1 arrohas)......................... :;8.7 [lI "
A1'1 oba (:12 arrate.s) , i'1,(i78 »

Medidas Arratel {2 marcos) 2 , , •..........•....... fJ:;8.7 gramll1as
Libra de pharmacia (1.2 onças) :1'1.'1,02:; "

de peso Marco (8 onças) ,. 22H,:W »
Onça (8 oitavas ou 8 drachmas) , , 28,OG87
Oitava 011 drachrna (3 escropulos) , . . . :I,:i8:lti
Escropulo (2'~ gl·,tos).. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,1\l'1:i
Grão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,0'~!J8

Medidas Onça 3 (8 oitavas ou H'k quilates) . . . . . . . . . . .. 29,(j28
parape- Oitava (:.1 escropulos)....................... a,70:1:;
sal' pe- Escropulo (6 quilates) , . . . . . . . . . . . . . 1,2:1'1;i
draspre- Quilate (/1 grãos): . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,2057;;
ciosas Gl'ão ,.................... O,OiHí4

litros

Medidas
de capa-
cidade.
para

liquidos

J)

J)

»

1 Esta braça é chamula a "hra0:l gcodcsica» 0\1 "hl'~~~ado di'. CiPI·a".
2 O padrão do armLel Mpositatlo n'l camal'a mlllllcipal de Lishoa pc ava !to ,7

grammas; o (latirão de arl'iltl'l ue quo se sPl'viarp os nfO)l'idores do Lisboa pesava
458,7fj9 gl·31U1nas.

3 Os nossos contrastes cOlltinuam a sCl'vil"s~ dos pc 'os inglezcs para p sarem
s peul'i\s preciosas. Pam pesarcm diam,llltes e ollll'as pcdl'as [ll'ecio as dividem os
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~
. IQuilate. (4 ~rãos) " 41,667 millesimos

do o.ro.v-Grão do quilate (8 oitavas) W,4t7 »
[Oitava , '" . . . .. i.30~

i ~
J)inheil'o (24 grãos) " ....•..... 83.3:13 »

da prata. Grüo do dinheiro (~ quartas);.......... 3/~7~ II

Quarta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 0,868 »

Em geral, quando se trata de pas ar das antigas medidas por-
tugueza para a actuaes, ou d'e ta para aquellas, basta empre-
gar as seguintes relações que facilmente se con ervam de cór.

Toques

i vara = 11 decímetros, i alqueire = i3,8 lilros. i almude= i6,8 litros.
i arratel =Mm gramrnas

É corntudo mais facil efTectuar o calculo, quando se tem á vista
a táboa precedente.

493. Problema. Sabendo- e que 1 braça t! igual a ':l,198 mp11'OS
calcular o valor em metros de 5 vm'a , 4. palmos. 6 rol/ego das e tO
linhas.

Este problema póde resolver- e por uma reqra de ires, ou antes
por uma umples multiplicação, na qual r)' 41' GP 101 eja o multi-
plicador e 1 braça a sua unidade principal.

Reduzindo o multiplicador á unidade principal oh tem-se ~66:ou
i4:J:l b .,1 1 b I . li480- raça, consrueranr o e Le numero como a stracto, e mu up l-

caudo-o por 2'11
, l!J8, acha- e

'iv 4P 6~ 101=~'"f98 x~ - im 099 X 1433• , 480 -, 240

e flnalurente

Tendo :\ vi. ta a Ttiboo das antiqas medida de Portugal campa-
roda» com os actunrs " Ia ii reduzir ,j' IJI' Gp lO' a metros pelo me-
thodo abaixo indicado.

s-= :iX 1"'.09!)O= :i"'.'lfl:iO
(11'= I} xO",~H)8=0"',87!)2
(;1' (j x 0".02i:i = O"'.1G:iO
101= 10 ><. 0'·,00:2:1= 0'''.02:10
---:i' 41> (,I' 101 =(i'''.:i6~t

MH. Problema. [l1(11l:;ir 82,(;35 hectare, a braças, caros, etc.
quaârodos, suppmulo IJlII' n brara quadrada é iqual " 4, 31204
melro. qtuuli ado»,

Heduzindo ~ G35 he 'lares a metro quadrado' ( H9) obtem-

inglcz a oll~'a tro~ (' H'I nota) cm i:i 1~ Iluilale e o quitate cm 4Grúo . diamun-
lts. Para p(>~;ll'l'rn a Jll.'roln~ divld m nda dinh iro ou pPIIII~~ I'ight em :10 arúos-
perollls. A Ourtl Iro!! !I'111 portanto HOIi !lriio. ·dilllllante. ou h(X) !lr!ios-lJerolas.

A onça Iro) tcm :H,fO:l~ gr;llJ1ma , o Iluilate t Jll ::!0:j.:30~lIliJligralllma. ,
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se 826350 e formando a proporção
~m2,83i20lj,: 826350m2:: iB2: x

reconhece-se que dividindo 826350 por 4.8311 204 se obtem o nu-
mero de braças quadradas. que se pede. Eííectnando-se a divisão,
e exprimindo-se o quociente em numero complexo, acha-se

8211.,635 = i7i0~~n2 i ,2 6P2 601'2prox.

495. Problema. Reduzir 24,685 hectolitros, a toneis, pipas, al-
mudes, etc., supponâo que o almude tem 1G,8 luros.

Reduzindo a litros o numero ~W",685, e formando a proporção
tem-se

i61,8 : 2~681,5:: i,lm : x ou 24685
.'1J = Ws almudes

e portanto 24111',685 = 2T ip 2i nlm ivt 5cn prox.

, 496. Problema. Reduzir a qrammos o numero 2 libras, -10 on-
ças, 6 drachmas. 2 escropuu« e 21 grãos, suppondo que i orratei,
ou 16 onças, pesa 458,7 grammas.

Retluzindo a grãos os dois numeros referidos ás unidades antigas
de peso, tem-se

92i6sr: 20085gr::458s,7 ::x ou x=2:
t
S: X Mi8g,7= 999s,6n

Empregando a táboa de comparação das medidas antigas com
as actuaes, acha-se

2lõb = 2 x :l44.s,02;i = 688~,050
iOonç= 10 X 28s,6687 = 286g,U87
6~ch= 6 x. 3g,5836 = 2fg,ri02
2"0 = 2X 19,19Mi= 2S.:189

2fgr = 2i x Og,01~98= ig,046
2hb iOonç 6dch 2<10 2igr ~\J9g,674

497. Problema. Sendo 20 quilates, 3 grãos e 5 oiuivas o loque
ou titulo de uma barra de oiro, exprimir o valor do mesmo toque
em miilesunos,

A pureza elo oiro avaliava-se antigamente por qnilates, qrõos e
oitavas. O quilate era uma quantidade de oiro puro, que pesava
':!~ do peso da barra ou peça metálica a que se referia. O quilate
tinha 4 grãos e o grã() 8 oitacos.

Uma barra. cujo toque era de 20 quilates, 3 grão e 5 oitavas,
tinha, pois, em ~4 partes em peso, 20 partes (ou quilates) de oiro
puro, mais ~ (:l grãos) de urna d'essas parles e mais: de grão ou
-8
5

.~ de quilate. Logo o peso de oiro puro contido na referida barra
'.I! 3;j l

era 20 +~+8'~ representando por 24. o po (l bruto da barra.
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20+~+~.~, 'I Gli9 , dO calculo dá 24 igua a 7G8 e. reduzin o este quebrado
a dizima, a chá-se que o toque da barra é igual a 0,871, isto é, que

20'113sr 50il = 871 millesimos

O quebrado ~~: póde também obter-se, reduzindo a oitavas,
(§ 4:>0 ou 451) tanto o numero complexo 20,,13gr 50i1, como o nu-
mero 24 quilates. Adiante vae eflectuado o calculo por este modo

20ql ;3g, fjoi!
l~

8õ
:1
8:1~r
8

24,'11
4

96~r
8

768°it

;j

Póde tambem eflectuar-se esta reducção por meio da táboa de
comparação da medida. Eis aqui o typo do calculo:

20,,1 = 20 X "t~j7"'il =. 833,110mll

:1~r= 3 x iO.l~2 = 3i.26
;jo" '- iix t.:~O = (i,50

'.!O,,13gr 50il 87Li6mol

1~98.Problema. Sendo 835 millesimos o loque de uma barra
de prata, exprimir o valor do mesmo loque em dinheiro , grãos e
quartas.

A pureza da prata avaliava- e por dinheiros, grãos e quartas, O
dinheiro era uma quantidade de praia pura, que pesava i~ do peso
da barra ou peça metallica a que se referia, O dinheiro tinha 24-
grãos e o grão ~ quarta .

Reduzir 83:> mille imos, isto é, O.83ti do peso de uma barra, a
dinheiro , é, pois, re solver a proporção

qu dá

83,~ r

tOOO =n
X = iO,O\!Odinheiro'

E como o dinheiro tem :U. grito.. egue- e que 0,020 do dinheiro
equival a 0,020 X 24, ou O," grãO', O grão tem l~quarta , Jogo
,4 grãos \ igual ti O,í 'X í ou 1,9:! quarta ,
Vê-se, poi , que 35 mille imo de toque correspondem a 10

dinheiro e qua si 2 quartas.
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Estas operações dispõem-se assim:
0,835

t2
-i670
835

10,020
~4

0;(8-,.,
t,9T

499. Para comparar os valores de duas moedas, ou de duas bar-
ras do mesmo metal é necessário conhecer os pesos e os toques
das moedas ou barras. Gernlmente a prata e o oiro, tanto das moe-
das como das barras, está lig~do com outro metal, que ordinaria-
mente é o cobre, cujo valor se reputa nl1110em relaçãn ao da prata
ou do oiro. Adrnittindo, pois, que o cobre não tem valor algum, é
evidente, que os valores de duas moedas, 011 barras do mesmo
metal' serão directamente proporcionaes aos pesos de oiro fino, ou
de prata pura, flue se çontéem nas referidas moedas, ou barras e
por consequencia que (JS retores de duas moedas, ou barras do
mesmo metal são directamente proporcionaes: 1.0, aos pesos das moe-
das, ou barras, quando os toques forem iguaes: 2.°, aos toques,
quando os pesos forem iguaes: 3.0 finalmente, ao» productos dos
pesos pelos toques (~ 4n), quando não forem iguaes nem os pesos,
nem os toques. Ao valor das moedas dado por estas proporções
chama-se calor ao par,

Conhecidos os pesos e toques de duas moedas ou barras do
mesmo metal, e o valor de uma d'ellas expresso em dinheiro de
um certo paiz, é facil calcular o valor ao par da outra moeda ou
barra expresso na mesma especie de dinheiro. O valor dado por
lei a qualquer porção de prata OH de oiro amoedado, o valor nomi-
nal, é sempre superior ao valor cindo pelo commercio 3 igual peso
de prata ou oiro não amoedado. As moedas, que não têem cur o
legal n'um paiz. somente pódern correr n'elle pelo valor que t riam
se estivessem reduzidas a barras, isto é, pelo valor dado no com-
inercio á prata c oiro não amoedado.

As leis de cada paiz fixam geralmente os preços, que os parti-
culares devem pagar para poderem converter em moedas d'es e'
paizes qualquer porção do piMa ou de oiro em barril ou em moeda
estrangeira. A lei de 29 de julho de 1854, lixa em i~OOO róis o
preço por que na casa dn moeda se lia de converter em moeda
portugueza 'I kilogramma de oiro de toque não inferior a 916 ~ mil-
lesimos. Valendo por a mesma lei 563~856 réis cada kilogram-
ma de moedas de oiro portugueza , a casa da moeda deverá dar
562~856 róis em moedas, que tenham curso legal, a quem lhe en-
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tregar 1 kilogramma de oiro de 9H3; millesimos. A lei de 29 de
julho de 1854. não estabelece preço algum para a conversão em
moeda nacional da prata em barra ou em moeda estrangeira.
500. Problema. Reduzir f a. réi« a nueâa de oiro chamada du-

cado em circulação 'la A ustria- HU17fJ1'ia.
E tes ducados podem ser trocados por dinheiro portuguez na

casa da. moeda, pagando-se a competente despeza (~ 4.99), porque
o seu toque, 986, não é inferior ao das. moedas portuguezas,

Sabendo-se, pois, que 562t$856 reis é a quantia que se recebe
da casa da moeda em troca fie '1000 grammas de moedas portu-
guezas de oiro, e que o peso tio ducado é 3,4·90 gramrnas, tem-se

:lüOOgx 9i6,66 : 3g,~90 x 986:: 563~856- i~OOO : x
e portanto x = 2~H3 réis aprox.

501. Problema, Reduzir a reis a moeda de oiro hespanhol« de-
nominada. dobI'ti o,

Não tendo esta moeda curso leg;il em Portugal, nem podendo
ser trocada na caso da moeda, por o seu toque ser inferior ao das
moedas portuguezas, somente poderá ser recebida, como se não
estivesse cunhada, i to é, como barra, ahendo-sa, pois, que o do-
brão pesa H,:J87 grarnmas e tem noo millesimos de loque, formar-
se-lia a proporção

:1000x 916: : 8,:387X 900:: 56:3113856: x

da qual se lira para valor ao par do dobrão
x=4$M3 réis

I Em França o decreto de :H de outubro de J879 estabeleceu o preço de (ilr. ,70'
para a conversão em moeda nacional de cada kilogrnmrna de 011'0 rir toque não
inferior a 900 millesimos e o dt' i'r·,fiO para a conversão rle igual 1)(>o de IIlOe-
<la oe praia do mesmo toque. Cada krlograrnma dr moedas de oiro Irancezns tem
de valor nominal ;HOO francos, cada kilogrammn de moedas de prata de ti fran-
cos vale 200 francos e cada kilogrannua das outras moedas dI' prata (de 8:15 de
toque) vale tll.)lr ,56 em moeda de õ francos, Com estes dados é facil calcular
por quanto francos era recebida na casa da morda de Pari (lIolel ües 111Olwnies)
qualqu r moeu a estrangeira de toque não inferior a 900 rmllesin.os, As moedas
de toque inferior a \100 tamhem podem ser trocadas n 'aquella casa acrescendo,
comtudo, á despezn acima indicada, a ele peza de OfillOflio.

enrlo ,r o valor f'm francos, por que deve er trocada ('111 Paris a moeda por.
tugueza de oiro uenominada meia COi'OO, cujo pe LI é ,868 gralllllla·, s~rá

fooO x 000 : ,868 X 9fG,66:: 31oo'r 6'r',70: .1'

~ X ~~

Repre cnlando por y o equivalente, III mo dns de praIa de 5"", a cillco tostUes,
será similhanl mente

fOOO><OOO:1_,5X916,66:: !OO'r._ {rr)">ü:y

11 irr',5i7 ou _Ir ,53



Em todos estes problemas tem-se supposto que as moedas es-
trangeiras têem elIectivamente os toques e pesos, que por lei de-
vem ter.

Nas casas da moeda, porém, não fazem geralmente estes calou-
los de reducção de moedas, sem verificarem directamente os to-
ques e pesos das moedas, que hão de receber; ou sem determina-
rem somente os pesos. suppondo então que o toque das moedas é
o menor, que podem ter em virtude da tolerancia legal admiltida
no paiz a que pertencem.

502. Diz-se que duas quantidades são equicolentes, quando, con-
sideradas de certo modo, podem reputar-se de igual valor, embora,
em geral, () não sejam.

Suppondo que (i00 réis é o custo de 15 kilogrammas de certa
mercadoria, dir-se-ha que 600 reis é uma quantidade de dinheiro
equivalente a H> kilograrnrnas ela tal mercadoria, porque, por hy-
pothese, ambas as quantidades lêem no mercado igual valor.

Sirnilhantemente se diz que 5 decalitros de agua distlllada na
temperatura da sua maxima densidade equivalem ao peso de 50
kilogrammas, porque, senelo t kilograrnma o peso de 1 litro de
agua n'aquellas condições (~ 4H.), é evidente que ti decalitros de
agua, ou [i0 litros, hão de pesar 50 vezes 1 kilograrnma.

A equivalencia é um caso particular da igualdade e por isso deve
ser indicada por um signal diflerente. O signal <> po to entre
duas quantidades indicará, que ellas se consideram equivalentes.

503. Chama-se regra conjuncta a reqra pelo qual se acha
lima dI' duas quantidades equivalentes, quando se dão as equicoien-
cios âessas quantidades. ou de nutras do mesmo qenero, com outras
duas quantidades, as d'esuis, 011 dI! outras do mesmo qenero, com
outras duas, P. assim successioamente, até se chegar a duas quonü-
dades equicaientes entre si.

Suppondo, por exemplo, que se quer achar, qual é o numero de
toezas de Paris que e.juivale a 1 toeza de Portugal, na hypothese
de O,tH 307 ~.O toezas de Paris equivalerem a 1 metro, 1 toeza de

. Portugal equivaler a 72 pollegatlas, c 80 pollegada (011 I braça)
equivaler a ~,1!J8 metros, ter-se-há ~Iresolver 1I1Uaregra conjuncta.

Designando por x o numero de tOCZ3Sde Pari . que corr sponde
a ,1 toeza de Portugal, a questão reduz-se a achar a quanüdarle x
da squivalencia

x toezas de Paris<> i toeza de Portugal,

quando se sabe primo que
0,5i:107q,0 toezas de pariS§ i. m tro

i tocza de Portugal 72 polle~adas
secundo que 2,i98 m tl'OS 80 pollegadas

Para mais facilmente se resolverem as questões dependentes da
regra conjuncta, escrevem-se as equivalencias por modo tal, que a



incognita occupe o primeiro membro da primeira equivalencia, e
que o segundo membro de cada uma d'ellas esteja referido á me ma
unidade a que está o primeiro da equivalencia irnmediata. Dispondo
assim as equivalencias, e suppondo que ha todas as neccssarias
para se resolver a que tão, o segundo membro da ultima equiva-
leneia deve er homogeneo com o primeiro membro ela primeira
equivalencia

Querendo pois, resolver o problema, acima enunciado, escre-
ver-se-há

x toezas de Paris<> i toeza de Portugal
i toeza de Portugal <> 7~ pollegadas

80 pollegadas<> ~,i9H metros
i metro<>0,5:l:l0740 toezas de Paris

Estas quatro equivalencia reduzem-se facilmente ás Ires seguintes
a: toezas de Paris <> 7~ pollegadas

80 pollegadas<>~,:l98 metro
:l melro <>0,i>:l30740 toezas de Paris

as quaes tambem e reduzem a dllílS,~ notando que uma equioolen-
cia entre duo. quantidades concretos continúa a. subsistir, quando
ambos os membros se muliiplicam ou dicidem por o mesmo numero
abstracto.

Com effelto. multiplicando os dois membros da primeira d'esns
equivalencias por o numero abstracto O, e o' dois membros da
segunda por o numero ab stracto í't., ter- se-ha, em virtude do prin-
cipio enunciado, ,

(80 x x) toeza de Paris <> ( O x 72) polle. ada
(72X80) pollegada <> (7~ x 2,i~8) melros

i melro<>0,5i:l07!10 toezas de Paris
e portanto

(80 x x) toezas de Paris <> (72 x ~,:l98) melros
:l melro<> 0,5 I:lOHOtoezas de Pari

Multiplicando os doi' membros da ultima equivalencia por o nu-
mero abstracto 72X'2,198 tem-se,

( °x x) toezas de Pari <> (7::! . ~,i9 ) melro
(7~X 2,:l9 »c I) metro <> (72 x 2,i9 X O,:il:l07/10)toezas de Pari

e finalmente
( Ox x) to za de Pari <>(7'!X'.!,i9 xO,:H:l07!10) lo za ti Paris

nccoohccc- 'e Iacilmente, anal)' ando a marcha eguida n'e: te
exemplo. que, "ja qual fi>1' a regra conjuncta, é S mpre pn ivel
~r I eduzindo ucce .sivam nt o num 1'0 da' .uas equivalencia até
haver Ullla 'ó. E la ultima equivalencia é ullla v'rdadeira igual-
dade.

Para t r o valor da iJlcognita, depoi de reduzidas todas as equi-
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valencias a uma nnica, basta dividir ambos os membros d'esta
eqnivalencia pelo numero abstracto, que está multiplicando a inco-
gnita. Dividindo por o numero abstracto RO ambos os membros da
ultima equivalencia acha-se

, ax~ t98XO 5i30740 'x loezas de Paris <> '80' toezas de ParIS

e effectuando as operações
x = I,OU9629868'

ou i toeza de Portugal <> i,0U,9629868 toezas de Paris

50~. Em geral. qualquer questão de 7'PfJ1"n conjuncta póde ser
resolvida pOI' tantas reqra» de Ires simptes, quantas são as equiva-
lencias menos urna. Para esse fim os dois membros de cada equi-
valencia, exceptuando a primeira, formarão a primeira rasão de
uma proporção, o segundo membro da primeira equivalencia pas-
sará a terceiro termo da primeira proporção, o quarto termo da
primeira proporção será descnnbecido e igual ao terceiro termo da
proporção seguinte, o quarto termo d'rsta proporção será também
desconhecido e igual ao terceiro termo da proporção irnmediata, e
assim successivamente ;lto á ultima proporção, cujo quarto termo
será a quantidade períida.

Applicando isto ao exemplo do ~ anterior, onde propriamente ha
só tres equivalencias, tem-se

80 pollcgadas : 2,198 metros:: 72 pollcgadas : Xl melros
i metro: 0,Ma07!! loezas::xl metros: x toezas

Multiplicando ordenadamente as proporções c supprimindo na
segunda rasão o divisor cornrnum Xi obtem-se o valor de :r.
ii05, Problema. l/NI"úr 'I jarda (medida Ingleza) a metros,

sabendo-se que a jarda tem 3 pés inglezes, que () 189 pés inqloze«
equicalnn o uno Jlés hespauluu«, e que 1 pi! hespanhol tem O,<!78635
metros.

Esta questão pórle resolver-se pela seguinte rl'gra cn11jIlI1C(a,.. .r metros <>:1 pés inglezes
6i8H pés illgle7.rs<>tii70 pés hcspanhccs

l pé hespanhol <> 0,2786:1:> metros

011 pela combínaçno elas duas proporções
6f89 pés inglczes : 6770 pllS hcspanhoes:: 3 pés inglczes : ,TJ pés h~spanhoes

{ pé hespanhol : 0,2786:15 melros :":XI pés hespnnli es : x melros

Empregando a rpgril cnnjllncla (~ 503) é sempre pussivrl ir re-
dnzinc10 successivamente as duas [lI'imeiras eqllivalcncias numa Ó.
convertenc1o a fina) tlJdas em uma, da qual e deduz o \'alor de x.
Ter-se-ha, poi ,
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ou

(xx6i89) metl'os<> (3X6i89) pés inglezes
(6i89X 3) pés inglezes<> (3 X (770) pés hespanhoes

:I. pé hespanhol <> 0,278635 metros

(x X 6!89) metros<> (:1 X 6770) pés hespanhoes
i pé hespanhol <> 0,278635 melros

(x X 6189) melros <> (3X 6770X 0,278635) metros

= 3X6770_XO.~7RG35=0 9it, "8x 6f89 ' h ..

e

ou

Logo i i jarda<>0,9H:18 melros

506. DI) que fica expo 'to deduz-se a seguinte regra pratica. para
se resolver qualquer regra conjuncta. Escrevem-se as equioa-
lencias umas por baia» da» outros, de modo que o primeiro mem-
61'0 da primeira eqniralencia seja a incoqmta e o segundo membro
de cada II/lia ti'ellos cstej« referido á mesma unidade que o primeiro
membro da inunediata. O 'I'{]ulldo membro da ultima equioalencia
dec« estar 1'I'f'1'ido ti 1121',\1110 unir/ade (11113 o primeiro membro ria
primeira eoniraleuctu, ilfuII iplicani-se os sequudos uiemuros de Iodas
os equicalmcias, e dioitle-se 1:.'1(' pruduct« pelo producto de lodos os
primeiros 1I/I>l/thr08, 1'J.I:I'fI/() o da primeira equicaiencia. O quociente
resultante dá o calor tia /lICO(J/lIt'..l.

507. Problema. ttedusir a reis a moeda de prata da Bussia
deuomhuuia rublo, suppnudo IJI/{, ~~ rublos equicaleni a 7 t mar-
cos ll'A 1I1'1JIuulta , 2 marcos 1'1J1lÍt'Q lrui a 1 florim d' Austria , 3G
fícrins cquiroiem a ;l libras esterlinas e 17 shfl liugs, 1li-
bra equira II' li 2:i francos e linaunente 3 francos equicalem a
510 réís.

Convertendo as libras cm shillil/[j!i lêem-se as equivalencias

,1: réis <> i rublo
2:1 rublo <> í 1 111.11 CO$ d'Aileuinnha
s 111:11'1'(1, 81 fiO. l'i111 d'Au trrn
36 Ilnrius 77 ~hilling

20 Slllllillg$< -;?;i francos
3 francos<> ;;'10 róis

e por con sequeucra (' i.iOü)

7tXIXi7X25X540x 2~X~>< 31;X':!OX~

Effectuantlo a' operé1(:õe' acha-se que I rublo equivale li 777 réis
approximndatllp.llte. . _.

He 'olvo- 'e ii me 'ma que 'Wo pOl' meIo ua' [JrojJorçocs (§ 504)

I O valor d,1 jarda, segundo The modem rrtlllbist de William Tale, é 0,9i~3787
melros,
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~2: 7i::i :Xl
2: i::Xl:X2
36: 77::X2: X3
20: 25:: X3 : X4
3: 56,0::Xl : x

das quaes se tira o valor de x multiplicando-as ordenadamente (§ 369)
e supprimindo na segunda rasão o divisor commum Xl. x~:1:3X4.

I

'EXEROIOIOS

I. Heduzir a réis a moeda de prata do imperio d'Allemanha denominada marco
(tOO pfennig), sabendo-se que o seu peso é 5,555 grammas e o toque 900 mille-
simos.

II. Reduzir a róis o florim (iOO kreutzers), moeda de l?rata d'Austria, suppondo
que o seu peso é t2,:~6,:i grammas e o toque 900 millesimos,

III. Heduzir a arrateis o p-so inglez denominado libra avoif'dupois (ptnuui},
sabendo-se que tOO d'estes pesos correspondem a 6,5,:159265255 kilogrammas, e
queo arratel tem Mi8,7 grammas.

IV. Ileduzir a libras de phannacia o peso inglez denominado libra t,'OY, sup-
pondo que a libra troy tem :12 orlfas troy, tOO onças t,'oy pesam :~,H036,96 kilo-
gl'ammas, e i libra de pharmacia li igual a 36,6,,025 grammas.
• V. Bcduzir a canadas a medida ingleza de capacidade Imperial Gallon 1, saben-
do-se que ella contém 277,27381jJj, pollegadas cúbicas inglezas, que a jarda (ou
vara ingleza) tem 3 pés de 4.2 pollegadas cada um, ou 0,914:1787 metros, e que
a canada tem H decilrlros.

VI. Heduzir a réis a moeda de oiro denominada tlollar (Estados Unidos), sa·
Lendo-se que o seu peso li i,672 grammase o loque 900 millesimos,

VII. Heduzir 29 graus sexagesimaes, 4.3 minutos c 6,:1,06 segundos a gradus, ou
graus centesirnacs.

VII!. Bcduzir 226,,608 gradus, ou graus centeslmacs, a graus, minutos e segun-
dos sexagesimaes.

IX. Heduzir :3 pipas, 10 almudes e i.i canadas a litros.
X. Heduzir 239,5608 hectolitros a meios, fungas, alqueires, etc.
XI. Reduzir a miilesirnos o toque ou titulo de uma barra de oiro, que tem i8

quilates, 3 grãos e 5 oitavas.
XII. Reduzir a dinheiros, grãos e quartas o toque de uma barra de prata, que

tem 1.00 de liga e 900 de prata Jlna.

CAPITULO III

Juros e desoontos-Juros oompostos

508. Juro é o lucro ou interes e que recebe a pessoa, que empre ta,
ou adianta a outra alqum dinhei'ro.

Em geral, quem cede a outro o dil'eito de gosar alguma cOlI a
que lhe pertcDce, recebe uma compcn ação, um premio, que, e·
gundo o casos, se denomina aluguer, renda., {ôro, etc. O premio
ou compensação correspondente ao caso em que a cousa cedida é
dinheiro chama-se especialmente juro.
------ ----- -- ---
1 Segundo o capitão Kater um Imperial Gallon contém ~,5"'3"'58 IiLros.
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A quantia de dinheiro emprestada. ou posta a render chama-se
principal, ou capital.
Taxa, rasão ou preço do juro IJ a quantia que se convenciona

pagar pelo capital f 00 durante cada unidade de tempo. Taxa re-
duzida, rasão reduzida 01l preço reduzido do juro e a quan-
tia que se convenciona pagar pelo capital t durante cada unidade
de tempo. Dividindo por tOO a primeira taxa tem-se a segunda.

A unidade de tempo geralmente adoptada n'esta que iões é o anno,
que e uppõe ter 360 dia. A este anno chama-se anno commercial.

As expressões 5%, 6~0/0, etc., que e lêem cinco por cento, seis
e meio por cento, etc., indicam abreviada mente que a taxa, ou preço
do juro, é 5, 6~, etc. As taxa reduzidas correspondentes são 0,05,
0,065, etc.
Juro ao dinheiro é o capital que t'ence o juro I na unidade de

tempo. Quando o juro ao dinheiro é 20, o capital 20 vence o juro
1 n'um anno, e por consequencia o c~"pital 20Xfj ou 100 vente o
juro r) n'uma unidade de tempo.

O juro póde er simples ou campo 10. O juro é composto, quando
no fim de cada unidade de tempo. em vez de e pagar o juro á
pes soa, que emprc tou o dinheiro, se addicíona o mesmo juro ao
capital em divida, formando a im um capital maior, ao qual, na
seguinte unidade de tempo, COITesponde um juro também maior.
N'este ca o o juro vencido n'uma unidade de tempo vence lambem
juro lia unidade de tempo immediata, e, portanto, não só ha juros
do copitut, como juros de juros. O juro é irnples, quando o mu-
tuante ou capitalista, isto é, a pe oa que empresta o capital, ro-
cehe eflectivamente do mutuario o juro no fim de cada unidade de
tempo, No cu 'o do juro imple o capital conserva constantemente
o 'eu valor primitivo, até o credor ser embolsosto delle,
50!>.A regra de juros simples scrce para achar uma das

quatro quautidad» ,juro, capital 011 principal, tempo e taxa,
rasão 0/1 preço do juro; ou somma do capital e juro, tem-
po, taxa e capital ou juro, quando se düo as tres quantidades
re itantes.

A 1'r{J1"a de juro' simple funda- e no doi eguinte principios ,
geralmente ndmittidos na' tran acçõe ommerciaes: 1.", O' juros
são directamente proporcirmaes aos capitaes, quando o' tempos <'01'-
respoudent ' a 'e' capitaes o juro' são igua s ; 2.0 os juros são
di/"l'Clnmrlltl' proporcionar' ao tempos, quando os capitae corres-
pondentes a e "OS tempo' e juro' são iguaes,

Da adrui ão d' esses doi principies convenciona os c de serem
ind pen<l nte o capilae' o O' tempú', re ulta (. ~7~) a . cguinte
propllrção, que é o fundamento da thool'ia do' j~ro'. Os juros são
directamente proporcionacs aos p1'odllCtO do' captlaes !)('{os tempos.
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Designando por R a rasõo dos juros. ou a taxa, por t o numero
de unidades de tempo, durante cada uma das quaes o capital 100
vence o juro R, por a o capital emprestado e por J o juro. tem-se
o capital 100 vencendo no tempo .. o juro R, e o capital a vencendo
no tempo t o juro J, e portanto

{OOXi:axt::R:J

e aR!
. J= iOO••• · •••••• ••·• •••••••.•••••• (I)

Logo, O [uro é igual á centésima parte do producto dos tres {acto-
res, capital, taxa, e tempo, comtanto que o tempo t tenha por unidade
o tempo durante o qual o capital 100 vence o juro R .
. Designando por r a taxa reduzida I~O ter-se-há

J=al·t ..............•............ (2)

e por consequencia o juro é igual ao proâucto dos tres [actores, ca-
pital, taxa reduzida e tempo, .

510. A formula (1), que dá a regra dos juros, assim como a pro-
porção de que ella se derivou, póde demonstrar-se directamente
ernpregaudo o methodo de redacção a unidade.

Com eífeito, se o capital 'lO0 vence no tempo ,1 o jnro R, o ca-
pital 1 ha de vencer no mesmo tempo 1 o juro 1~0' e u capital a

, • •. aRvencera no tempo ., o Juro lOO'

Vencendo a no tempo ,I o juro :~ é claro que o mesmo capital
. aRt

a vencerá no tempo t Ú Juro fOO'

Chega-se ao mesmo resultado analysando o quadro seguinte

tOO
a
a

i
{
t

~ I·wo : a :: R : Xl
/\ l:t::Xl:J

lOO x i :at:: R Xl : Xl J
{OU: at::R: Je

fH1. Problema. Calcular o juro vencido peta capital 648~OOO
reis n'urn anno, a rasão de 6~O/o ao anno,

N'este problema é a=648~OOO, R=6~ ou 6,5 e t=" e por
consequencia

J = 648000X6,5X i= 61j,80 x 6 5
iOO ' .

e J= 4,2$120 réis



300

5 i2. Problema. Calcular o juro rencido pelo capital ü69~OOO
reis em 31}1. asnos, a rasão de 6~%.

3 iTem-se n'este caso a=569000, R=64 ou 6,75 e t=32 ou 3,5.
Substituindo estes valores na formula (1), vem

J 569000~~75X3,5 ou J= 5690 x 6,75 x 3,5

e, effectuando as operações,
J= i3q_~426 réis approximadamente

513. Problema. Calcular o juro, que vencem 28~640 reis em
31/2 mezes, a 75/8 por cento.

Reduzindo a annos ° tempo 3 ~ mezes, visto ser no tempo 1
5 31anno que o capital iDO vence 7 8 d~ juro, tem-se (§ 449) i2 ou

;q_' e portanto no problema de que se trata, é a====28640,R=
5 7

=78, t=2q_

J - 286~OX(7+i)TI_: 358X6tX;;' = i7 9x 6iX2.
- tOO to ' t2

ou J= 637 réis approxímadamente

Póde tambem resolver-se este problema por meio da proporção

iOOXi2: 28640(3+~):: 7+~:J
que simplificada produz

e finalmente

7 6fiOx3: 716X2::g:J

ro x 3: 358 x 7:: ~: J
6tiOx3: i79x7::"4: J

J= i7,9X7X6t
t2

514. Problema. Calcular o juro que vence o capital ~60~OOO
reie em 220 dias, a rasão de 57/8 O/o.

A formula dá

e simplificando
460000 (5+1.) usJ=-----!....!.!.!.tOO

ou J = i6~5i5 réis proximamente
20
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515. Das formulas (1) e (2) deduzem-se as seguintes:

ou

pelas quaes se determiuam os valores do capital, da taxa e do
tempo.

As primeiras tres formulas conservam-se facilmente na memoria,
porque todas téem por numerador o producto toOXJ, e por de-
uominador o producto das duas outras quantidades. que se sup-
põem conhecidas. As ul Umas tres formulas são ainda mais faceis
de conservar na memoria.

516. Problema. Calcular o capital que tem de juro 105~OOO
reis em J mez e 18 dias. a rasão de 6°;0 ao anno.

Reduzindo o tempo. 1 mez e 18 dias. a annos e empregando a
formula que dá o capital, acha-se

a= tOOX l.O5000= i0500000= W500000= 5 X 2625(100
6Xa"6

8
0 H ~

iOOJ R=iOOJ t=iOOJtt=1ft at aR

J J t=!..a=- T=-rt a t ar!

ou a= i3: 125$000

517. Problema. Calcular a taxa, ou rasão de juro necessaria
para o capital 128i$OOO reis produzir 2M600 réis de juro em 2 an-
nos e 8 mezes. ' ,

A formula da rasão ou taxa dá (~ 515)

R =, iOOX25600
. t28000(2+~)

ou R= 2560
t28(2+ i)

e R=6'OX3=80X3 ~iOX3 =~-7 5
32X8 32 - 4 2 - ,

Logo a taxa é 7 i/2 por cento ao anuo.
5t8. Problema. Calcular o tempo necessçrio para o capital

2: M5aOOO reis vencer '::.!30t$OOOreis de juro a rasõo de 5318 por
cento ao anno.

Sabe-se 'que n'este caso é (~ 5US)

t = tOOX 230000 = 23000X8= 4600X 8= 36800
2645000(5+ il 2645X43 529 X 43 22747

e por consequencia t4053
t= i+ 22747annos

ou o tempo igual a t armo, 7 mezes e 12 dias proximamente.
519. A formula (1) póde tambem servir para calcular o juro J

ou o capital a, quando se dá. a somma a+J do capital e juro, a
taxa e o tempo.

Com efíeito, sendo J _ allt'
-tOO
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será

e (~ 365) J Rt
J+a=too+Rt ou

Da primeira d'estas duas formulas deduz-se
J_(a+J)Rt
- tOO+llt

e da segunda
WO(a+J)

a= wo+RT

ou iOO+Rt:a+J::Rt:J ..•..••••• (3)

ou iOO+Rt: a+i:: tOO: a......••.. «(j,)

Estas proporções enunciam-se assim: cem mais a rasão multi-
plicada por o tempo esui para a somma do capital e juro, assim
como cem está para o capital, ou assim como a rasão multipl,icada
pelo tempo está para o Juro.

Quando o tempo é igual a 1, as formulas (3) e (4) reduzem-se a
J- (a+J)R iOO(a+J)
- tOO+ll a= iOO+R (5)

Da formula (2) deduzem-se similharâements as seguintes formu-
las, que tambem podem obter-se fazendo R= tOO r nas .formulas
(3) e (4) ,

J- (a+J)rt a+J
- i+rt a= i+rt· (6)

Quando é t= 1 estas formulas convertem-se em

520. Problema. Sendo 127aSOO réis a somma de um capital
com o juro de 'I onno a rasõo de 61/2 por cento, calcular o juro e
o capital.

Substituindo nas ultimas formulas (5) os nurneros dados tem-se
t27800(6+D

J= l.OO+(6+~)
J _ ~27800X 13
- 200+t3

e por consequencia
J= 7~8oo réis a= t20$ooO réis

Depois de' calculada uma das duas quantidades, J ou a, é facil
calcular a outra sem recorrer á formula, porque sendo

a+J=i271li800 J=7$.8oo

WOXi27800a=-:-~-:-;-:-
wO+(6+~i
200Xi27800

a= 2Oü+i3

será a= i27$800-7$800 = i20~OOO

521. Problema. Sendo 3: 750aOOO reis a somma de um capital
com o seu juro correspondente a 2 mezes e ..6 dias, calcular o juro
e o capital, suppondo que a taxa é 6 por cento ao anno,
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Reduzindo o tempo .a annos acha-se t= :660
e por consequencia

J- 3750000X6X,':.
- iOO+6X,','.

ou

e J= 3750000 x 76= 3750000 x 3S
6000+ 76 sess

1305 .
J= 46$905 1519 réis

3750000X 19
1.5i9

ou
O capital é portanto

(
1305) j!1.4a= 3750000- 46905+1.51.9 = 3703094+ i5t9

como se póde verificar pela formula
100X 3750000a= 16l00+6X ....

522: Um capital, que deve ser recebido n'uma época futura, não
tem actualmente o mesmo valor, que teria se devesse ser recebido
já. A differença entre estes dois valores, nominal e actual, do
mesmo capital chama-se desconto e depende principalmente do
maior ou menor intervallo de tempo, que falta para o seu venci-
mento, da maior ou menor confiança, que 11aem quem devé reali-
sar o pagamento, da abundancia ou escacez de numera rio e do 10-
gar em que deve effectuar-se ti cobrança.

O desconto'é uma especie de juro adiantado. Descontar uma quan-
tia, que deve ser paga mais tarde, é pagar immediatamente essa
quantia diminuida do desconto ajustado.

Os negociantes, que effectuam compras, sem ser a dinheiro de
contado, dão ao vendedor, em troca elos generos comprados, um
escripto pelo qual se obrigam a pagar no fim de um certo praso
de tempo a quantia, que ficaram devendo. Este escripto chama-se
letra.

Em Portugal ha duas especies de letras, que se denominam le-
tra de cambio e letra da terra.
Letra de cambio é uma carta com certas formalidades pre-

scriptas por lei, pela qual uma pessoa manda, ou pede a outra de
lagar diverso do seu, que pague a terceira pessoa, ou á ordem d'esta,
uma somma de dinheiro em troca de outra somma, que confessa ter
recebido, ati esperar receber.
. Letra da terra é urna letra de cambio, na qual tanto a pessoa
que a assiqna, ou que manda pagar, corno a que ha de cumprir a
ordem, residem na mesma terra.

A pessoa que assigna a letra chama-se saccador, a que tem
de cumprir a ordem de pagamento chama-se saccado. A pessoa,
que recebe do saccador a letra, em troca da quantia designada
n'ella, ou da promessa de a pagar, chama-se tomador. O tomador
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póde ceder a outro a letra, que tomou, assignando nas costas d'ella
uma declaração, que se chama endosso. O tomador, logo que assi-
gna o endosso, torna-se endossante. ou endossar/oro A pessoa, a quem,
se faz o endosso, chama-se endossatario. O tomador, ou o ultimo
endossatario, apresenta a letra ao saccador no seu domicilio, ou
manda-lhe uma segunda via, emquanto a primeira gira em endos-
sos. Se o saccado acceita a obrigação de pagar a letra, toma o nome
de acceitante, e então o portador, ou o ultimo enâossauuio, se a le-
tra não deve ser paga á vista, espera pela época do vencimento da
letra, que, conforme as condições exaradas n'ella, póde ser con-
tada da data da letra, ou da do acceite, para receber a importan-
cia nominal da mesma letra, passando no verso d'esta o compe-
tente recibo.
523.A regra de desconto serve para achar a quantia, que

deve abater-se no valor nominal de uma letra, quando o possuidor
d'esta, ou o actual enâosstuario, não quer esperar pela época do
vencimento para a cobrar. '

Ha dois modos de calcular o desconto de uma letra, que se oha-
mam desconto por [ôra ou desconto commercial e desconto 'por den-
tro ou racionai. Desconto por {óra é O juro, que vence ° valor nomi-
nal da letra por lodo o tempo, que lhe falta para o vencimento.
Desconto por dentro é O juro correspondente ao tempo, que falta
para o vencimento da letra, e ao capital, que junto com o mesmo
juro, dá uma somma igual ao valor nominal da letra.

O valor nominal da letra é considerado, pois, como capital no âes- ,
conto pOT'[ôra, e como somrna de capital e juro no desconto por den-
tro. No desconto por [ôra o possuidor da letra paga, portanto, juro
de uma quantia. que etrectivamente recebe, e de outra que não re-
cebe; no desconto por dentro O mesmo possuidor paga juro sómente
pelo dinheiro, que recebe.

Chamando L a quantia designada na letra, ou o seu valor nominal,
D ° desconto por {óra e d ° desconto por dentro serão (~~ 509 e 5J 9)

D_LRt e d ' LRt
-tOO =too+Rt

ou D=Lrt e d=..!:.!:.!:...
t+rt

as formulas, que dão um e outro desconto.
Das formulas precedentes deduzem-se com facilidade outras que

dão os valores actuaes, L - D e L - d, das letras. isto é, os valo-
res que efIectivamente se recebem, quer por o primeiro, quer por
o segundo modo de desconto. Com effeíto, as ditas formulas ou pro-
porções reduzem-se evidentemente a

L tOO
»=s,

e, portanto, (~ 365) a

L too+Rt
d;=-R-t-
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L-D tOO-RI
-L-=-r«X)

das quaes se derivam as seguintes
L_D=L(iOO-RI)

tOO

ou L-D=L(i-rt)

{OOL
L-d= {oo+Rf (7)

L
L-d=f+rt.· (8)

524. Problema. Calcular o desconto de uma letra de 3006000
,.tis, pagavel em 39 dias, sendo 7 ~% a taxa do desconto.

O desconto por fóra é
D 300000X7,!íXm

tOO

a efJectuando as operações acha-se
1)= 2,J(J,37,5 reis

O desconto por dentro é

d- 300000X 7,!íX#;,
- {OO+7,5X.·.·.

ou d= 2$418 réis proximamente

525. Problema. Calcular o calor actual de uma letra de 6406000
réis, a que faltam 2 mezes para o vencimento, supponâo o desconto
a 6%•

O valor actual da letra é o que effectivamente se recebe agora,
se ella fôr descontada, isto é L-D, ou L-d, conforme se calcu-
lar o desconto por fóra ou por dentro.

Por meio das formulas (7) resolve-se directamente este problema.
Querendo, porém, usar da proporção dos juros (~ 509), é tambem
facil resolver a questão. A proporção (1) dá, fazendo J=D,

i100: 6~OOOOx ü::6: D

Preparando a proporção para se poder tirar d'ella o valor de
640,$000 - D vem

2roo. MOOOO::üX6: D ou roo . MOOOO:: i: D

e (~ 363)
d'onde se tira

ioo-t: 6~OOOO-D:: ioo: 6~OOOO

6~OOOO- D 64~X99 = 633,,600 reis

Quando o desconto se faz por dentro, a proporção, que se deve
empregar, é a (4.) do ~ 519, que n'este caso se reduz a

itOO+6 x iii : 6~OOOO:: ioo : a
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e da qual se deduz o valor actual L- d da letra 011

a = 633$663 réis proximamente

526. Problema. Uma letra de 720aOCO réis, pagacel a 23 de
maio de {88!, foi desconuuia (18 de [eoereiro do mesmo anno a ra-
são de 6 por cento. Que desconto soffreu a letra 'I

Para se resolver este problema, é necessario contar os dias, que
decorreram desde o dia em que se effectuou o desconto exclusiva-
mente, até ao dia em que se venceu a letra inclusivamente.

Ora, desde 8 de fevereiro, exclusive, até 28 do mesmo mez, in-
clusive, ha 28 - 8, ou ~O dias, desde! de maio inclusive, até 23
inclusive, ha 23 dias. Logo o numero lotai dos dias, contando por
mezes, é 20+3i+30+23 ou i04.. '

Calculando agora o desconto, achar-se-ha
7~X6X!.!..!

D= tOO ... D=f2$4,SO

ou
7iOOOOX6X:::

d= :l00+6X!.!..'
lO'

d = t 2~267 réis proximamente

conforme se usar do desconto por [õro. ou do desconto por dentro.
527. Quando os juros vencidos nos differentes prasos, ou uni-

dades de tempo, não são pagos s •o capital primitivamente adiantado
vae successivamente augmentando, em consequencia de se lhe irem
accumulando os mesmos juros, que, segundo os usos do commer-
cio, passam tambem a vencer juros. A esta operação, pela qual os
juros vencidos se vão convertendo em capital, para o effeito de
vencerem novos juros, chama-se capilalisação dos juros. Juros com-
postos, ou juros de juros, são os juros, que correspondem a outros

, juros vencidos em época anterior.
Chama-se copual primitivo ao capital emprestado, ou adiantado,

e capital accumulado ao valor. que vae tomando o capital primi-
tivo, quando se lhe vão addicionando os juros vencidos e capitali-
sados.
A regra de juros compostos serre para se calcular uma

das quatro quanudaâes capital accumulado, capital primi-
tivo, taxa nu rasão dos juros e tempo, quando se dão os ou-
tras tres.

Conhecendo-se a regra de juros simples (§ 509) não e difficil cal-
cular o capital accumutaâo, quando se dá o capital primitivo, a
taxa e o tempo. Um exemplo vae mostrar, como póde proceder-se.
Supponha-se que se quer calcular o capital accumulado em 4~
annos, na hypothese de ser 6:000~000 réls o capital primitivo e 5
a taxa. O quadro seguinte mostra com bastante clareza, como se
faz o calculo, empregando a regra de juros simples:
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Capital primitivo 6:000~OOO
Juro vencido durante o primeiro anno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300~OOO
Capital accumulado no fim do primeiro anno ....•..........• 6:3OU~OUO
Juro vencido durante o segundo anno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3Hí,aOOO
Capital accumulado no fim do segundo anno. . . . . . . . • . . . . . .. 6:6:l5~0õ0
Juro vencido duranle o tprceiro anno. . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . • 330$750
Capital accumulado no fim do lerceiro anno 6:9~5,a75U
Juro vencido durante o quarto anno. .. ..............•..... 3~7$287,5
Capital accumulado no fim do quarto anno , " 7:293~037,5
Juro vencido durante 1/2 anno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . :l82$325,9375
Capital accumulado no fim de l~lh annos 7:475~363,4375

528. Quando a duração do ernprestimo não é muito pequena,
ou a taxa não é um numero bastante simples, o processo empre-
gado no § antecedente torna-se tão moroso e sujeito a erros, que
é quasi impossível seguil-o na pratica. .

E possível. porém. seguindo exactamenteo mesmo systema, sem
comtudo effectuar as operações indicadas, obter-se uma formula
geral, que possa calcular-se mais facilmente empregando os Ioga-
rithmos.

Designando por a o capital primitivo e por R a taxa, será o juro
. vencido durante 1 anno igual (§ õ09) 'a :~ ou igual a ar, se se de-
signar, como é costume, por r a taxa reduzida i~O' A igualdade
r= :l~ mostra que r representa o juro de t real em t anno.

Representando por AI, A2, A3, .. At o capital accumulado no fim
de 1, 2,1, ... t annos ter-se-ha, pois, imitando o que acabou (§ õ27)
de se fazer:
Capital primitivo " '" " a
Juro vencido durante o primp,iro anno .. " ................•..... " .. '. ar
Capital accumulado AI= a+a r = a (:l+r)
Juro vencido durante o segundo anno A1r
Capital accumulado ... A2=Al+Atr-AtO +r)-a(:l+r) (i +r) =a(:l +r)2
Juro vencido durante o terceiro anno. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • .. A1 r
Capital accumulado A3=A2+A2r=A2(i+r)=a(i+r)2(:l+r)=a(:l+r)3
Juro vencido durante o quarlo aono. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. A3r
Capital accumulado ..... ,. A4=A3+A3r=A3{i+r)=a(:l+r)3(:l+r)=a(:l+r)4

Capital accumulado no fim de t annos exactos " .. " At=a(i-j-1')'
••• •••••••••••••••••••••••••••• ••• • ••••••••• e ••••• e ••••••••• 0 •••••••

Analysando os valores a, 0(1 +r);a(t + r)2, oe 1+r)3, o(! +r)4, ...
a(1+r)', que successivamente vae tomando o capital, reconhece-se
que elIes formam uma progressão geometrica (§ 377), na qual o
primeiro termo é o capital primitivo e a rasão é 1 + r, isto é, 'a
taxa reduzida augmentada de 1. O capital accumulado no fim 'de t
annos vem, pois, a ser o termo (~ 378) de ordem t+ i da pro-
gressão, isto é

At=a(i+t·)t : (9)
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É a esta igualdade. que se chama formula l dos juros compostos.
529. Quando o tempo, durante o qual se suppõem capitalisados

os juros, não é inteiro, pôde-se, para ter o valor do capital accu-
mulado, juntar ao valor dado pela formula (9) para o maior inteiro
contido no dito tempo, o juro simples correspondente á fracção
complementar. Suppondo que:o tempo é t+~, sendo t um nu-

m
mero inteiro e : um quebrado proprio, o valor At+-;. do capital
accumulado é igual á somma de a(I+,.)' com o jurode a(1+r)'

ndurante a fracção - do anno.
m

A formula que dá o juro simples de um capital A, durante ~
n m

annos sendo (§ 509) A,,: m' será

A n =.A,+A,r~=A,(I+~)t+-;;; m m

A n=a(l+r)'(I+~)., ... " ....•.. " .. (10)t+m m
e finalmente '!

530. Problema. Calcular o capital accumulaâo em i5 annos
por o capital primitivo 8248000 reis, suppondo que a taxa é 6 %

ao anno.
N'este problema é a=8-:24f100, R=6, r-= R

OO
=O,06, t=15,i '

e, portanto, (§ 528) AIS = 824000 X i,0615

1Decompondo a unidade a que se refere t em m intervallos iguaes, e suppondo
que o juro se capitalisa em cada um d'estes intervallos de tempo, o capital accnrnu-
lado no fim de m t mtervallos parciaes ou de t unidades de tempo, será (9)

A,=a (l+-;.t'= a [( t+-;') ~]r,
Quando cresce indefinidamente o numero m de partes iguaes, em que se de-

m •

compoz a unidade de tempo, a expressão (f.+-E;) -;- muda successivamente de
valor, tendendo para um limite representado por e (§ 409 nota) e tem-se então
A,= a erl• Tal é a expressá'), que representa o limite para que tenderia o capital
accumulado no fim de t annos, se a capitalisação se effectuasse em intervallos de
tempo cada vez mais curtos, por assim dizer de instante a instante.

2 Admittindo a existencia de expoentes fraccionarios pode usar-se da formula
(9) mesmo no caso do expoente ser o numero fraccionaria t+~I' Comparando as
duas formulas

t ..
At+';; =a(l+r) +-;; At+';; =a(l.+rJ'( i+~)

diz hippolyte Charlon [Théorie mathematique des opérations fi:nancieres) que ellas
dilo resultados tão pouco differentss na pratica, que somente as pessoas comple-
tamente extranhas aos negocios deixarão de usar da primeira d'aquellas formulas,
incontestavelmente mais simples do que a segunda.
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Applicando os logarithmos a esta formula (§§ U -I e U3), vem
I~.AIS = Ig. 8:!4000 + {5Ig. i,06

e effectuando as operações acha-se
Typo do calculo
Ig. i,6 = 0,0253059

15
H65295
253059

:1.5.Ig. 1,06 = 0,3795885
19. 8~~000 = 5,9159272

Jg.Alá - 6,2955157
19747.......... . 50U

66 H60(01 22(0
19i4766 i40 ~6--

8
Ag= i:974$766 réis

D31.Problema. Qual é o capital primitivo, ou o valor actual
do capital 2:3406000 reis accumulado durante ·12 annos, a rasão de
63/4 O/o? A formula (§ :>28)

A,=a(i +r)'
dá para valor do capital primitivo

6~
Substituindo' n'esta formula A,=234.0000, r= 1~=O.067f)

e t= 1~, tem-se

,A,
a=---

(t+r/

:!3~OOOO
a=t,0675"

e applicando os logarithmos
Ig. a= 19. 2340000 +Ig. i,067512

Effectuando as operações indicadas obtem-se

Typo do calculo
Ig. 1,0675 = O,0::!83679

n
567358

28:1679
Ig. t,067511=O,3/J,OH48
19. 1,067512 = 1,659;)852

• Ig. 2340000 = 6,3692159
19.a - t:,02880t f

10685 .•... '" .,.. 7745
65 26600 I 407

1068565 2111065
145

a= {:068$565 réis
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Outro typo de calculo
lg. i,067512= o ,340H48

cIg. :l,06512_1O = 9',6595851!
Jg.2340000= 6.3ti92159

Ig. a= iô',02880i t = 6,01!880H
etc.

532. Problema. Calcular a taxa t necessaria para 628~OOO
reis se concerterem em i45~000 reis, 110 fim de 7 tumos.

Applicando os logarithmos á formula .
.4,=a(f+l·)'

para depois se tirar o valor ele Ig. ti + r) tem-se
Ig.A,= Ig. a+ t Ig. (f +1')
Ig. A,-Ig.a= t Ig. (t +1')

e
Ig.A,-lg.a

19.(i+r)= --:-1- ou
lg,A,'+ cIr. a-lO

li·(f+r)= . 1

Substituindo na formula precedente as letras 'pelos seus valores
numericos,

Ig. (t+ r) = 19. 745000-;-lg.6~8000

, Effectuando as operações vem
1+1'= :l,0~4707 r=0,0~4707 R=~,4707

533. Problema. Calcular o tempo que é nccessario para o .ca-
pital '.006000 reis se converter em 6iU6000 reis a, rasõo de ti,5 %.

Da formula .
A,=a(i+l')' ou Ig.A,=lg.a+tlg.(t+r)

tira-se
Ig.A,-lg.a

t = -'-Ig-.""'(i""+-r"') ou
Ig.A,+clg.a-iO

t= -';'lg-.""'(i-+-r-) ~

1 Hyppolyte Charlon chama ta:ras equirolentes ,\s que, correspondendo a uni-
dades diversas de tempo, faiem adquirir, durante o mesmo tempo, valores iden-
ticos ao mesmo capital posto a juros compostos.

Sejam r e r' as taxas relativas a duas unidades de tempo taes que, representando a
primeira pOI't, a segunda seja representada por ~. O tempo representado por t das
primeiras unidades será representado por nt das outras unidades e as taxas r e
r' serão equivalentes, ~e fôr, para qualquer valor de a,

a(i +r)'=a (i + ri)" ,

.OU l+r=(t+rl)"

Sendo r = 0,05 a taxa correspondente a t anno, a taxa equivalente relativa a
I .

i semestre, ou ~ do anno, será dada pela formula
1,05= (i +r/)'

ou
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e substituindo os valores
t = Ig.620000-lg.400000

Ig. t,061l

Effectuando as operações acha -se

t= 6 annos proximamente

Querendo calcular o valor de t com maior approximação é ne-
cessario calcular o capital accumulado corres pendente ao capital
primitivo 400~OOO réis, á taxa de 6,5 % e ao tempo 6; subtrahir
depois o capital achado de 620~OOO reis, e procurar o tempo ne-
cessario para Q capital accumulado, que se calculou, produzir um
juro igual á differença obtida. Effectuando os calculos, tem-se

A6 = 4,00000x j ,0656 = 583jÍi657

620000-A6 ou 620000 - 583657 = 363",3

e determinando agora o tempo.!!_, durante o qual 583~61S7 réis
m

produzem o juro 36~343 réis a 6,fS% acha-se (~ 515)
'I tOOJ
iii= aR ou 'I J-=-m ar

e por consequencia
'I 363~3 363~3000
iii= 583657 ><0,065 = 37937705 annos

e n _ 36343000><360 d'
iii - 37937705 las ou .?!:.= 34,4,dias proximamentem

Logo, reunindo os resultados d'estes calculos, tem-se
t = 6 annos e 34,4,dias ou t = 6 annos, ii mezes e i4, dias

EXElROIOIOS

I. A quanto monta o capital 560$000 ré is no fim de 6 annos e 2 mezes, sup-
pondo que em todo este tempo vence juro simples na rasão de 6 ~ por cento 't

II. Que desconto soffre uma letra de 6lJ,0$OOOréis, á qual faltam 25 dias para
. t

o vencimento, suppondo que a taxa do desconto é 62 por cento?
III. Qual foi a taxa segundo a qual se fez o desconto de uma letra de 4,7~~000

réis, suppondo que i50 dias era o tempo que lhe faltava para o vencimento e réis
459$730 a quantia dada por ella? .

tIV. Quanto tem a receber uma pessoa, a quem se devem 4, li annos de uma pen-
são annual de 150 libras e lO shillíngs, suppondo que as pensões em divida ven-
cem juro simples na rasão de 6 por cento'l

V. Quanto tempo é necessario para se elevar ao dobro do seu valor primitivo
um capital, que vence juro composto na rasão de 6 por cento 't

VI. Qual é o capital, que no fim de 8 annos está elevado a 3 contos de reis,
-suppondo que os juros tenham sido capitalisados a rasão de 6,5 por cento r
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VII. Quantos dias faltam para o vencimento de uma letra de 620$000 réis, cUJOI
desconto importou em 2$500 réis a rasão de 6,5 por cento 'l

VIII. Qual é a importancia a que se eleva o capital 3:600$000 réis durante 8,5
annos vencendo juro composto aos semestres na rasão de 5 ~ por cento ao armo 'l

IX. Que taxa ou rasão de juros é neeessaria para i2 contos de réis se eleva-
rem a i5 contos de réis vencendo juro composto durante 5 annos 'l

. CAPITULO IV

Regra de compra e venda de fundos publicos, acções e obrigações
de bancos e companhias

~3~. As nações, do mesmo modo que os individuos, precisam por
vezes de recorrer ao credito para levantarem dinheiro emprestado.
Estes emprestimos são geralmente contrahidos ou com a condição
de jamais o credor poder exigir o seu pagamento ao devedor, o
qual em compensação se obriga a pagar-lhe perpetuamente uma ren-
da ou jur.o certo e determinado, ou com a condição de serem sa-
tisfeitos ou distratados n'um dia fíxo e previamente estipulado, além
do Qual não vencem juro algum.

A divida publica contrahida pelo primeiro modo tem uma dura-
ção illimitada e denomina-se dirida fundada ou consolidada. A di-
vida publica coruraliida pelo segundo modo tem uma duração pre-
viamente limitada pelas condições do contracto e denomina-se di-
vida fluctllante.

A divtda fluctuante vence um juro, que é descontado no acto
do emprestimo. e ao qual corresponde uma taxa fixa e convencio-
nal. A divida fundada ou consolidada vence tambem um juro certo
e fixado por lei, mas a taxa que lhe corresponde é variável, por-
que depende não só do juro, que é constante, como do valor maior
ou menor por que no mercado se póde comprar esta especie de
divida, ou da quantia mais ou menos elevada, que a nação recebe
emprestada, em troca da obrigação de abonar o juro, que a lei es-
tabelece para taes empréstimos.

A divida fluctual1te é representada por letras do thesouro a pra-
sovque ordinariamente é de tres mezes.

lia duas especies de divida fundada ou consolidrula, interna e
externa. A divida interna é representada por titulos, que se deno-
minam inscripções, e a externa por bonâs.

As inscripções podem ser de coupons, ou de assentamento. As
inscripções de coupons são titulos ao portador, e por isso a junta
do credito publico paga o juro de cada semestre a qualquer pessoa,
que lhe apresente o coupon do semestre, isto é, uma determinada
tira de papel, que para esse fim, se corta do proprio titulo.

Ha inscripções de coupons de WOllOOO réis, de ~OoaOOO réis e
de .. :OOOaOOO réis nominaes.

As inscripções de assentamento são titulos nominativos, e por isso
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I a junta do credito publico somente paga os seus juros as pessoas
, a quem, segundo os registos da junta, ellas pertencem.

Ha inscripções de assentamento de tOOt$OOOréis, de 500~000
réis, e de t, 5, tO, 15 e 20 contos nominaes.

A junta póde tambem passar certificados em troca de qualquer
quantia em inscripções de assentamento, ou certificados de50~000
réis nominaes, para dar em troca de cautellas de minimos, quando
a irnportancia total d'estas perfaça 50~000 réis nominaes.

Os bonds. ou titulos de divida externa, são todos ao poiiadar. Ha
bonds de '20, de 50, de t UO, de 200 e de 500 libras esterlinas.

Em Portugal lodos os titulos de divida publica. interna ou ex-
terna, vencem annualmente um juro de 3 por cento do valor no-
minal COlO uma dedução de :3 por cento a titulo de imposto de ren-
dimento. Exceptuam-se, porém, os juros t pagos em território es-
trangeiro, os quaes não estão sujeitos a deducção alguma, Os juros
são pagos aos semestres.

O preço das inscripções e dos bonds exprime-se dizendo quanto
custam 1uO réis, ou toO dinheiros esterlinos, nominaes. Os corre-
tores de cambies e fundos publicas têem obrigação de publicar em
certos períodos os preços por que n 'esses períodos se venderam na
bolsa, ou mercado de fundos, os titulos. Estas publicações, que se
denominam boleun« dos preços correntes dos (lindos publicas, abran-
gem ordinariamente Ires columnas! papel, dinheiro, (Jffeclwldo. A
primeira contém os preços, por que os vendedores offereceram os ti-
tulos, a segunda os preços que offereceram as pessoas, que dese-
javam compral-os, e a ultima os preços por que se realisaram as
tra nsacções.

535. Problema. Estando as inscripções a 50,75 que capital se
p6r1e comprar com 4:2006000 1'Ms em meuüi

Sabendo-se que com 50,7:5 em dinheiro se compram 100 réis
nominaes em insctipções, é facil saber com 4:200f\090 reis em di-
nheiro que porção de inscripções se póde obter. E uma questão
de reqra de tres, como em seguida se vê.

50,75: 100:: 4200000: x ou 50,75 4200000
1õQ=-x-

E1Tectnando as operações acha-se
x= 8:275;1i862 réis

Logo com 4:2008000 réis em dinheiro podem comprar-se, por

1Pagam-se os juros no continente e. ilhas adjacentes em todos os concelhos,
que são cabeças de comarca; no ui tramai' em Loanda e em Sotavento de Cabo
Verde. Pagam-se lambem os juros da divida externa e os coupons da interna em
Londres e em Paris,

:t Na bolsa do Porto usa-se dos termos pedido e offerta' em vez de papel e di.
nheiro.
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este preço, 8 inscripções de conto (ou i de 5 contos e 3 de conto),
2 de 100{;000 réis e i certiticado de 50{;000 réis. Os restantes
25{;862 réis nominaes podem ser representados em cautelas de
minimos, porém essas cautelas só vencerão juro, quando se lhe
juntarem outras, que com ellas perfaçam 50i$OOO réis, e n'este
caso poderão ser trocadas por certificados de 50i$000 réis norni-
naes (~ 534),

Quando, porém, não se deseje comprar minimos, nenhuma dif- .
fículdade pode haver em calcular a quantia em dinheiro, que resta
depois de comprados os 8:2~0{;OOO réis nominaes.

O problema seguinte ensina a achar o custo de 8:150i$000 réis
em ínscripções e por consequencla a parte dos 4:200i$000 réis em
metal, que sobeja.
5:~6.Problema. Estando as inscripções a 50,75 em quanto im-

portam 8:250~000 em inscripções ri,. assentamento'?
A proporção, que resolve este problema, é

iOO : 50,75:: 8250000 : a; ou
tOO 8250000
5O,75=-X-

•
EfJectuando O calculo vem x=4:f86~R75 réis.
Heconhece-se agora que, estando a 50,7;) as ínscripções, com

4:~WOaOOO réis em metal se compram 8:~50t{000 réis em inseri-
peões e ainda sobejam ·13t\lt25 reis em dinheiro.

;)37. Problema. Que juro recebe por semestre 11m individuo, que
possue 1O:600t{OOO reis em couprJnS'?

O juro annual de -100 reis uominaes em inscripções é 3 réis, ou
3 reis menos 0,03 de 3 reis, isto é, 2,91 reis, conforme o paga-
mento é feito em território estrangeiro ou em territorio nacional.
O juro de '100 réis nominaes em cada semestre será, pois, segundo
as circumstancias, t,5 ou 1,t!55 réis. Sendo a: o juro do semestre
pago em territorio estrangeiro e y o juro do semestre pago em
territorio portuguez, será

tOO: i,5 :: i0600000 : a; ou a;= t59~OOO
tOO : i,~55:: 10600000 : y y = i5~~230

Abatendo do 'valor achado para x o imposto de 3 por cento, que
n'este exemplo é 4{;i70 reis, acha-se lambem o valor de y.

538. Problema. Por que preço devem estar as inscripções para
que o seu juro effectivo se eleve a 5,73 p01' anta ao armo'!

Como tOO réis norninaes vencem por anno 3 reis em dinheiro,
que ficam reduzidos a 2,91 réis, depois de descontados 0,09 d,e
real do imposto do rendimento, é evidente que, se fôr x o numero
de réis em dinheiro em que importam os too réis nominaes, isto
é, o preço das inscripções. será 2,9i réis em dinheiro o juro de
x réis tambem em dinheiro. ~as por condição do problema deve
5,73 réis em dinbeiro ser o juro de toO réis em dinheiro, logo
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ter-se-há

e efIectuando o calculo
5,73: too:: !,9t : x

x=50,785

Se o pagamento fôr feito em paiz estrangeiro, empregar-se-há
a proporção

5,73: iOO::3: y

y=52,356da qual se tira

539. Problema. Estandb as inscripções a 503/4, que renda aâ-
quire um sujeilo que emprega 6:090~OOO réis n'aquelles titulosi

Se o sujeito empregasse apenas 503/,., réis obteria uma renda
annual de 2,9'1 réis, depois de deduzido o irn posto de rendimento,
logo, sendo x a renda obtida, quando a quantia empregada fôr
6:090~000 reis, será

50,7õ: 2,91::6090$000: x e X=349~200 réis

Se o juro y. Iór cobrado em paiz estrangeiro, será
so.zs : 3:: 6090$000: y

y = 360$000 réise
540. Os bancos, as companhias e, em geral, todas as empresas

que demandam graneles capitaes, organisarn-se com o concurso dos
fundos de diversos individuos, que para esse eífeito se associam.
Cada um dos associados tem direito a gosar uma parte dos bens, .
que possuir a empresa a que se associou, e é responsável pelos
prejuizos, que ella causar.

O titulo, que lhe confere aquelle direito e ao mesmo tempo lhe
impõe a responsabiliLiade correlativa. chama-se acção. A responsa-
bilidade, porém, do accionista, que é possuidor da acção ou acções,
póde ter por limite o valor nominal dos títulos que possuir, ou não
ter limite algum. D'aqui resulta a distincção entre sociedades de
responsabiluuuie limitada e sociedades de responsabiluiade illimita-
da. A acção representa portanto o direito a uma parte do capital '
social. .

Dividendo é a parte dos lucros da sociedade, que se distribue
annual, ou semestralmente pelos accionistas ou associados em re-
muneração do dinheiro, que desembolsaram. Os dividendos estão
sujeitos a uma dedução de 2 por ceuto, que é cobrada pelo estado
sob a epigraphe de imposto de rendimento. .

As acções são papeis de credito negocia veis. Diz-se que ellas es-
tão ao par, quando o seu valor effectivo é igual ao nominal, ou
igual á parte d'este que cífectivamente tem sido desembolsada pe-
los accionistas, se ainda lhes não foi exigido todo o capital da sua sub-
scripção. As acções estão acima ou abaixo do par, quando o seu
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valor effectivo excede ou é inferior ao valor nominal, ou á parte
d'elle já desembolsada, se o desembolso não está completo.

Nas acções acima do par chama-se premio ao excesso do seu
valor etfectivo sobre o nominal.

54.i. As sociedades, que precisam levantar dinheiro emprestado,
contrahem ás vezes os seus emprestirnos dando aos credores uns
titulos privilegiados chamados obrigações, que vencem um juro fixo
e determinado até ao dia designado pela sorte para serem amor-
tisados os créditos representados por elles.

As ohrigações têem por garantia todos os fundos ou bens da so-
ciedade emissora e n50 dão aos seus possuidores direito algum
nem á propriedade, nem aos lucros da empresa.

As obrigações são, como as acções, titulos negociaveis e podem
portanto estar ao par, acima do par ou abaixo do par. Seja, po-
rém, qual fór o preço das obriqações, a sociedade, que as emittiu,
não reembolsa os possuidores d'ellas senão do seu valor nominal.

Não são só as sociedades particulares, que contrahem empresti-
mos emiuindo obriçações. As nações, os municipios, etc. recorrem
tambem á emissão de obriqações para o mesmo fim. D'esta espe: ie
são as obriqações do caminho de ferro do Minho e Douro, as obriga-
ções do emprestimo á cidade de Lisboa, etc., etc.

Os juros das obrigações estão sujeitos ao imposto de rendimento,
cuja irnportancia é 2 por cento.

542. A companhia qero! de credito predial portuçuez está aucto-
risada pelos seus estatutos: LO a fazer emprestimos sobre hypo-
tbeca de bens immoveis, a longo praso com amortisação por an-
nuidades, ou a curto praso com reembolso por um ou mais paga-
mentos, e a crear e negociar titulos de obrigações prediaes, ou.le-
tras hypothecarias, representativos d'estes emprestimos: 2.° a fazer
emprestimos municipaes e districtaes de longo praso ás municipa-
lidades e juntas geraes de districto, reembolsaveis por annuidades
ou sem ellas, sobre consignação legalmente auctorisada de um ren-
dimento certo e seguro, e a crear e negociar títulos de obrigações
municipaes ou districtaes representativos d'estes emprestimos; 3.°
a receber dinheiro em deposito em conta corrente, ou a praso,
com juro ou sem elle, podendo empregar temporariamente estes
capitaes, bem como uma parte dos fundos disponiveis ou Iluctuan-
tes, em adiantamentos a curto praso sobre as suas obrigações, ou
em titulos de divida publica, ou outros que se reputem uevidamente
garantidos e de facil e prompta realisação.

Os emprestimos realisados pela companhia sobre hypotheca pre-
dial são feitos em obrigações prediaes ao par e de juro igual áquelle
a que fôr contractado o emprestimo, ou, se o mutuário o preferir,
em dinheiro metalllco ao juro, que se convencionar, nunca superior
ao da lei. Nos emprestimos feitos em obrigações a companhia póde
facilitar aos mutuarios a negociação dos titulos, fazer sobre elles

U



adiantamentos a curto praso e pelo juro do mercado ou negocial-os
ella mesma.

As obrigações ultimamente emittidas vencem um juro annual de
5 °/0, ha porém, no mercado ainda muitas de data anterior com o
juro annual de 6 %.

Os emprestimos prediaes a longo praso não podem ser feitos por
menos de tO annos, nem por mais de 60.

As obrigações preâiaes podem ser nominativas, ou ao portador,
e têem de valor nominal 90t$00Q réis (500 francos ou 20 libras).
Ha comtudo titulas de ;) e de 10 obrigações e fracções de obriga-
ção, ou quintos de obrigação, de 186000 réís (100 francos ou 4-
libras) nominaes. As obriqações prediaes vencem juro, cuja taxa,
tempo e modo de pagamento constam dos respectivos titulas, e são
fixados pelo conselho de administração .
. 54.3. Problema. Sendo 6,5 por cento o dividendo pago em certo

anno pelo banco de Portugal, que rendimento teve n'esse anno um
accionista do mesmo banco, que possuia 3:500i$000 reis nominaes,
ou 7 titulus de cinco acções cada um '!

A proporção
100 : 6,5:: 3500$000: a: ou iOO 3500~OOO6,5=-x-

mostra que o rendimento foi x=227~500 réis.
54.4.. Problema. Custando um titulo de cinco acções (DOO~OOO

réis nomínaes) do banco de Portugal 586~OOO reis, quantas acções
se podem comprar com 4:tj8M4.50 reist

A proporção
586$000 : 500~000 :: ~585~~50 : x

dá x=3:9i2$5oo réis

Logo com 4.:585i$4.;)O réis em dinheiro podem comprar-se 7 ti-
tulos de cinco acções e quatro acções, ou 3:l)00t$000 réis nominaes.

Querendo agora saber, qual é a quantia em dinheiro que sobeja,
é necessario calcular o custo de 3:900~OOO réis nominaes, para o
que serve a proporção

500$000 : 586$000 :: 3900~000 : y

da qual se tira y=4:570~800 réis, e subtrahir depois a. quantia
achada de 4.:585~150 réis.

Reconhece-se por este modo, que a demasia é i!..~650 réis.
54.5. Problema. Tendo-se comprado por 24-a300 reis uma acção i

da, companhia çeral de credito predial portuquez, qual é a taxa e{-
{ectiva do juro do dinheiro empregado, suppondo que o dividendo é
2~ 160 reis por acção.

1As acções d'esta companhia têem de valor nominal 90$000 róis, porém, os
accionistas não desembolsaram ainda senão 22,$500réis por acção.



A proporção
J.i1300 : ~$t60:; 100 : x

mostra que X=8: é a taxa do rendimento correspondente ao ca-
pital empregado. .

54.6. Problema. Estando as obrigações prediaes de 6 por cento
a 92~500 reis, que dinheiro pode realisar um sujeito, que recebeu :15
obrigações e 2 fracções de obrigação pela hypolheca de certa pro-

. priedade na companhia geral de credito predial portaque«.
Cada obrigação tem de valor nominal 90~OOO réis, e cada [rac-

ção de obrigação tem '18~OOO réis (~ 542), logo as 25 obriqaçõee e
2 fracções sommam 2:2!;6~OOO réis de valor nominal .: Sabendo-se
pois, que, cada obrigação se vende por 92~500 réis é claro que,
designando por x o producto da venda das obrigações e fracções
de obrtçação, será

90~OOO: 92~5OO:: 2286~OOO: x
e, portanto, x = 2:3~9~500

5~7. Problema. Com 3:000~OO~ reis, quantas obriçaçõee se po-
dem comprar, suppondo que ellas téem 2 t/~ por cento de premio'!

Sendo 2 tj2 o premio, cada WO réis nominaes de obrigações im-
portam. em f02,5 réis em dinheiro, logo da proporção

i02,5 : tOO:: 3000~OOO : x
tira-se x = 2:926$829 réis nominaes

Dividindo 2:926t)829 réis por 90~OOO réis, acha-se o numero 32
de obrigações prediaes que se podem comprar, e dividindo lJ resto
por t8~OOO réis, acham-se os quintos ou fracções de obriçaçõo, que
a mais se podem obter.

Conclue-se d'isto que com 3:000~OOO réis em dinheiro podem
comprar-se 6 titules de cinco obrigações, 2 obrigações e 2 fracções
de obrigação, ou 3 títulos de fO obrigações, 2 obrigações e :2 frac-
ções, ficando ainda um saldo em dinheiro de H~tOO réis.

EXEROIOIOS

I. Suppondo que uma associação }!ossue 270:800$000 réis nominaes em inscri-
pções, que comprou por 128:921$765 réis em dinheiro, qual scra : 1.0, o preço
por que foram adquiridas as inscripções; 2.°, a taxa do juro que ellas vencem an-
nualrnente? .

II. Tendo um sujeito emprestado 10:000~000 réis ao governo portuguez a 61/2()/O
ao anno, qual é: 1.0, o juro que tem a receber, ou antes, a descontar, segundo é
costume, no acto do emprestirno; 2.°, qual é a verdadeira taxa do dinheiro em-
pregado, considerando como capital umcamente a quantia, que o governo effecti-
vamenle recebe?

Ill. Suppondo que uma eompanhía comprou 17 titulos de cinco acções do hanco
de Portugal por 9:005~000 reis, e que recebeu cm um certo anno 51O,ll000 reis
de dividendo por as mesmas acções, pergunta-se: Lo, qual foi a taxa cflectiva do
dinheiro empregado; 2.°, qual foi o preço por que foram compradas as acções 't

'2h
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IV. Suppondo que as obrigações prediaes de 6% têem ~ 112 por cento de pre-
mio, qual é o preço por que devem comprar. se as obrigações prediaes de 5% para
que as taxas dos rendimentos, tanto de umas como de outras, sejam as mesmas?

V. Tendo-se comErado por 77 :052~900 réis 830 'obrigações prediaes e 82 frac-
ções (l1,uintos) de o rigação, qual foi o preço por que sairam as obrigações?

VI. Suppondo que i5 acções (500$000 réis nominaes cada uma) da companhia
das lezirias; custaram 6:H9~500 réis, pergunta-se, que dividendo devem ter essas
acções, para que o seu rendimento seja igual ao que se obtem, comprando inseri-
pções a 50,75 por cento? ' .

VII. Um sujeito, que possue 4, acções (t :OOO~OOOréis nominal cada uma) da
companhia de seguI'os fidelidade, e 80 (50$000 ré is nominaes cada uma) da com-
pqnhia lisbonense de illuminação a gaz, deseja saber, qual é a companhia, cujas ac-
ções lhe rendem mais suppondo: Lo, que as acções da companhia fidelidade fo-
ram compradas a-80 %, e as da companhia do gaz ao par: 2.·, que o dividendo
que elle recebeu em um anno da companhia fidelidade foi i60~OOO réis, e o que
no mesmo anno recebeu da companhia do gaz importou em 240~000 reis?

VIII. Suppondo que um menor herdou 25:000$000 réis em inscripções, por
morte de seus paes, e que o lutor foi todos os semestres empregando os juros
d'essas inscripções na compra de oulras, qual será o capital nominal, ·possuido
pelo menor no fim de 5 annos, na hypolhese de lodas as mscripções terem sido
compradas a 49,25?

IX. A 'como devem ser compradas as inscripções, para o seu juro effectivo cor-
responder a 6,65 por cento?

X. Por que preço estarão as obrigações prediaes de 5%, quando o seu juro
effectivo fôr 5,85 por cento? .
XI. Estando os fundos portuguezes em Londres a 5i ~ em quanto importam

3:895 libras esterlinas de bonds?
XII. Qüe capital é preciso possuir em bonds, para se receberem 7i libras, n

shillings e 6 dinheiros de juro cada semestre?

CAPITULO V

Regra de cambio

M8. A palavra cambio, tomada em sentido proprio, quer dizer
troca de uma cousa por outra; tomada em sentido estricto, signi-
fica a permutação, ou troca de dinheiro por dinheiro.

Cambio commum, ou miudo, é o que se pratica, quando se troca
uma moeda por outra mais rara, mediante um premio chamado
agia.

Cambio de banco é a troca de dinheiro, ou de valores pecunía-
rios de uma cidade, ou reino, por valores pecuniarios, ou dinheiro
de outra cidade, Oll reino, mediante certo premio, que se dá aos
banqueiros. O cambio de banco faz-se por intermédio de letras de
cambio ou de letras da terra (§ 522).

O cambio póde ser interior, ou exterior: é interior, quando os
valores trocados são moedas da mesma cidade, ou reino; é exterior,
quando os referidos valores representam moedas de paizes diffe-
rentes.

549. O preço do cambio interior costuma regular-se a tantos por
cento, a favor pu contra uma das duas praças, ou ao par.



Quando se diz, que em Lisboa, o cambio sobre o Porto está ~
2 % contra Lisboa, entende-se que uma letra de tOO réis Sobre o
Porto, custa em Lisboa tO';! réis. Se o cambio sobre o Porto esti ..
ver a '2 % a favor de Lisboa, a letra de WO réls sobre o 'Porto
custará em Lisboa 98 rêis.

O mais conveniente para o negociante de Lisboa, que precisa
remeuer alguma letra para o Porto, é que em Lisboa o cambio so-
bre o Porto esteja o mais favorável possivel a Lisboa, porque eviden-

, temente elle comprará por esse modo o mesmo valor nominal pelo
preço mais baixo possivel.

Pelo contrario, o que convem mais ao negociante de Lisboa, que
saca sobre o Porto, é que o cambio esteja o mais desfavoravel pos-
sivel para Lisboa, porque, sendo elle verdadeiramente o vendedor
da letrq; quanto maior fór o preço, que lhe derem por elta, mais
ganhará.

Logo, no cambio interior, quando o cambio entre duas praças t!
des(avoravel a uma d'ellas, perde o negociante, que remette da
praça, onde o cambio é desfoooraoel, ~ ganha o neqociante, que saca.
lnoersamente ganha o negociante, que remette, e perde o que saca,
quando ambos os negociantes pertencem á praça a que o cambio d
{avoravel

O negociante de uma praça que precisa mandar dinheiro para
outra praça, póde, em vez de mandar dinheiro, comprar na pro-
pria praça uma letra sobre a outra e remettel-a depois ao seu cre-
dor, ou auctorisar este a sacar sobre elle a quantia em divida.

550. Problema. Devendo um negocial/te de Lisboa:50aOOO réis
a outro do Porto, qual será melhor, para payar a sua divida, re-
metter para o Porto, ou auctorisar o seu credor a sacar sobre
Lisboa, suppondo que em Lisboa o cambio sobre o Porto está 2 %

contra Lisboa e no Porto o cambio sobre Lisboa está { 1/2 % a favor
do Porto.

N'este caso ambos os cambios estão desfavoráveis a Lisboa, po-
rém, como o do Porto é menos desfavoravsl, o melhor é dar or-
dem ao credor do Porto para sacar sobre Lisboa. O calculo con-
firma isto mesmo.

Se o negociante compra a letra em Lisboa, para a remetter para o
Porto, tem de dar W2 reis em dinheiro por cada i00 reis nominaes,
logo, designando por x o custo de ~50aOOO reis nominaes, será

iDO : i02 :: 250~OOO : x e x= 255;llOOO
Se o negociante do Porto, com auctorisação do de Lisboa, saca

sobre Lisboa, o valor da letra deve er tal, que a sua venda no
Porto produza t50aOOO reis em dinheiro, e como por cada t 00
réis da letra elle obtem 1.00 - f ,5 reis em dinheiro, segue-se que.
se fôr y o valor nominal da letra, será

100 -l,ri : iOO:: ~50;llQOO: y e y = 253$807 réis



Logo, na primeira hypothese, o negociante de Lisboa compra a
letra que remeue por ~55i$OOO réis, e na segunda, tem de dar por
a letra, que lhe é apresentada, 253a807 réis.

É, pois, mais economico para o devedor, n'este exemplo, aucto-
risar o credor a sacar do que fazer elle a remessa.

õ51. O preço do cambio exterior costuma regular-se: suppondo
que uma das praças dá sempre a mesma porção de moeda, dá o
certo, e a outra dá uma porção variavel de moeda, dá o incerto.
As moedas·, a que se referem' os dois termos d'esta especie de
eqnivalencla, de que resulta o preço do cambio exterior, são sem-
pre as mesmas para cada paiz. Por este modo o preço do cambio
entre duas praças póde enunciar-se, mencionando só o termo va-
riavel. ou incerto, da equivalencia, visto suppor-se conhecido o ou-
tro, 011 o certo.

Quando se diz, por exemplo, que em Lisboa o cambio sobre
Londres está a 53, entende-se, que em Lisboa uma letra de 53 di-
nheiros esterlinos (pence) sobre Londres custa 11$000 reis, porque
suppõe-se sabido, que a praça de Lisboa dá sempre t aOOO réis á
de Londres e que esta praça dá o incerto á de Lisboa, sendo a sua
moeda de cambio o dinheiro esterlino.

Chama-se curso dos cambios de uma praça a uma tabe11a,
que contém os preços dos cambios d'essa praça com as praças que
Lêem com ella relações commerciaes.

Lisboa dá o certo a Londres, a Amsterdam e ás praças do Bra-
sil, e o incerto a Paris, Bruxellas, Hamburgo, Genova, Vienna,
Trieste, Nápoles, Madrid e Cadiz.

Lisbóa dá t~OOO réis a Londres, 4.0 cruzados, ou 1MOOO réis
a Amsterdam e 100 réis ás praças do Brasil. A moeda de ,cambio
em Londres é o dinheiro esterlino (penny), a de Hamburgo é o
marco imperial (reich-mark), a de Amsterdam o florim e a do Bra-
sil o real. Quando no Brasil se diz' que o cambio sobre Portugal
está a 250, por exemplo, deve entender-se que tOO réis portu-
guezes (tOO réis fortes) valem 250 réis do Brasil (250 réis fracos).
Portugal recebe de Genova e de Napoles 3 liras novas (ou francos),
de Hamburgo I marco, de Paris e de Bruxellas 3 francos, de Vienna
e Trieste f /lorim. e de Madrid e Cadiz t peso forte ou 5 pesetas.
Londres dá sempre t Mm 'esterlina a Paris e a Geriova e recebe
sempre 1 peso forte, ou 5 pesetas, de Madrid e MOOO réis do Brasil i.

1 Chamam-se moedas de cambio ás moedas a que se referem os preços dos cam-
bios. A moeda de cambio pódo ser real ou fictícia. Em Portugal a moeda de cambio
é o real para a maioria das praças e é o cruzado para outras. Ambas estas moedas
são actualmente ficticias. Em .. rança a moeda de cambio é o franco, que é uma
moeda real.

2 Nos cursos dos cambios publicados em Portugal e no Brasil não costumam ap-
parecer cotados os cambios entre as praças d'um e outro paiz, naturalmente por-
que quasi todas as transferencias de fundos entre os dois paizes se effectuam por
intermedio da praça de Londres. Costumam, porém, os negociantes tomar para
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Paris I recebe sempre i peso de Madrid, e tOO liras novas de Ge-
nova.

O curso dos cambies de qualquer praça contém os preços dos
eambios á vista, a 30 d. v. (30 dias de vista), 90 d. d. (90 dias
de data), 3 m. d. (3 mezes de data), etc. Estas abreviaturas signi-
ficam que o vencimento das letras se verifica, logo que elIas sejam
apresentadas ao sacado, 30 dias depois da apresentação, ou do
acceite, 90 dias depois da data da letra, 3 mezes depois da mes-
ma data, etc. .

552. Problema. Um neqocumie de Lisboa deve a outro de Lon-
dres 1600 libras e .f5 shillings, estando pm Lisboa o cambio sobre
Londres a 53~, e. em Londres o cambio sobre Lisboa a 53~. Qual
será mais vantajoso ao devedor remeuer uma letra para Londres,
ou auctorisar o seu credor n'esta cidade a sacar sobre Lisboa?

No caso da remessa da letra o negociante tem de despender uma
quantidade x de réis tal, que, por cada 53 ~ dinheiros esterlinos,
dê .f~000 réis, logo é •

{di'
532 : i6001b i5·b:: iOOO: :e

Reduzindo a dinheiros os termos da primeira rasão, e effectuan-
do os calculos, vem

x= 7:i80~93~ réis

No caso do correspondente de Londres sacar sobre Lisboa, a
despeza feita pelo negociante d'esta cidade deve ser tal, que, por
cada 53 ~ dinheiros em divida, pague MOOO reis, Jogo, sendo y o

preço do cambio entre as p'raças de Portugal e as do Brasil o que resulta da com-
paração entre o valor da libra esterlina fixado por lei em Portugal e o seu valor
variável resultante do preço do cambio sobre Londres nas praças do Brasil. Sup-
pondo que no Rio de Janeiro o cambio sobre Londres está a 2i ~ faz-se a com-
paração, empregando as seguintes proporções:

iiã:~40::i()()():x

4500:iOO::x:y

das quaesa primeira dá o valor da libra em moeda fraca ou brasileira e a se-
gunda o equivalente a iOO réis fortes em moeda [raca ou brasileira. Multiplicando
as proporções acha-se y = 250. Logo o cambio sobre Lisboa no Rio de Janeiro
pede reputar-se a 250, quando n'esta ultima praça o cambio sobre Londres está
a 21.~. Na mesma bypolhese a libra esterlina vale it~250 réis fracos ou em moe-
da hrasileira.

1Paris está dando o incerto II todas, ou qnasi todas as praças commerciaes. No
curso do! cambios da praça de Paris figura já a praça de Lisboa dando o certo,
i,DOO réis, a Paris.
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. numero de réis, que o negociante ha de pagar, será
5d•1

538 : :l.6001h 15'·:: :1.,,000: y

Effectuando as operações, como na primeira hypothese, acha-se
y=7::l.6~$:l95 réis

Vê-se. pois, que é mais favoravel ao devedor o saque que a re-
messa. Nem mesmo era difficil antever este resultado, sem fazer
calculos, porque, pagando-se com 1~000 réls, ora 53 ~ dinheiros

esterlinos, ora 53: dinheiros esterlinos. não póde restar duvida de
que é mais vantajoso o segundo caso. isto é, aquelle em que, com
o mesmo dinheiro, se paga maior divida.

553. Em geral, para quem remeu», dando o certo, é mais favo-
ravel o cambio mais alto. porque com o mesmo dinheiro compra
maior valor nominal, e dando o incerto, é melhor o cambio mais
baixo, porque com menos dinheiro compra o mesmo valor nominal.

Pelo contrario ao sacador é mais desfavoravel o preço mais baixo,
quando dá o certo, e o preço mais alto, quando dá o incerto.

Os interesses do sacador são sempre oppostos aos da pessoa,
que remette a letra, porque aquelle vende o que esta compra.

554.. Problema. Um negociante de Lisboa deseja mandar para
o seu correspondente em Paris 825,40 [roncos, estando em Lisboa
o cambia sobre Paris a 540 e em Paris a cambia sabre Lisboa a 545.
Qual será mais conoeniente ao. neçociante, remetter, au ouctorisar
osaque ?

Não é difficil conhecer, sem effectuar o calculo, que o segundo
meio é peior que o primeiro, porque é mais vantajoso pagar 3
francos com MO réis do que com 541>reis.

Desejando-se comtudo effectuar as operações, para se conhecer a
differença entre as duas quantias despendidas; ter-se-há, para o
caso da remessa,

31<'·: MO" :: 825"', ,40 : a: . ou x = i4,8~57 ~

e para o ca~o do saque
2ou y = :l4,9~94' ii

555. Problema. Um portuque«, tenda de parti?' para Madrid,
precisa trocar 3:o00t$OOO reie par dinheiro. hespanhol, QI/r iorçõo
de dinheiro deve receber, suppondo que em Lisboa o cambia sobre
Madrid está a 900?

A praça de Madrid dá o certo, 1 peso ou 5 pesetas, á de Lis-
boa, logo

900 : 5 :: 3600$000 : x ou x = ~OOOOpesetas
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5ts6. Problema. Quanto tem de despender um negociante de Ma-
drid, que precisa remetter para Lisboa uma letra de 8251$000 reis,
supponâo: LO, que em Madrid o cambio sobre Lisboa está a 895 a
2 mezes de oisto ; 2.°, que em Lisboa o desconto está a 6%?

Como a letra remettida para Lisboa só se vence 2 mezes depois
do sacado assignar o acceite, é evidente que, para o negociante de
Lisboa não esperar pelos 8256000 réis, deve ser talo valor de le-
tra que, sendo descontada em seguida ao acceite, produza imme-
diatamente 825~000 réis.

Estando em Lisboa o desconto a 6% ao anno, ou ~% ao mez,
é claro que 100 réis em 2 mezes soffrem o desconto de f real, e,
portanto,

99 á vista: iOO a 2 mezes:: 825~000 á vista: x' a ::t mezes

Logo a letra remeuida para Lisboa deve ter de valor nominal x'
réis, e como elIa ha de ser comprada a rasão de 5 pesetas por
cada 89::; reis, segue-se que, sendo x o custo da letra, será~

895 réis a 2 mezes : fi pesetas á vista:: x' réis a 2 mezes : x pesetas á vista
x = 4.655,q,8 pesetas pagas á vista

Na pratica emprega-se geralmente a regra conjuncta (§ 503) na
resolução d'estas questões de cambio. No caso presenle a regra
conjuncui é a seguinte

a: pesetas á Yista§ 825$000 réis á vista
99 réis á vista iDO réis a 2 mezes

895 réis a 2 mezes 5 pesetas á vista

e, por isso, tem-se
x x 99 x 895 = 825~000 X iDOx 5

e 825"000 X HlOX 5
a:= ~ 99X~ OU X = 4655/1<8pesetas

o nominal da letra é x'=833~333 ifa reis.
557. Diz-se que o cambio é directo, quando a reducção de mi e-

das de uma praça a moedas de outra se faz sómente segundo os
preços dos cambios entre as duas praças; e diz-se que o cambio é
indirecto, quando a ~esma reducção se faz proporcionalmente aos
preços dos cambies de uma ou mais praças intermedias.

O negociante de Lisboa, que tem de mandar para Londres certa
quantia de dinheiro, em vez de remetter directamente para Lon-
dres, ou de auctorisar o seu correspondente de Londres a sacar
directamente sobre Lisboa, póde recorrer a uma terceira praça, ou
a mais de uma, para realisar por intermédio d'ella, ou d'ellas a
sua remessa.

Preferindo o negociante de Lisboa este ultimo modo de remet-
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ter dinheiro, pôde comprar em Lisboa uma letra sobre a praça in-
termedia e remettel-a depois para Londres, a fim do seu corres-
pondente n'esta cidade a negociar.

Este modo de remetter dinheiro de Lisboa para Londres offerece
um exemplo muito simples de cambio indirecto. '
558. Problema. Estando o cambio sobre Paris a 560 em Lis-

boa, e a 25 em Londres, quanto tem de gastar o negociante de Lis-
boa que quer remetter 1600 libras e 15 shillings para Londres
por intermedio da praça de Paris i.

A letra remettida de Lisboa deve representar francos, e como
ella ha de ser negociada em Londres, onde o cambio sobre Paris
está a 25, segue-se que por cada 25 francos nominaes, que a le-
tra representar, se cobrará 1 libra em Londres. Logo represen-
tando x' o numero de francos designado na letra, será

i libra: 25 francos:: i600 libras e i5 shillings : x' francos

O custo X da letra de x' francos em Lisboa é dado pela proporção
3 francos : 560 réis :: x' francos : x réis

Multiplicando ordenadamente estas proporções depois de redu-
zidas a shillings as libras, vem

20X3: 25x 560:: 320i5 xx' :x'xx
ou 20X3:25x560::320i5:x e x=7:/J,70M66iréis

Hesolvendo O mesmo problema pela regra conjuncta, como é mais
proprio e mais usado, tem-se
a; réis §i600 libras e i5 ShillingS~ IC réis <>320i5 shillings
i libra 25 francos ou 20 shillings <> 25 francos
3 francos 560 réis 3 francos <> 560 _réis

e - 3~Oi5X25X560 -7'[, 70Jl'i66 ~ é'x-~-3-- .l 'IP sr IS

Comparando este resultado com o que se' obteve no ~ 552, re-
conhece-se, que é muito mais favorável ao negociante de Lisboa
effectuar a remessa do ,dinheiro para Londres pelo cambio directo,
quer seja remeuendo, quer auctorisando o saque, quando o cambio
está em Li.boa a 531/~ e em Londres a 535/S' que mandar o di-
nheiro por o cambio indirecto, tomando para intermedia a praça de

1 A seguinte regra conjuncta
x dinheiro. <> iOOOróI!

560 réis <> 3 franco.
:15 francos <> 240 dinheiro.

ensina a achar o preço o:= 51 ; do cambio directo entre Lisboa e Londres equi-
valente ao cambio indirecto entre as mesmas praças por intermedio da de Paris.
Dá-se por isso ãquelle valor de x o nome de paridade nas questões em que se
trata de cambio indirecto.
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Paris, no caso de estar o cambio sobre Paris a 560 em Lisboa e
a 25 em Londres.

Para a comparação ser mais exacta é necessario, comtudo, at-
tender ás despezas feitas com comrnissões, corretagens, etc., que,
em geral. influem mais no cambio inairecto, que no directo.

559. Problema. Um negociante de Lisboa quer pagar a outro
de Paris 4065,30 francos, remeuendo para esta cidade uma letra
sobre Madrid. Qual sl'rá O custo da letra, estando o cambio sobre
Madrid em Lisboa a 892 a 3 mezes de vista. em Paris a 4,,9 {ran-
cos, e suppondo que em Paris o desconto está a 6 % ao armo'! .

O numero de pesetas designado na letra deve ser tal, que, de-
pois de feito o desconto correspondente a 3 mezes, produza em
Paris 4065~30 francos.

A regra conjuncta, pela qual se resolve este problema, é a se-
guinte

x réis á vista<> 4065,30 francos á vista
ioo - 6 X ~ ou 98 ~ francos á vista <>:1.00 francos a 3 mezes

4,9 francos a 3 mezes <> 5 pesetas a 3 mezes
õ pesetas a 3 mezes·<> 892 réis á vista

x= 75i$320 réisda qual se tira

EXERO:IC:IOS

I. Quanto deve receber em Lisboa um sujeito, a quem o seu correspondente do
Rio de Janeiro remelte 2 contos de réis fracos, suppondo que no Rio o cambio
está a 252 a, 30 d/v (3,0 dias de, vista) e qu~ em Lisboa a taxa do desconto é 6 %?

II. Reduzir iOoo libras a réis ao cambio de 53 5116''
III. Reduzir 245 libras, 6 shillings e 3 dinheiros a réis, ao cambio de 54~.

IV. Reduzir iO contos de ré is a dinheiro esterlino, ao cambio de 53~.
V. Reduzir i:3:572~866 réis a dinheiro esterlino, ao cambio de 53.
VI. Que valor deve ter uma letra sobre o Porto comprada em Lisboa por

i02~000 réis, quando o cambio em Lisboa está a 2% a beneficio da letra?
VII. Reduzir 473,35 florins de Amsterdam a réis, ao cambio de 43 ~ {forins

por :1.6;1000réis (43 ~ grotes ou dinheiros grossos por um cruzado).

VIII. Reduzir 723$4i5 réis a marcos banto de Hamburgo, ao cambio de 222~
por marco (1 marco banco tem i6 shillings).

IX. Reduzir 4/j,84 florins ou guldens e 20 kreutzers de Vienna a réis, ao cambio
de Mí2 réis por :I. florim (cada florim ou ~ulden tem 60 kl'eutzers).

X. Calcular o cambio indirecto de Paris com Amsterdam por Londres e Ham-
burgo, estando o cambio de Paris com Londres a 25,30 francos por libra, o de
Londres com Hamburgo a i2 marcos banco e :1.0 shillings por libra esterlina e o
de Hamburgo com Arnsterdam a 35 florins por 40 marcos banco.

XI. Um negociante de Lisboa deve a outro de Londres 1206 libras esterlinas.
Em Lisboa o cambio sobre Londres está a 5213/16 e o cambio sobre Hamburgo está
a 223 réis por marco, e em Hamburgo o cambio sobre Londres está a :1.3marcos
banco e 8 shillings por libra esterlina. Qual é melhor remetter directamente para
Londres, ou remettec para Hamburgo, dando ordem ao correspondente n'esta ci-
dade para remetter para Londres 't



XII. O cambio de Paris sobre Berlim está a:5'ij francos por :1.00tholer« ou dol ...
lars prussianos, o de Berlim sobre Hamburgo está a 152 thalers e 2silver groschen
(ou silbergros) por :300 marcos banco, e o de Hamburgo sobre Londres a i3 mar-
~08 banco e :1.0~ shillings por libra esterlina. Quantos francos precisa gastar o ne-
gociante de Paris, que quiser remelter para Londres tOoo libras esterlinas, por
via indirecta de Paris sobre Berlim, de Berlim sobre Hamburgo e de Hamburgo
sobre Londres? (Cada thaler ou rixdale tem 30 silver grosch.en ou silbergros).

CAPITULO VI

Regra de companhia-Regra de mistura ou de liga
Regra de falsa posição

560. A regra de companhia ensina a dividir os lucros, ou
perdas de uma sociedade, ou companhia, pelos seus associados.

A divisão dos lucros ou perdas faz-se tomando por base os dois
seguintes principios, geralmente admittidos na pratica do cornmer-
cio: Lo O~lucros, ou perdas, são directamente proporcitmaes ás en-
iradas, isto é, aos capitaes com que os socios contribuiram, quando
os tempos são iguaes; 2.0 Os lucros, ou perdas, são directamente
proporcionaes aos tempos, quando as entradas são iquaes,

D'estes dois principios, inteiramente análogos aos que serviram
de base á regra de juros (~ 509), se deduz (~ 4.72) o seguinte pre-
ceito para resolver qualquer questão de regra de companhia: Os
lucros, ou perdas, que competem aos socios de uma companhia, ou
sociedade, são directamente proporcionaes aos productos das entra-
das dos socios pelos tempos correspondentes a essas entradas.

561. A regra de companhia pôde ser simples, ou composta: é
simples, quando são iguaes as entradas de todos os socios, ou iguaes
os tempos por que elles contribuiram; é composta, quando não são
iguaes, nem as entradas, nem os tempos.

Na regra de companhia simples o lucro, ou perda, total de uma
sociedade divide-se, ou rateia-se pelos socios proporcionalmente
aos tempos, se as entradas são iguaes, e proporcionalmente eis en-
tradas, se os tempos são iguaes; na regra de companhia composta

. o lucro, ou perda total da sociedade divide-se, ou rateia-se. pelos
socios proporcionalmente aos productos das entradas pelos tempos.

A regra de companhia, ou seja simples ou composta, é pois uma
applicação da regra das divisões proporcionaes.

Applicando esta regra (~ 374) ás questões de regra de compa-
nhia, acha-se que na regra de companhia simples é: a somma das
entradas rios socios, para o lucro ou perda da sociedade, assim como
a entrada de qualquer delles, para o lucro, ou perda, que lhe cor-
responde, quando os tempos são iguaes ; e é a somma dos tempos,
para o lucro ou perda da sociedade, assim como o tempo de qual-
quer socio, para o lucro ou perda, que lhe corresponde, se as en-
tradas são iguaes, Applicando a mesma regra das âioisões propor-



cumaes á regra de companhia composta tem-se: a somma dos pro-
duetos das entradas dos socios pelos tempos, está para o lucro ou
perda da sociedade, assim como o producto da entrada de qualquer
socio pelo seu tempo, está para o lucro, ou perda, do mesmô socio,

As questões de regra de companhia, assim como todas as que .
dependem da regra de tres, podem tambem resolver-se pelo me-
thodo de reducção a unidade. '
562. Problema. Tres sujeitos associaram-se para fundar uma

fabrica, entrando um com 36 contos, outro com Mi e o terceiro com
27 contos, Aconteceu, porém, que, passados 4 annos, a fabrica teve
de fechar, porque dava já i8 contos de prejuizo. Pergunta-se qual
foi a perda, que teve de solfrer cada um dos socios.

N'este exemplo os tempos são iguaes, porque os tres sujeitos
entraram na mesma época com os seus capitaes e todos tres saí-
ram na mesma occasião, quando as circumstancias obrigaram a fe-
char a fabrica. Trata-se, pois, de resolver uma questão de regra
de companhia simples, no caso de serem iguaes os tempos.

A proporção que deve ser empregada é, portanto, a primeira
das duas (§ 561) acima enunciadas. ~

Designando por x, y e z as perdas dos tres socios tem-se

36+Mí+27: i8::36:a; ,
::45: y
::27: s

ou
6: i:: 36: c

::45: y
::27: z

Resolvendo cada uma das tres proporções, e advertindo que a
unidade adoptada é i :OOO~OOO réis, "em

x = 6: OOO~OOOréis, y = 7 :500~OOO réis e s = Q.:500~OOO réis

Querendo empregar o methodo de reducção a unidade, na reso-
lução d'este problema, é necessário calcular primeiro a perda, que
soffreria um socio, que entrasse só com 1 conto de réis. Suppondo
que, em vez de 3 sócios entrando um com 36 contos, outro com
45 contos e outro com 27 contos, havia 36+45+27 socios, con-
correndo cada um com 1 conto de réis, é evidente que, sendo en-
tão iguaes os tempos e iguaes os capitaes, todos os socios deviam
soffrer perdas iguaes e por consequencia que, se a perda da SOCIe-
dade foi 18 contos, a perda de cada sncio seria 36+~:+27 contos
de réis. Multiplicando este quociente por 2, 3, 4, etc., tem-se a
somma das perdas de 2, 3, 4, etc., socios, na hypothese de todos
contribuírem com um conto, ou a perda de um unico socio, que
tivesse contribuído com 2, 3, 4, etc. contos de réis.
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Resulta do exposto que
~ . ~ ~

IZ= 311+4~+ '7 X 36, Y= 36+45+l!7 X ~5, z = 36+411+~7X \!7
563. Problema. Seis mezes depois de dois sujeitos haverem en-

cetado certa negociação, entrando cada um com 6:5008000 réis, foi
admittido um terceiro socio, que tambem contribuiu com 6:5008000
réis, e 8 mezes depois da, entrada d'este socio ainda foi admiuido
outro, com a condição de contribuir tembem com 6:5008000 reis ..
Dois annos depois de começar a empresa, quando pela primeira vez
se encerraram as contas, resolveu-se repartir pelos quatro sacias um
dividendo de 3:900aOOO réis, reservando-se o restante dos lucros
para a continuação do negocio. Qual foi o lucro que tocou a cada
um dos 4 'sociosi .

N'este exemplo as entradas são iguaes e os tempos são diffe-
rentes, e por isso ainda se trata de uma regra de companhia sim-
ples; mas, a proporção, de que se deve fazer uso, é a segunda das
que (~ 561.) se enunciaram. Os dois primeiros sncios têem comtudo
lucros iguaes, porque entraram com iguaes capitaes por iguaes
tempos. Designando porz o lucro de cada um dos dois primeiros
socios, por y o lucro do terceiro e por z o do quarto, e advertindo
que cada um dos dois primeiros sacias teve o seu capital empre-
gado na negociação por 2 annos, ou 24 mezes, que o terceiro só
o teve por t4 - 6 ou f 8 mezes e o quarto por 24 - 6 - 8 ou
f O mezes, ter-se-ha

j!4+24+ i8+ lO: 3900$000:: 24: 1&

:: i8: y
:: tO::l

ou
19 : 975ilOoo:: 24 : 1&

:: 18: y
:::10: z

e effectuando as operações
i8 4 . l.7

1&= i:23i$578I9, y=923$684t9, z=5i3,ji157 i9

Querendo empregar o methodo de redacção a unidade é necessa-
rio raciocinar, como se todos os socíos entrassem com ü:500aOOO
réis por um só mez. É evidente que n'esse caso o lucro total de
24 socios, cada um dos quaes entrasse por 1 mez, seria igual ao
lucro, que competiria ao socio unico, que contribuisse por 't4 me-
zes com uma quantia igual á somma das contribuições dos 24 so-
cios. Discorrendo do mesmo modo, para os outros socíos, con-
clue-se que, se em vez de 4 socios, entrando '2 por 24 mezes cada
um e os outros por 18 e por tO mezes, se tivessem '24+24+18+10
entrando todos por 1 mez, e com iguaes capitaes, o lucro de cada

d' II . 3900,jiOOO E d Ium e es sena 26,+26,+ i8+W' ,como a somma os ucros de
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24. d'estes socios é igual ao lucro de um só, que entrasse por 24,
mezes com um capital igual á somma das entradas de todos aquel-
les, segue-se que

3900~OOO ~f. _ 3900~OOO '8 3900~OOO 'O
x=!!4+íl4+1.8+1.0X."" Y-~4+íl4+18+l.OX1 ,z=24+íl4+1.8+l.OX1

564.. Problema. Um negociante começou uma empreza com réis
216t!000, ~ mezes depois associou-se-lhe outro, que entrou com réis
3:34.8t!000 e t4. mezes depois da entrada d'este foi admittido um
novo socio, que contribuiu com 5:4006000 reis. A empreza durou
6 onnos, deixando por fim 8:64.06000 reis de lucro para repartir
pelos socios. Qual é a parte que pertence a cada socior

Trata-se agora de uma regra de companhia composta, porque
não são iguaes, nem as entradas, nem os tempos.

O primeiro socio teve o capital empatado por 6 annos; ou 72
mezes, o segundo por 72 -~, ou 64 mezes, e o terceiro por
72-8- 14, ou 50 mezes.

Applicando a este caso a correspondente proporção (~ MI)
tem-se

2i6000. 72+33lJ.8000. 64+54,00000. 50: 8640000:: 2i6000. 72 : a:
:: 334,8000.64, : y
:: M,OOOOO.50: z

ou
H57 : 20:: i55521ooo: x

:: 2t427'.!~000 : y

:: 2700001000: z

íll.9
X = 2681833 H57

!O89Y =3:7031923 H57
1.006

Z =lj,:667~24.2H57

Para se applicar a este problema o methodo de reâucçõo a uni-
dade é necessario começar pela determinação do lucro, que com-
petiria a um sócio, que contribuisse com t real por 1. mez. Um so-
cio que contribue com 2-166000 réis por 72 mezes deve ter tanto
de lucro, como 216:000 socios, ,que contribuem com 1 real por 72
mezes, ou como 216000X72 socios. cada um dos quaes tenha
entrado com 1 real por 1 mez. Substituindo, pois, ao socio, que
contribuiu com 2166000 réis por 72 mezes, 216000X72 socios
contribuindo com 1 real por f mez, ao que contribue com réis
3:3481$000 por 64 mezes, 33í8000X64 socíos contribuindo com
t real por ,1mez e ao que entrou com 5:4006000 réis por 50 me-
zes, 54.00000 X 50 socios coutribuíudo com ,1real por 1 mez, tem-
se uma sociedade tle'216000X7'2+33M~lOOOX6~+54.00000X50
socios, cada um dos quaes entrou com I real por 1 mez. Dividindo
o lucro lotai da sociedade, 8:6406000 réis, por o numero total
d'estes socios, tem-se o lucro do socio, que entrou com 1 real por
t mez, isto é,

86~OtSOOO
21.6000X72+334S000X64 + 5.()()(){)()X50



336

Este quociente multiplicado por 216~OOO réis dá o lucro do so-
cio que pagou 216~OOO reis por um mez, e o producto resultante,
sendo multiplicado por 72, dá o lucro do socio, que contribuiu com
2i6~OOO reis por 72 mezes ou 6 annos. Raciocinando do mesmo
m030 sobre as entradas e tempos dos outros socios tem-se afinal

8640"000 X2i6000X 72

z = 2i 6000X 72+ 3348000X64 +5400000X 50

, 565. Chama-se em geral regra de liga ou de mistura á re-
gra que ensina a resolver um dos dois seguintes problemas: 1 •o, da-
das as quantidades dos simples, ou as relações entre ellas, e os pre-
ços dos mesmos simples achar o preço do mixto; '.2.o, dados os pre-
ços dos simples e o do muito, achar os relações entre as quantida-
des dos simples, ou as mesmas quantidades. .

A regra de liga ou de mistura póde ser directa ou inversa. E
directa, quando ensina a achar o preço do mixto, sendo dados os
preços e as quantidades dos simples, ou os preços e as relações
entre estas quantidades; é inversa, quando ensina a achar as re-
lações entre as quantidades dos simples, ou estas mesmas quanti-
dades, suppondo conhecidos os preços dos simples e o do mixto,
ou os preços d'aquelles e d'este e a quantidade do mixto.

Distingue-se a regra de liga propriamente dita da regra de mis-
tura, em que a primeira trata especialmente das ligas, isto é, das
combinações chimicas de metaes, e a segunda trata de quaesquer
misturas. A regra de liga directa propriamente dita ensina espe-
ciahnente a achar o toque, ou titulo de uma porção de prata ou de
oiro, que resultou da combinação de duas ou mais qualidades de
prata ou de oiro, quando se conhecem os toques, ou titulas dos me-
taes combinados, e os pesos d'esses metaes, ou quando se conhe-
.cem os toques e as relações entre os pesos. A regra de liga inversa
propriamente dita ensina especialmente a achar as relações entre
os pesos de duas ou mais quantidades de prata ou de oiro, que se
pretendem combinar, ou os proprios pesos, quando se dão os to-
ques d'estes metaes e o da combinação, ou os toques dos simples
e o do mixto e o peso d'este,

Nas questões de regra de liga chama-se, em geral, prata ou oiro
á combinação chimica, ou liga da prata ou do oiro com outro me-
tal, que ordinariamente é o cobre, cujo valor se reputa nullo em
relação ao da prata ou do oiro.

A regra de liga propriamente dita não differe comtudo da regra
de mistura, da qual póde reputar-se um caso particular, senão em
se considerarem como preços os toques ou titulos dos metaes e
como valores as quantidades de prata, ou de oiro puro contidas
nas ligas.

y =2l6oooX72+3348000X64+5400oooX50
8640noooX 5400000x 50 .

a:= ~i6000X72+3348000X64+ 5400000X 50
sesosoco x 3348000X 64
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566. A regra de mistura ou de liga funda-se nos seguintes prin- •
cip ias : f .0, o calor da mistura é igual á somma dos ralares dos
simples, de que ella se compõe; 2.0, a quantidade (em peso ou em
volume) da mistura é igual á somma das quantidades dos simples.
A reqra de mistura não póde, portanto, applicar-se senão aos ca-
sos em que estas duas condições se realisarern.

567. Representando q a quantidade de um simples, isto é, o nu-
mero inteiro ou fraccionaria de unidades de volume ou de peso,
que entram n'elle, e p o preço do mesmo simples, ou o valor de
cada unidade, será qp o valor das q unidades, ou partes da uni-
dade.

Se a quantidade q designa o peso do simples, e se p é o toque,
suppondo que o simples é uma liga de prata ou de oiro, o produ-
cto qp designará a quantidade de prata ou de oiro puro, que se
contém no simples, ou o seu valor, visto que por hypothese o me-
tal, com que está ligado o oiro ou a prata, não tem valor algum.

Designando q', q", q'", etc .. as quantidades de outros simples,
pi, pi', v", etc., os seus preços. e P e Q o preço e a quantidade
da mistura, será QP o valor da mistura, e qp+q'p'+ql'p"+etc.,
a somma dos valores dos simples. Suppondo que para estes sim-
ples se verificam os dois princípios acima enunciados (~ 566), tem-se

QP= qp+ q'p'+q"p" +q'"p''' + etc,
Q=q+q'+q"+q"'+elc.

Dividindo a primeira igualdade pela segunda, acha-se

Por esta formula é facil calcular o preço P da mistura, quando
forem conhecidas as quantidades q, q', q", etc., dos simples e os
seus preços p, pi, p", etc.

A traducção em linguagem vulgar da formula (1) dá a regra de
liga directa, cujo enunciado é o seguinte: Opreço do rnixto outem-se
muliiplicando as quantidades dos simples referidas á mesma unidade
petas seus preços, e dividindo a somma d'estes productos pela somma
das quantidades dos simples. .

568. Conhecendo, em vez das quantidades q, q', s". etc., dos
simples, outras quantidades a, a', ali, etc., que estejam com ellas
n'uma relação constante, tambem se póde calcular o preço do mixto,
se forem dados os preços dos simples. Designando r a relação con-
stante, que por hypothese existe entre as quantidades q, q', q", etc.,
e a, a', ali, etc., será

q q' q/l ,
ã=ãi= ãii = etc. = r ou s= ar, q'=a'", q"=a"r, etc.

e substituindo estes valores de q, q', s". etc., na formula (1) acha-se
22
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p _ ar]!+a1r]l'+allr]!lI+etc. (ap+a1p'+a'/p"+etc.)r
- a,·+a1r+al'r+etc.· (a+a/+a"+ etc.) r

e portanto 1) - a]l+a11"+allpl'+ etc. 2
- a+al+ a"+etc. • , .. ".",.". ( )

Fica assim demonstrado que o preço P do mixto não varia, quando
ás quantidades dos simples se substituem outras, que estejam com
ellas n'uma rasão constante.
569. Problema. Tendo-se misturado 84. litros de vinho de 90

reis o litro, com !O8 litros de 1'~5 réis o litro e 64. litros de vinho
de 1 J5 reis o litro, a. como ha de oenâer-se o litro da mistura, para
que da venda. nãu resulte oantaqem nem prejuizo ao cenâedor,

N'este exemplo é

s= 841 q'= lO81s">641P= 90" 1)'= i25" p"= H5"

e portanto q p = 84x 90"= 7~560 réis
q'p'= 108x i25" = 13$500 •
q"p"= 64x H5" = 7~360 »

qp+q'p'+q"p" =28$420 róis

q+q'+q"=256 litros
e

P= 288~20 ré!. _ il:1. ~ Ó·
256 - 256 r IS

Logo ° preço do mixto é H t 6~J;réis.
Achar-se-ia o mesmo preço do mixto. se, em vez de se mistura-

rem 84. litros do primeiro vinho. -108 do segundo e 64 do terceiro,
se misturassem, eor exemplo, 42 litros do primeiro vinho, 54 do
segundo e 3~ do terceiro, visto que (~ 5(8) os tres ultimos nume-
ros estão com os tres primeiros n'urna rasão constante,
570. Problema. Tendo-se misturado 4.qualidades de café na 1'Q,-

são de 2 partes em peso da primeira, para 3, 4. e ü partes em peso
das outras tres qualidades, a como ha de vender-se o lcilogramma
da mistura, suppondo que os preços das quatro qualidades de café
são respectivamente 380 reis o kiloqramma, 400 réis, 460 e 500 réis '?

N'este exemplo não se dão os pesos das quantidades de café,
que se misturam, mas sabe-se que é a=~, a'=3, 0."=4, a"/=5
e p=380rs, p'=400rS, p"=460rs, p'''=500rs, Fazendo uso da for-
mula (2) tem-se

ap=2X380"= 760 ré is
a'p'= 3x '100"= i~200 >

a"p"=4x6,60"=1~8~0 •
a"'p'"= 5x 500"= ~~500 •

ap+a'p'+a"p"+al"p"'=6~300 rérs

a+a'+a"+a"'= t4

P _ 68300 ré!. _ "'''' é'--t-4--'k<JV r IS
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o preço da mistura das quatro qualidades de café é, pois, 450
réis o kilogramma.
571. Problema. Suppondo que se fundiram juntamente 1J he-

ctogrammas de oiro puro, t8,3 "!zeclograrnrnas de oiro de 875 mil-
lesimos e 14. hectoqrammas de oiro de 708 millesimos, qual será o
toque ou titulo, com que fica a, Iíga resuluuue?

O peso de oiro puro contido na liga, que se pretende formar,
comprehende as seguintes parcellas ~ 1 t bectogrammas do pri-
meiro simples, '18,3XO,875 hectogrammas do segundo simples e
14XO,70R hectogrammas do terceiro simples.

Dividindo a somma d'estas tres parcellas, isto é, o peso de oiro
puro contido na liga, pelo peso total (t t + t 8,3 + 14 hectogram-
mas) da mesma liga, tem-se o toque. O calculo póde dispor-se do
seguinte modo:

qp = HlIg X 1000 = BOOO hectogrammas
9o'p' = i811V,3 x 875= i60i2,5 »

q 'p" = {g,flu x 708~ 99i2 )J

qp+q'p'+ q"p"= :.J(j9t.!4,5 hectogrammas
q+q'+ q"= 4a,3 hectogrammas

P = 36924,5 = 853
43,3

Logo o toque da liga é 853 millesimos.
N'este calculo fizeram-se 1000 vezes maiores os productos qp,

q'p', q"p", e por isso P veiu 1000 vezes maior do que o seu ver-
dadeiro valor, que é 0,85:3.
572.Preço medio de duas ou mais mercadorias -é o preço unico,

que pôde substituir-se a cada um dos preços d' essas mercadorias, de
sorte que a. somma dos seus valores se conserve a mesma.

A somma p q+p'q' +p"q" + etc. dos valores das mercadorias,
não devendo mudar de valor, quando cada um dos preços p, pi, p",
etc. d'ellas se substitue pelo preço medi o P, será

Pq+Pq'+Pq"+l'lc. =pq+p'q'+p"q"+etll.

e por consequencia P =pq+p'q'+P"q"+ etc.
q+ql-t- q" -t- etc.

Chama-se medio a este preço, porque o seu valor é maior do
que o menor de todos elles e menor que o maior. Com effeito, sup-
pondo que p e pi" designam o menor e o maior dos quatro preços
p, p', r". p'", será evidentemente

pq+p 9
'
+P qll+p qlll< pq+plql+p"9"+pI19"1 <plllg +p"'ql+pll'qll+plllq'"

q+ql+ql+9"1 q+9
'
+9"+qlll q+ql+q"+q'II

Dividindo os dois termos do primeiro e ultimo quebrado por
q+q'+q"+q'll, e substituindo o segundo quebrado pelo seu va-

:!~h



lor P, acha-se finalmente
p<P<p'fI

que é o que se queria demonstrar 1.

A regra de liga póde, pois, servir para achar o preço medio de
muitos simples, e por isso é tambem denominada regra de preço
media 2.

573. Problema. Tendo-se comprado 12 contos de reis em in-
3 i •

scripções a 41)~ por cento, 10 contos a 51"2 por cento e 8 contos a
5~,(30, qual faia preço media por que ficaram os 30 contos?
i2 contos a 4,9,7;) % imporlaram (§ 536) em i 2000$000 x 0,4,975 = 5970$000
iO» fi1.,50 » > iOOOO,jlOOOx 0,5 I1SO= 5i50,jl000
8 52,60 » » 8000;3000 x 0,;)260 = 4,208,jl000

30 contos nominaes importaram em ......•................. : . .. :15328$000

Logo :1 real nominal importou em !:~~~.ou 0,5:109

o preço media, n'este exemplo, é 0,5109, e os preços dos sim-
ples são 0,4975; 0,5'11)0 e 0,5~60. Estes preços representam os
valores de 1 real em inscripções. As quantidades dos simples são

1 Se as quantidaues q, q', q" etc. forem iguaes entre si, o pt'eço medio será igual
ao meio arithrnetico (§ 2:10) de todos os preços. Não sendo iguaes entre si aquel-
las quantidades, ainda o preço medio será igual á media arithmetica dos preços,
comtanto que cada uma das mercadorias se considere formada de outras do mesmo
valor e que as quantidades de todas ellas sejam iguaes entre si. Substituindo
por numeros inteiros as quantidades q, q', qfl, elc., o que sempre é possivel
(§ 568), tem- se

P = (p+p+p+ oto.)+(p'+p'+ eto.l+(p"+p'l+pll+ etc.) + etc.
(1.+1.+1.;- .IC.) +(1. +1. + etc.) +(1. +1. +1. + etc.j-j-etc,

e reconhece-se que o preço medio é expresso por um quebrado, no qual o nume-
rador é a somma de todos os preços, iguaes ou desiguaes, das diversas mercado-
rias, depois de reduzidas as suas quantidades a serem iguaes, e o denominador é
o numero das mesmas mercadorias.

2 A reqra de vencimento medio, ou pl'aso medio não differe essencialmente da
regra de preço medio, que l)a pratica se reduz á reçra de liga ou de mistura. A re-
gra de vencimento médio, ou praso medio ensina a achar o dia, em que devem ser
pag~s duas ou mais letras, que se vencem em dias dríferentes, de sorte que não
haja prejuizo para quem as paga, nem para quem as recebe. Deduz-se esta regra
procurando os valores actuaes (§ (23) das diversas letras e igualando a sua somrna
ao valor actual da letra unica de praso desconhecido. O calculo do valor actual da
letra pôde fazer-se empregando o desconto por dentl'o ou ra.cional, ou o desconto
por (ora ou commercial;

Sejam L, V, L", etc. os valores nominaes das letras, t, ti, til, etc. o tempo que
falta a cada uma para o seu vencimento referido ao anno, r a taxa reduzida do
desconto, referida tamhern ao anno, A, A', A", etc. os valores actuaes das letras,
e T o tempo que falta para o seu vencimento á letra unica, que ha de substituir
todas as outras.

. . L V
No caso do desconto l'aczonal ou valores actuaes das letras são I.+rl' I.+rll'
LII L+L1+L"+etc.

i+rlll' etc. I.+"T e portanto é ,
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12:000QOOO reis, 1ü:OOOa.OOOreis e 8:000aOOO réis. Multiplicando
estas quantidades veios preços correspondentes, sommando os pro-
duetos e dividindo a sua somma pela somma das quantidades dos
simples, acha-se, com efleito, o preço da mistura, ou antes o preço
'media. '

574,. Na regra de liga inversa não são conhecidas as quantida-
des dos simples, nem as relações entre ellas, porém conhecem-se
os preços tanto dos simples, como do mixto.

Suppondo que ha só dois simples, cujas quantidades são x e x',
ter-se-ha (S 567)

p=px+JI'X'
x+x' ou

Multiplicando os consequentes d'esta proporção por a mesma
quantidade, p' ou p, vem

ou JlX+P'x' P
lJX+px' =p

e suppondo (s 572)

L+LI+L"+ctc. L LI L"
i+r1' =l.+rt+l.+rtl+l.+rt,,+etc.

e successivamente

L(i-l.~,.t)+L'(i-l.:I,tI)+L"(i-l.+i"t,,)+etc.=

(
L LI L" )

= i+,'t+l.+rtl+l.+rtll+etc. rT
.4.t+Altl+Alltl'+ etc.

T= A+AI+AII+etc , ••.•••.•• (i)

No caso do desconto commercialos valores actuaes das letras são L(i-rt),
L'(i -rt'), D'(i-d'), etc. (L+L'+ L"+etc.) (i-1° T) e por consequencia é

(L'+D+L"+etc.) (i-l°T) =L(i-lot) +L'(i-rtl)+L"(i-d')+ etc.

ou (L+L'+L"+etc.) T=Lt+ L't'+ L"t"+etc.

L t+LltI+Llltll+ r-te. (2)T= L+LI+LII+etc, ••........•.•••.•••••e

Estas duas formulas (i e 2) são analogas ás do pl°CÇO mcdio (§ 567) comtanto
que se considerem os prasos dos vencimentos como preços e como quantidades
dos simples os valores actuaes das letras, ou os seus valores nominaes, segundo
se empregar o desconto racional ou o cornmercial Na primeira das duas íorrnu-
Jas o valor T do praso media depende da taxa r, porque d'ella dependem os va-
lores de A, A', A", eLe., na. segunda o praso media é independente de r. ,

Chama-se ,-cgm de vencimento com1llum, ou proso commum aquella que ensma
a achar o valor nominal de uma letra unica, que se pretende substituir 'a diver-
sas, suppondo conhecidos os dias de vencimento tanto d'aquella como d'estas e
os valores nominaes das letras substituidas. É claro que, conforme se empregue o
desconto racional, ou o commercial, assim se terá para, valor nominal da letra única

(A+A'+A"+etc.) (i-rT) ou A+A'+A"+etc.
i-r l'



será (~ 365) (p'-p)x x+x' ou (p'-p)x' x+x'7-p = -1.- p.:::p= -1.-

e consequentemente
p'-p :p'-P::X+x':x!

. p'_p :P-p::x+x':x'l'" (:1.)

N'estas proporções x+x' é a quantidade do mixto, x é a quan-
tidade do simples de menor valor e x' é a quantidade do simples
de maior valor. Enunciam-se (JS dnas proporções dizendo: a diffe-
rença entre os preços dos simples, está para a dilferença entre o
preço do mixto e o do simples de maior valor (ou de menor valor)"
assim como a quantidade do miaio está para a quantidade do sim-
ples de menor rolor (ou de maior valor).

575. Igualando os dois valores de x +x' achados no ~ precedente
tem-se

(pI p)x (pl-p)xl
7-p= P-P,

dividindo ambos os membros por p'_ p e alternando vem
x: x'::p'-P: P-p (2)

Logo as quantidades de dois simples, que se misturam, estão na
rasão inoersa das differenças entre o preço do miaus e o de cada
simples. E n'esta proporção que consiste propriamente a regra de
liga inversa simples, isto é, a reqra de liga inversa no caso de se-
rem sómente 2 os simples.

Conhecida por esta proporção (2) a relação entre as quantidades
\ dos simples, que hão de ser misturados, bastará recorrer á regra
das divisões proporcionaes (~ 374) para se obter o valor absoluto
de cada uma d'ellas, quando se supponha conhecida a quantidade
do mixto. Fazendo nas proporções (1) do numero antecedente x+x'
igual a qualquer numero, igual a 1 por exemplo, acham-se para a:
e x' dois numeros, cuja relação é igual a relação entre as quanti-
dades dos simples.

576. Problema. Em que proporção se deve misturar farinha de
580 reis o kiioçramma com farinha de 510 reis o kiloçramma, a
fim de que a mistura se possa vender sem vantagem nem prejuízo,
a 5!~0reis o kilogramma'l

Designando por a: a quantidade, que ha de empregar-se da fa-
rinha de 1180reis e por x' a da farinha de 5W réls, tem-se (~ 575),

x 540-510 x a
Xi = 58õ=54o e portanto Xi = 4

Logo O peso da farinha de 580 réis deve estar para o da farinha
de 510 réis na rasão de 3:~.

Na pratica dispõe-se a operação assim
580 5~0-5iO=30 ... x

5~O
510 580-54,0=4,0 ... x'
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Por meio da proporção (1), e fazendo x+x'=I, acha-se tambem

580-;HO: 540-510:: f. : x ou 7: 3:: { : x e

o valor de x' póde achar-se ou pela proporção
580-5!O: 580-MO:: I: x' ou pela igualdade

Por qualquer dos modos acha-se

xl=~. 7,

Se se tivesse feito x + x'= 7 obtinha-se
x=3 e x'=4

577. Problema. Em que proporção se deve misturar cinho de
170 réí'S o litro com agua para que o preço medio da mistura seja
1CO reis o litro'!

Este problema resolve- se como o anterior, com a differença, po-
rém, de se poder suppor zero o preço da agua. Admittindo esta
supposição, tem-se

1.70 iOO-O= 100... xtOOo i70-iQO= 70 ... x'

Logo a relação do vinho para a agua deve ser 100: 70 ou 10: 7.
A proporção (1) dá n'este exemplo

170-0: 100-0:: t : x ou

e

578. Problema. Em que proporção se deve fundir prata de 916
millesimos com prata de 820 millesirnos, para que a liga tenha flOO
millesimos de toque '!

9t6 900-820 =80 ... x
900

820 9t6-900= {6... x'

Logo a prata de 916 deve estar para a de 820, na rasão de
80>16 ou de 5:-1.

5i9. Quando ha mais de dois simples a regra de liga, ou de mis-
tura incersa toma a denominação de rrqra de liga composta.

Um dos meios i de resolver as questões d'esta ordem consiste
em formar, com todos os simples dados, ili\'ersas misturas parciaes

1Outro meio de resolver as questões de l'egra de liga composta consiste em
formar, com todos os simples, duas misturas parciaes, tomando partes arbitrarias
d'eJles e compondo uma das misturas com os simples de preço menor que o preço
do mixto e a outra com os simples de preço maior. Pela reqra de liga directa
acham-se os preços das duas misturas parciaes e com estes preços, e por meio da



todas de preço igual ao preço do mixto, contendo cada uma dois
simples, um de preço maior que o mixto e outro de preço menor.
Determinam-se pela regra de liga inversa simples as relações em
que devem entrar os simples em cada mistura parcial e com estas
misturas parciaes, tomadas em qualquer proporção, fôrma-se afinal
o mixto pedido.

E evidente que, sendo iguaes os preços de todas as misturas
parciaes, qualquer que seja a proporção, em que ellas se combinem,
sempre o preço da mistura resultante será igual ao das misturas
parciaes. I

D'este modo de resolver as questões de regra de liga composta
resiilta, que todas ellas têem uma infinidade de soluções.

580. Problema. Em que uroporçõ» se podem misturar simples
dos preços 7::!0, 680, 540 e 230,pl7ra com elles se formar um miazo
de preço 600? ..

A operação dispõe-se creste modo
720 600-230 = 370 x = 37t
680 600-MO= 60 x'=3 t'

600
MO 680-600= 80 a;"=lJ..t'

230 720-600= i20 x"'= f2t

Com os simples dos preços 720 e 230 formou-se um composto
de preço 600, que, segundo o processo (~ 575) anteriormente ex-
posto, deve ser formado pela mistura dos simples tomados na ra-
são de :370: 120 ou de 37: 12. Com os simples dos preços 680 e
MO formou-se outro composto de preço 600, no qual os simples
entram na rasão de 60: 80 ou de 3:!L Misturando os dois compos-
tos, cujos preços são 600, obtem-se evidentemente um mixto de
preço 600. seja qual fór a proporção, em que elles se misturem.
Este mixto, em cuja composição entram os quatro simples dados,
satisfaz. evidentemente ao problema.

Tomando 37 partes do simples de preço 720 e j 2 do de preço
230, obtêem-se :37+ 12 partes do primeiro composto. Tomando 3
partes do simples de preço 680 e 4· do simples de preço 5-'1.0,oh-
téem-se 3+ 1J. partes do segundo composto.

Multiplicando por qualquer numero t, inteiro ou fraccionario, a
parte 37+ t 2 do primeiro composto; e por qualquer numero t' a
parte 3+4. do segundo composto, e juntando as porções dos ditos
compostos representadas pelos productos (37 + 12) t e (3 + 4.) t'
obtem-se um mixto, que tambem satisfaz ás condições do proble-
ma. Suppondo, pois, que se tomam 37t+ 12t partes do primeiro

j'egra de liga inversa, determinam-se as porções, com 9;ue cada uma daquellas
misturas deve contribuir para a formação do mixto pedido e finalmente decom-
põe. se.cada urna d'essas porções em partes proporcionaos ás quantidades arbitra-
rias com que cada um dos simples entra na composição da sua mistura parcial.
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composto e 3t'+~t' do segundo, tem-se afinal
x=37t x'=31'

Fazendo t, por exemplo, igual
solução

x"=4t' x'''= 12t

a 3 e ti igual a ~, acha-se uma

x=1H x'=12 x"=16 x"'=36

'Dando a t e ti quaesquer outros valores inteiros, ou fracciona-
rios. acham-se novas soluções.

Formando um composto dos simples de preços 720 e MO, e ou-
tro dos simples de preços 6~0 e 230, podem achar-se novas so-
luções do problema proposto.

Seja qual fôr o processo empregado (, é íacil verificar, se qual-
quer solução satisfaz, determinando pela regra de liga directa o
preço do mixto (~ 5()7) correspondente a essa solução, e vendo se
elle é effectivamente igual a 600_ . '

581. Problema. Um ourives precisa obter 11.,27 hectogrammas
de oiro de 833 millesimos, ligando oiro de 6:::5 millesimos com oiro
de 708,'750 e 9·17 miliesimos. QuefJarte deve t01Jla1' de cada uma
d'estas qualidades de oiro?

A resolução d'este problema depende propriamente da recra de
liga inversa composta e da regra das divisões proporcionacs (~ 374.).

Pela primeira regra obtem-se a relação, em que devem estar as
porções com que os simples hão de entrar na formação do mixto
e pela segunda acham-se os valores absolutos das referidas por-
ções.

Na applicação da regra de liga a este exemplo convém attender
ii que o mixto ha de formar-se de tres misturas parciaes, em cada
uma das quaes tem de entrar o simples de toque '917 millesimcs.

833

(833-750) +(833 -708) + (833-625) =83+125+208
x=83 t+ 125t'+52 til

917 -833 = 8r""., " , . , , , .. x'= 84 t
917-8:33 =8L,.", x"=8r"t'

917 -833 =84.. x"'= 21t"

917

750
708

625
Vê-se, pois, que as quatro qualidades de oiro devem estar na

rasão de
(83 t + i25 t'+ 52 til) :8r"t : 84 t': 21 t'

1 Tomando 2 partes, por exemplo. do simples de preço 720 e 3 do de preço
680 obtem-se uma mistura parcial com o preço 696. Tomando 3 partes do sim-
ples de preç? 5r,,0 e 7 do de pl:eço 230 tem-se outra mistura parcial com o preço
323. A relação em que devem Juntar-se estas duas misturas para darelll um mixto
de preço 600 é 277:96. Decompondo 277 em partes proporcionaes a 2 c 3,.e 96
em partes proporclOnaes a 3 e 7, acha-se que um dos meios de formar a mistura
pedida é tomando dos quatro simples partes iguaes, ou proporcionaes aos numeres
B08, 1662,969 e 226L Variando os numeros de partes dos simples, que entram
em cada mistura parcial, acham-se novas soluções. '



3~6

Designando, por q, q', q", q'll as quantidades dos simples, ter-
se-ha dividindo 11,27 hectogrammas em partes proporcionaes a x,
x', X'I e XiII

(83t+i25tl+52t")+8~t+8~t'+2it": H,27::(83t+i25t'+52t"): q

ou (i67 t+209 t'+ 73t") : H,27:: (83 t+ i25 t'+52 til) : q

Dando a t, ti e t" quaesquer valores acha-se q. As outras quan-
tidarles c', o" e q"/ calculam-se por proporções análogas.

Obtem-se q=W'u,;:I'i61, q'=q'I='illu,1084., q"/=Ollu,52í1, fa-
zendo t=t/=t"=f.

'582. A regra de falsa posição, conhecida lambem pela deno-
minação de methodo das partes proporcionaes, ensina a achar
por intermedio de uma ou de nuas hyp()theses o numero desconhecido,
que depois de sujeito a dadas operações prodúz um resultado ccnhe-
cido,

Arbitrando ao numero desconhecido um valor qualquer, e sujei-
tando esse valor ás operações a que tem de satisfazer () numero
desconhecido, é fácil verificar se o resultado das dilas operações
coincide effectivamente com o resultado conhecido, 011 não, e, por-
tanto, se o valor arbitrado ao numero desconhecido é ou não ver-
dadeiro.

O valor arbitrado ao numero desconhecido constitue evidente-
mente uma hypothese, que será verdadeira, ou [alsa segundo fôr
cerdadeiro, ou falso o resultado das operações effectuadas sobre o
valor do numero hypothetico.

E notave], com tudo, que algumas vezes basta conhecer duas /ty-
potheses, embora [alsas . com os correspondentes resultados, ou mes-
mo uma só, para se poder determinar, por urna simples propor-
ção, a /zypot!tese verdadeira, isto é, o numero desconhecido.

;:183. A proporção empregada para se calcular a verdadeira hy-
pothese, quando se conhecem duas h!Jp()lheses {alsas com os dois
resultados falsos correspondentes, é a seguinte I.

A di/Terellça entre dois falsos resultados está para a differença
entre as duas [alsas hypotheses correspondentes assim como a di/Te-

1 Os problemas dependentes de falsa posição podem tambem resolver-se com-
parando os erl'OS dos resultados com as hypotheses correspondentes.

O erro d'urn resultado l' pôde existir, ou por ser r menor que o verdadeiro
resultado R, ou por ser r maior que R. No primeiro caso tem-se um erro pOl' de-
[cito ou por [alta, no segundo caso tem-se um erro por excesso. No calculo dis-
tinguem-se uns erros de outros affectando do signal + os valores absolulos dos
primeiros, e do signal - os valores absolulos dos segundos. D'aqui provém cha-
marem-se positivos os erros por defeito e negalivos os erros por excesso.

Admittindo islo tem-se
R=r+e

ou seja l'< R ou l'> R, porque, se fôr l'> R, o erro será - e e a precedente
igualdade reduzir-se-ha a
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rença entre o oerdadeiro resultado e um dos falsos está para a dif-
[erença entre a verdadeira hypothese e a [alsa hypothese correspon-
dente ao ultimo [also resultado.

Esta proporção só é verdadeira, quando a differença das hypo-
theses é âirecuunenie proporcional á dlfferença dos resultados. Com
effeito, sendo h e h' duas hypolhpses [alsas, r e r' os resultados
{alsos correspondentes e I-1 e R a hypothese f' resultado verdadei-
ros, ter-se-há

r-r': h- h'::R-r: H-h e h-h' H-h
r-r' =R-r

Suppondo que varia sómente uma <las hypothes h' com o cor-
respondente resultado r' a rasão (H-h):(ll-r) será constanre,
isto é, o seu valor não mudará, embora variem h' e r', e portanto
será tambem constante a rasão (h - h'): (r --- r'), visto que é sem-
pre igual áquella. Logo sendo verdadeira a proporção, será (~ 470)
h-h' directamente proporcional a r--r'.

Inversamente, quando 1'-1" Iór directamente proporcional a
, _ j·-r'_R-r.. .

h-h, a proporçao- '-"--H-' será verdadeira.
I-I - I

584.. A ultima proporção applica-se também. algumas vezes, a
questões em que não é completamente verdadeira, porém então
sómente póde servir para se calcular um valor mais, ou menos
approximado de H.

Quando isto acontece, convém escolher para hypotheses dois
numeros h e h', que não possam ditlerir muito da quantidade des-
conhecida H.

Por este modo acha-se um valor H' pouco differcnte de H, ao
qual corresponderá um resultado R' differente de R. Querendo um
valor mais approximado de H, do que é H', emprega-se outra pro-
porção, na qual as hypotheses serão li' e aquella das duas hypo-

R=r+(-e)

Substituindo na igualdade

ou R=r-e

h-h' = If-l!
r-t·' R-r

os valores /.= R - e r'=R-e', tem-se, pois
h-h' II-h
e'-e=-c-

ou a differença (h - h') elas hypotheses é directamente proporcional á differença
invertiela (e'- e) elos erros tomados com os respectivos signaes.

Na ultima igualdade o segundo membro representa a relação entre a diíferen-
ça de duas hypotheses, H e h, uma verdadeira e outra falsa, e a differença entre
o erro e da segunda hypothese h e o erro zero da primeira hypothese 11.

Resolvendo aquella igualdade, acha-se
H=e1h -cM

el-e
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theses, h ou h', que se julgar mais proxima de H. Tem-se assim,
por exemplo,

l'-R': h-H'::R-l': H"-h ou r-RI R-r
h-H=HIf-1t

\

e consequentemente um valor H'I de H mais approximado do ver-
dadeiro N, do que era H'. Considerando H'I e o resultado corres-
pendente R" com uma nova hypotht'se falsa com o seu falso resul-
tado ainda se póde ohter um valor Hill mais proximo ele H e as-
sim successivamente.

Na pratica é conveniente escolher as duas hypotheses de modo
que uma seja maior e outra menor que a verdadeira. Com esta
precaução é facil apreciar o grau de approxirnacão de um certo va-
lor achado para H por meio dos algarismos cornmuns a duas hy-
potheses, entre as quaes se comprehenda o verdadeiro valor de I-I.

~8;}.Problema. Tres negociantes ganharam 3 1:293~OOO reis e
repartiram este ganho, p01' fôrma que o segundo teve ':!43~OOO reis
mais que o primeiro, e o terceiro mais 351 ~OOO reis que os dois
primeiros. Perqunio se qual foi o ganho de cada negociante'!

Se o ganho do primeiro fosse 1aOOO réis, () do segundo seria
244.~OOO réis e o do terceiro Õ96~OOO réis. A somma 841~OOO
réis differe do verdadeiro resultado 3 t :,;:!9:3~OOU reis: logo é falsa
a hypothese de ser MOOO réis o ganho do primeiro negociante.
Suppondo depois, que o ganho do primeiro foi 2~OOO reis, acha-se
que o resultado correspondente é 84,5~OOO réis,

Ora é Iacil verificar, que n'este problema é a differel1ça das hy-
potheses proporcional ri differença dos resultados, porque

ao ganho 1$000 do 1..°

1

ao ganho 1,p000+ {,p000 do Lo
corresponde 1$000 I d 2 o corresponde 1$000 + i ,p000 I do 2 o+ 2~3$000 \ o , + 2~3,p000 \.
e 1$0001 e , 1$000+1$000)t 2~~~ggg do 3.°\ +2~l~ggg+ 1$000 I do 3,0

+ 351$000 + 35i$000 1
ou 8lj,1$OOO -:S:""ll-;-t:::"$O;"';O;";O-+'-'-lj,""""$O""O=O

8~5,j1000

logo, se d designar a differença das duas hypotheses, será 4.Xd
a diflerença dos correspondentes resultados, e, portanto, qualquer
que seja o valor de d, a differença d das hypotbeses será directa-
mente proporcional á differença r-r"dos resultados, ou •

8~5000 - 84 iOOO: 3:1.293000 - 84 :lOOO:: 2000 - iOOO: H-iODO

Simplificando a proporção, e effectuando os calculos, obtem-se
H=7:614.~I)OO reis. Com este valor de.l! obtem-se promptamente
os ganhos dos outros negociantes, isto é,
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Ganho do primeiro negociante = 7 614$000 ré is
Gánho do segundo negociante = 7 857$000 »
Ganho do terceiro negociante = 15 822$000 »

Ganho da sociedade =3t:293$000 réis

586. Quando as hypothesl's são directamente proporcionaes aos
resultados, póde resolver-se o problema, empregando duas hypo-
theses, ou uma só.

Continuando a suppor que h', h e H são duas hypotheses falsas
e a hypothese verdadeira, e que r', r e Ii são os resultados corres-
pondentes, ler-se-ha, no caso especial de serem as hypotheses pro-
porcionaes aos resultados,

h h' II
;:=;:;=Ii.

e portanto (~ 363)
h-h' h
"'-1"=r e II-h h

R-r=;:

ou h-h' II-h
r-r'= R-r e ,._,.': h-h'::R-r: H-h

Logo, no caso de serem as hypctheses proporcionaes aos resul-
tados, pócle tambem empregar-se esta ultima proporção (~ 583)
paru se resolver o problema. .

E claro, porém, que, verificando-se urna tal proporcionalidade,
o valor de H póde ser dado por uma só hypothese, empregando
a proporção

h II
;:=n ou r:R::h: H

. que se enuncia assim: o falso resultado está para o verdadeiro, as-
sim como a falsa hypothese está para a verdadeira.

587. Diz-se que a regra de falsa posição é simples, qnando a pro-
porção. que a resolve, depende de uma só hypothcse; 8' diz-se que
a regra de falsa posição é composta, ou dob1"Oda, quando a propor-
ção, que se emprega, depende de duas hypotheses.

Todas as questões, que podem resolver-se pela regra de [alsa
posição simples, podem tambem ser resolvidas pela regra de falsa
posição composta; as questões, porém, que podem ser resolvidas
pela r.egra de falsa posição composta, nem sempre o são pela sim-
ples. E esta a rasão por que nem todas as arithmeticas tratam da
regra de falsa posição simples.

Quando se sabe, que um certo problema depende da regra de
falsa posi~ào, é muito fácil descobrir, se elle póde resolver-se por
uma SÓ hypothese, ou se é indispensavel empregar duas, porque
sendo no primeiro caso rH=Iih, a hypothese h=ü produzirá
um resultado r tambem nullo, e no segundo caso a mesma hypo-
these zero não dá resultado zero.

588. Problema. Achar um numero tal que a sua metade, quinta
parte e Ires quartas parles reunidas dêem uma somma igual a 899.
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Para facilidade do calculo escolhe-se para hypothese um numero,
que seja multiplo dos denominadores 2, n e.4. O menor numero,
que satisfaz a esta condição, é 20. Tomando 20 para hypothese
acha-se

hypothese 20
metade 1.0
quinta parte 4,
tres quartas partes i5
resultado 29

N'este caso é manifestamente desnecessário empregar uma se-
gunda hypnthese, porque, se ella fosse .. por exemplo 2 X 20, as
tres parcellas, de que se compõe o resultado, duplicariam tambern,
e por consequencia (~ 57) o proprio resultado viria dobrado. '

Empregando a regra de falsa posição simples (~ 587), que n'este
problema é sufflciente, tem-se

29: 899:: 20: II

e efíectuando as operações acha-se
II=62Ó

É fucil verificar que o numero 620 satisfaz ás condições do pro-
blema.

589. Problema. Decompor o numero 372 em tres partes, que
" - t i 4,estl'lam entre St nas mesmas rasoes que os numeres 'iS e 7'

Este problema. póde resolver-se pelas divisões proporcionaes
(~ 37 q.), porém, nenhuma difficuldade ha em o resolver pela regra
de falsa posição.

A fim de evitar fracções toma-se para hypothese 5 X 7= 3n,
ou um multi pio d'este producto, e calculam-se depois os numeros,

- 3~' i 4, t- 1que esuo para <1, assim como iS e"7 es ao para .

hypothese 35
ii :5:: 35: 7

i :~::35: 20
resultado 62

Reconhece-se, como no problema precedente, que uma só hy-
pothese basta para ° resolver, e, portanto, que é

62: 372::35: II e H=21.O

590. Problema. A idade de um sujeito é actualmente quadrupla
da dI! seu filho; ha 4 annos, porém, a idade do pae era seuupla da
idade do filho. Quaes são as idades do pae e do filho'!

Seja por hypothese l) o numero de annos, que actualmente tem
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o filho. Admittindo esta hypothese, deve o pae teOr actualmente
4X 5 ou 20 annos, e por consequeucia ha 4, anuos, teria o pae
';W-4 annos, e o filho 5-4 annos. Mas não é zero a diíferença
(4X5- 4)-6(5-4), como devia ser, se effectivamente ha 4·
annos o pae tivesse 6 vezes tantos annos, como o filho. Logo a
hypothese de ter agora õ annos o filho é falsa, e o resultado falso,
que lhe corresponde é (20-4)-6(5-4) ou 10.

Suppondo que o filho tem actualmente 6 annos, acha-se. por um
raciocinio analozo, o resultado (4X6-4)-6(6-4) ou 8, que
tambem é falso i.

Comparando os dois resultados (4 X 5 - 4 ) - 6 (5 - fi) e
(4Xfi-4)-G(G-4) com as hypotheses correspondentes 5 e 6,
reconhece se sem diffículdade que as differenças das bypotheses
variam na proporção das ditíerenças dos resultados, mas que a uma
hypothese maior corresponde um resultado menor; logo a propor-
ção, que deve empregar-se, é a seguinte

10-8: 6-fí:: iO-O: H-fí

na qual zero representa o verdadeiro resultado.
Eífectuando as operações acha-se H= 10.

EXEROJ:OJ:OS

1. Um negociante fallido ficou devendo aos credores 21:600$000 réis, porém,
apuradas as contas, reconheceu-se, que os seus bens apenas chegavam a 7 :200:;liOOO
réis. Pergunta-se, quanto tem a receber cada credor, suppondo que são cinco os
C1'editos, e que as suas imporlancias são iguaes a i :200$000, 3:600$UOO, 8:000$000,
4,:120$000 e 4,:680$000 róis?

II. Um lavrador, precisando mandar abrir uma valia, procurou quatro emprei-
teiros, dos quaes o primeiro se comprometteu a fazer a obra em 30 dias, o se-
gundo em l~fí dias, o terceiro em tfí, e o quarto em 20 dias. Em presenç,a d'isto
o lavrador resolveu-se a contratar a abertura da valia com os quatio empreitei-
ros, com a condição, porém, de que o primeiro havia de empregar metade dos
seus operarios, o segundo a quarta parte, o terceiro todos, e o quarto um terço.
Pergunta-se em quantos dias será aberta a valia?

III. Suppondo que em 32 grammas de agua salgada ha um gramma de sal, qual
será a quantidade de agua doce, que deve juntar-se á agua salgada, para se po-
der encher :J2 litros com agua que tenha apenas i por cento de sal?

IV. Um sujeito vende vinho a i4,O réis a garrafa. Que porção de agua deverá
misturar ao vinho para o poder vender a iOO réis a garrafa?

V_ Em uma casa de pasto, que dá jantares de mesa redonda a 800 réis por cada
homem e 700 réis por cada senhora, juntaram-se um dia ao jantar 2fí pessoas,

1N'este exemplo ás hypotheses h=5 e h'=6 correspondem os erros e=+iO
e e'=+8, logo a igualdade (§ fí83 nota)

II-h h-hl
-e-= el-e

reduz-se a

ou

11-5 -i i
W-=-i='i

J{=I.O
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entre homens e senhoras. Pergunta-se quantos eram os homens e quantas eram
as senhoras, na hypothese de ser i9~300 réis a receita do dia?

VI. Um sujeito empregou 20:oo0~000 réis, parte a 5% e parte a 7%, e re-
cebeu de juro no fi!!: de :l anno :l:f6U~000 réis. Pergunta-se qual foi o capital
que empregou a ti %, e qual o que empregou a 7%? .

VlI. Dividir 12S$000 réis por 3 pessoas, de modo que a segunda tenha o qua-
druplo do que tiver a primeira e a terceira duas vezes e um terço tanto, corno °
qHe tiverem as outras duas juntamente. Quanto tem cada pessoa a receber?

VlIT. Uma sociedade de duas pessoas ganhou em certa negociação 6i:i0$000 réis.
Pergunta-se, com quanto entrou cada sacio, suppondo que a souima das entradas
era :-!:OOO~OOOréis, e que um d'elles ganhou 130~OOOmais que o outro?

IX. Tendo-se prata de 887 millesirnos, de 920 e de 482 millesimos, que por-
ções se devem tomar d'estas tres qualidades de prata, para se formar \I IIla barra
de 900 millesimos, que tenha 3,9"'3 ki logrammas de peso?

X. O directo!' de uma fabrica, em que trabalham 8i homens.üâ mulheres, e 35
rapazes, pretende gratificar os seus operarias com 1:080;6000 réis, distribuidos
proporcionalmente aos salarios, que elles recebem. Pergunta-se, qual é a grauflca-
ção, que compete a cada um d'elles, suppondo que o salário dos homens é 620
réis, o das mulheres 325 réis e o dos rapazes 200 réis?



APPENDIOE

CAPITULO I

Systemas de numeração

591. Na Grecia, e em Iodas as nações antigas, era com as letras do al-
phabeto, que se escreviam os numero~. . .

Os <rregos ampregavam, porém, alem das 24 letras minúsculas do seu
alphal~eto, 3,signaes particulares para representarem os numcros6, 90e900
do systema de numeração decimal. Com um d'esses 3 signaes e com as 8
pri moiras letras do alphabeto grego escreviam os nove primeiros numeros
inteiros, com outro signal e as 8 letras immediatas do alphabeto grego re-
presentavam as nove.prim~iras dezenas da unidade (iO, ~O, 30 •. !lO, e
Iinalmente com o ultimo signal e as 8 letras restantes designavam as nove
primeiras centenas da unidade (iOO, 200,300 ... 1:.100).Os primeiros nove
milhares (iOOO, 2000, 3000 ... 9000) eram no systema de numeração
grega representados pelos mesmos caracteres, que se empregavam na re-
presentação das nove primeiras unidades, aerescentando-Ihes, comtudo, á
direita de cada um, e um pouco mais abaixo, um pequeno tr aço vertical,
ou a letra iota.

Com estes 36 dilTerentes signaes escreviam os gregos todos os numeros
inteiros até 10000 exclusive, sem necessitarem para isso de dar aos signaes
valores relativos, ou de posição. Assim, por exemplo, o numero t872 podia
ser escripto por qualquer dos seguintes modos IX,WO~, ou WO~IX" ou ~OWIX/'

etc.
Para se poderem escrever quaesquer numeros inteiros, imaginou o ce-

lebre Apollonius (24!c, annos antes de Jesus Christo) uma serie de unidades
crescendo de 10000 em 10000, e estabeleceu que o numero que represen-
tasse unidades de primeira ordem, isto é, unidades de menor grandeza,
se escrevesse á direita do que representasse unidades de segunda ordem,
o qual deveria tambem escrever-se á direita do numero, que representasse
unidades de terceira ordem, e assim successivamente.

Com este artificio continuava cada letra a ter se, um valor absoluto emquanto
23
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não saísse do logar destinado ás unidades da ordem a que elIa correspon-
dia, porém começava a haver valores relativos, ou de posição, para a col-
lecção de caracteres (4: ou menos) que representava-unidades de ordem de-
terminada. Entre duas collecções successivas collocava-se um ponto. A falta

. de uma d'estas collecções de caracteres era preenchida pelo signal Mu. O
numero 4,032i872, era pois escripto por qualquer dos seguintes modos,
a?~.O(/oo~ ou ÀO/~.w~aO(I' etc., e o numero 4,0320000:1.8720000, era escri-
pto assim o/À~.Mu,O(,wo~.Mu por exemplo. .

Os gregos representavam os quebrados tambem por dois numeros intei-
ros, com a difíerença, porém, de escreverem os denominadores como se
fossem expoentes aos quaes os numeradores estivessem elevados.

Quando o numerador do quebrado era IX (ou :1.),substituiarn-no por um
pequeno traço vertical posto á direita e um pouco acima do denominador.
A - ~6 e' dl . ~ Is expressoes [) e correspon Iam, pOIS, a 9 e a 9'

592. Os romanos empregavam principalmente as sete letras I, V, X, L,
C, D, M, com que representavam i, õ, :10, ÕO, :1.00, 500, :1.000, para es-
creverem os numeros inteiros. Em vez, porém; das letras D e M emprega-
vam muitas vezes os signaes I:J e Cl:J. '

O numero escripto com duas d'aquellas letras era igual á somma dos
numeros designados por ellas separadamente, quando a letra da direita
tinha menor valor, que a da esquerda. e era igual á differença dos mes-
mos numeros no caso contrario,

No systema de numeração dos romanos as nove primeiras unidades eram
representadas assim

I, II, III, IV (ou IIII), V, VI, VII, VlII, IX
. as nove primeiras dezenas assim

X, XX, XXX, XL (ou XXXX), L, LX, LXX, LXXX, XC

e as nove primeiras centenas assim

C, CC, CCC, CD (ou CCCC), D (ou I:J), DC, DCC, DCCC, DCCCC (ou CM)

Para representarem os productos do numero IJ por 10, :1.00, 1000,
etc., escreviam á direita de I:J, um, dois, tres, etc., CC invertidos e para
representarem os productos de CD por 10, :1.00, iOOO, etc., col locavam á
direita de CIJ, um, dois, Ires, etc., CC invertidos e á esquerda igual nu-
mero de CC. Os numeros ÕOOO, 50000, õOOOOO, etc., eram, pois, esrriptos
assim I:JJ, 1:J8:::>, 1:::>:::>:::>:::>,etc., e os numeres tOOOo, 100000, :1.000000,
etc., eram representados por este modo CCI:::>:::>, CCCI:::>:):J, CCCCU:J:J:J,
etc.

O producto de qualquer numero por tOoo indicava-se colIocando por cima
d'esse numero uma linha horisontal ou um I deitado. O numero 4,0000
era, portanto, representado por XL, o numero 2537000 por MMDXXXVIl,
etc.

593. Acredita-se geralmente, que foram os indios os primeiros, que em-·
pregaram caracteres especiaes ou algarismos na escripta dos nu meros.

Dos indios passou o liSO dos algarismos (no seculo IX) para os arabes,
que mais tarde (no seculo XIlI) o transmittiram ir Europa. O systema de
numeração usado pelos indios tinha por base :1.0. Segundo MontucIa (Bis-
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toire des mathimatiques) poucos são os povos, que não fazem uso do sys-
tema de numeração decimal. Parece, comtudo, que alguns adoptaram 1 para
bases dos seus systemas de numeração os numeros 2, 4, ou 5.

594. Todo o systema de numeração analogo ao decimal funda-se: t.o,
no emprego de um numero illimitado de unidades de diversas ordens, cada
uma das quaes contém tantas de ordem immediatamente.inferior, quantos
são os algarismos em pregados; 2. o, em que todo o algarismo escri pto á es-
querda de outro representa unidades de ordem immediatamente superior
á ordem das.unidades, a que se refere esse outro algarismo. Em todos estes
systemas suppõe-se tambem, geralmente, que entre os algarismos ha um,
denom inado zero, sem valor algum, que serve sómen te para dar a cad a al-
garismo o seu valor relativo, ou de posição, quando faltam unidades de
ordem inferior á maxima.

Nos systemas de numeração analogos ao decimal chama-se base ao nu-
mero de algarismos em pregados. No systema binario, cuja base é 2, em-
pregam-se apenas '2 algarismos, O e :1.;no systema ternario, cuja base é 3,
empregam-Re :1 algarismos, O. -1 e 2, e assim successivamente. Quando a
base do systema é superior a iO, não bastam os algarismos do systcma de
numeração decimal. E necessario então inventar novos al,qarismos, ou no-
vos signaes, qlle por commodidade, póde suppor-se, que são os proprios
numeros do systema decimal encerrados-dentro de parenthesis. No syste-
ma duodecimal, por exemplo, que é o que tem por base :1.2, são precisos
mais dois algarismos, os quaes, segundo a convenção adoptada, se repre-
sentarão assim (iO) e (ii).

Em todo o systerna de numeração analogo ao decimal uma unidade de
primeira ordem é representada por :1., uma unidade de segunda ordem é
representada por 10, uma unidade de terceira ordem por :1.00, etc. O nu-
mero 10 representa, pois, a base de qualquer systema de numeração, ou
elle seja binario ou ternario, etc.; quando, porém, se comparam systemas
differentes, é necessario escrever as bases de todos elles n'um unico sys-
tema de numeração, que naturalmente é o decimal. E por este motivo que
se escreve systema de base 12, não obstante repn-<sen tar-se n'este systema
por -lO o numero de algarismos empregados.

As fracções analogas ás Fracções decimaes podem ta.mbem escrever-se á
similhança dos numeros inteiros, seja qual Iôr o systema de numeração,
comtanto que se imaginem unidades successivamente menores que a uni-
dade de primeira [ordem, e variando na mesma rasão em que variam as
unidades de ordem superior á primeira. A estas unidades de ordem 'infe-
rior á primeira chamar-se-na, posto que impropriamente, unidades deci-
maes de primeira, segunda, terceira, etc., ordem e ao numero em que ellas
entram denominar-se-ha numero decimal. Suppondo que :1-14,25 representa
um nume1-O decimal escripto no systema de btiee 6, é evidente, que esse nu-
mero representa uma quantidade composta de 4 unidades de primeira or-
dem (4 melros por exemplo), :I. unidade de segunda ordem (ou i vez 6
metros), 3 unidades de terceira ordem, isto é, 3 vezes uma unidadê de se-
gunda ordem ou 3 X62 unidades de primeira ordem, 2 unidades decimaes.
1Montucla (Histoire des mathématiques) diz que os antigos chínezes emprega-

ram o systema de base 2, que Aristoteles falia d'um povo, que parecia seguir o
systerna de base 4, e que perto do Senegal uma povoação de pretos, os Jalofs,
usava <10 systema de base 5.
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de primeira ordem, ou 2 vezes ~ de uma unidade de primeira ordem, e

5 unidades decimaes de segunda ordem, isto é, 5 vezes ~ de u ma unida-

de decimal de prilI_leira ordem ou 5 vezes :2 de uma unidade de primeira
ordem.

Todo o numero 3'14,25 escripto em um certo systema de base B, 6 por
exemplo, póde considerar-se como um numero complexo com posto de tantas
partes (3, 1,4, 2 e 5), quantos são os seus algarismos, e no qual cada uma
d'ellas designa! unidades B vezes maiores, que as unidades a que se refere
a que lhe fica á direita. Basta, pois, saber effectuar as operações de com-
plexos para se poderem effeeiuar, sem dilficuldade, operações analogas so-
bre numeros escriptos em qualquer systema de numeração.

595. Todo o numero inteiro, ou decimal é igual á somllla dos algarismos
da parte inteira multiplicados pelas potencias successivas da base do systema
em que elle está escripto, mais a somma dos algarismos da parte decimal di-
oidulo« pelas potencias successivas da base, isto é,

6278,35=6B3+2B2+ 7 B+8+ i+}'.
designando B a base do systema de numeração.

O numero 6278,35 considerado como com ple-xo pôde escrever-se assim

68' 28' 788" 3" 5b'

sendo B3, B2, B, U1 b, b2, os signaes f(ue designam as diversas unidades.
Reduzindo o. numero complexo á infima especie, e advertindo que as

unidades variam todas de B em B, tem-se

6B5+2Bl+ 7 B3+8B2+3B+5

Com etTeito, as 6 unidades de quarta ordem reduzidas a unidades de terceira
ordem dão 6B unidades, que reunidascom as 2 de terceira ordem dão a som-
ma 6B+2. Reduzindo estas unidades de terceira ordem a unidades de se-
gunda ordem e juntando-lhe 7 unidades de segunda ordem, acha-se
(6B+2)B+7 un dades de segunda ordem ou 6B2+2B+7. Referindo esta
somma a unidades de primeira ordem, e acrescentando-lhe 8 unidades de
primeira ordem obtem-se (6W+'i!B+í)B+8 ou 6B3+'i!B1+7B+8. Conti-
nuando com este raciocinio acha-se 6B4+2m+71J2+8B+3 unidades deci-
maes de primeira ordem e depois 6B5+2B4+ 7B3+SB2+3B+5 unidades
decimaes de segunda ordem.

Reduzindo a ultima somma ás unidades designadas por a letra u, que
são as de primeira ordem, e observando que a relação entre esta unidade
e a unidade designada por b2 é B2, acha-se

(6B5+2B4+7B3+8B2+3B+5) :B2
ou

6B3+2B2+7B+8+i+}'
que é o que se queria demonstrar.

596. O algarismo zero não é indispensável, para se poderem escrever os
numeros inteiros, em qualquer systema de numeração analogo ao decimal.
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Quando, porém, se trata de escrever numeros decimaes não se póde, em
geral, prescindir d'elle, isto é, de um signal sem valor algum, que sirva
apenas para conservar aos outros algarismos os seus valores relativos. A
suppressão do zero não póde, comtudo, fazer-se, sem crear um novo alga-
rismo siguifícativo para representar a base do systema.

Suppondo, por exemplo, que se pretende supprimir o zero no system.a
decimal, e imaginando que (10) é um novo algarismos significativo eq~ll-
valente a 9+ i, ter-se-hão tambem ti+ J. algarismos, porém todos sigmfi-
cativos, J., 2, 3, ... 8,9, (lO), para escrever os numeros inteiros.

Para passar do numero M38 escripto no systema decimal com zero,
para o numero correspondente escripto no systema decimal sem zero, é
necessario advertir, que 5 uni-dades de quarta ordem n'aquelle systema
representam 4 unidades de quarta ordem mais 9+ i unidades de terceira
ordem n'este systema, e como n+ i unidades são por convenção expressas
pelo algarismo (tO), segue-se que o numero 5038 deve ser escripto assim
4(fO)3ti.

O numero 5006 do systema decimal corresponde no systema decimal
sem zero a 49( W)6. .

Esta decomposição de uma unidade em unidades de ordem inferior é in-
teiramente analoga á que se imagina na.subtracção, quando algum dos al-
garismos do additivo é inferior ao seu correspondente no subtractivo.

Nos outros systernas de numeração a supjressão do zero faz-se de modo
analogo.

Os nurnoros decimaes maiores que J. podem tambem escrever-se sem ze-
ros. O numero 65,043 do systema decimal, por exemplo, escrever-se-ha
sem zero assim M,(1O)43. .

Quando, porém, o numero decimal é inferior a l, é impossivel prescin-
dir do algarismo zero. Eflectivamente n'estes numeres não ha unidades,
que, decompondo-se em unidades de ordem inferior, sirvam para occupar
os Jogares das unidades de primeira ordem e das de ordem decimal.

597. Problema. Passur de um numero escripto no systema de base 10 para
o numero correspondente em outro systema de numeração, .

Exemplo I. Seja 8423 o numerp do systema decimal, que se pretende
reduzir ao systema de base f2 ou (H)+ L •
. Considerando 8423 como um numero incomplexo, e reduzindo-o a com-

plexo composto de partes, cada uma das quaes se refira a unidades f2 Ve-
zes maiores, que as unidades immediatamente inferiores,

8~23 I f2
023 70i I :1.2
ii !O:I. 58 1:1.2

5 :lO -4-

acha-se que o numero dado contém fi unidades de primeira ordem do
systema duodecimal, 5 unidades de segunda ordem, J.O de terceira ordem
e 4 de quarta ordem do mesmo systema. Considerando (iO) e (11) como
algarismos significativos, cujos valores absol utos são 9 + f e 9 +~,tem-se

84,23 no systema de base :lO=q(1O)5(H} no systema de base i2

Chega- se ao mesmo resultado reflectindo que, se a, b, c, etc. designarem
os algarismos das unidades de primeira, segunda, terceira, etc. ordem no
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systema duodecimal, será (§ 595)

84~3=a+ b. U+c. Ut+d. n' + etc.

e per consequencia

8423=(b+c. i2+d.122+etc.) 12+a

e como o algarismo a deve ser menor que f2, segue-se que o seu valor será
igual ao resto, que se obtiver dividindo 8423 por 12. Do mesmo modo S6
prova, que dividindo 701= (c+d. 1\!+etc.) i2+b por 12, se obtem no
resto o valor de b e no quociente incompleto um numero

58=c+d. i2 + etc.

que dividido por :l2 dá no resto o algarismo c. Dividindo finalmente o
quociente incompleto 4: da ultima divisão por 12 acha-se o resto 4, que
evidentemente é igual ao algarismo d, e um quociente incompleto nullo.
Logo o numero procurado tem só 4: algarismos, que são

d=4:, c=(I_O),b=5, a=(H)

Exemplo II. Reduzir o numero 0,6875 do systema de base :lO ao sys-
lema de base 4.

Considerando O,687~ corno numero incomplexo, e reduzindo-o a com-
plexo composto de partes, cujas unidades variem na rasão quadrupla, sendo
a maior 4 vezes menor que a unidade de primeiraordem, tem-se

0,6875
4:

2,7500
4:

3,00

Logo o numero 0,6875 póde considerar-se composto de 2 unidades 4: ve-
zes menores que a unidade de primeira ordem e de 3 unidades 4: vezes me-
nores que esta. isto é, 0,6875 do systema da base :lO= 0,23 do systema
de base 4.

Chega-se ao mesmo resultado reflectindo que, se a, b, etc., forem" os al-
garismos do numero procurado, será (~ 595)

0,6875= i+ ~ + ;. + etc.
e, portanto,

0,687tiX4 ou

Cada algarismo i, c, etc. deve ser menor que 4, logo ié menor 1 que 1

1 Suppondo que são 5, por exemplo os algarismos da parte decimal, isto é, que
06875x'"= +~+~+~+!.+1 275= +b.4'+c.4'+tl.4'+e.4+(, ,.. a 4 4' 4' 4' 4' ou, a 4'
será o numerador d'este quebrado menor que o denominador, porque este repre-
senta I unidade de sexta ordem e aquelle um numero inteiro composto de 5 al-
garismos, e por consequencia menor 9ue a dita unidade. Logo ter-se-há forçosa-

b."+c.4'+d.' +e.4+( b+ c+ d+ 6 + (mente2=aeO,75= " ou 0,75=, 4i V ii ii.
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• e por conseguinte l!o igualdade preredente decompõe-se em

O b e2=a • e ,75=,+,,+etc.

Da ultima igualdade tira-se similhantemente

O,75x~ ou 3=b+i+etc.

a qual só póde ser satisfeita, sendo b~3 e c=O.
Vé-se, pois, que é a=2 e b=3, e por consequencia que 0,6875 é igual a

2 3
4+~ou 0,23 no systema de base 4.

598. Problema.. Passar de um numero escripto no systema de base B para
o numero correspondente 110 systema de base lO.

Exemplo I. Seja 28(10)53 o numero escripto no systema de base 12, que
se quer reduzir á base iO.

Considerando o numero dado, como numero complexo composto de par-
tes referidas a unidades, que variam de t2 em 12, e reduzindo-o á infima
especie, obtem-se o numero pedido, com tanto que se escreva no systema.
decimal, tanto a base do systema em que está escripto o numero, como
cada um dos seus algarismos. EtTectuando as operações pelo modo abaixo
indicado. ~

2
n
24

+8
32
t!
6432

38,.
+iO
39,.
n

788
394
lJ.7~8
+5
1j,733

12
9&,66

1j,733
56796
+3

56799
reconhece-se que

M3(iO)53 no systema de base i2= 56799 no systema de base :10

Exemplo II. Reduzir ao systema de base tO o numero 0,000582 escripto
no systema de base 9.
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Considerando o numero dado como numero complexo, cujas unidades' •
variam de 9 em 9, e reduzindo-o á intima especie para depois o referir á
unidade de primeira ordem, que n'este exemplo é 96 vezes maior, quP. a
unidade da infima especie, obtem-se primeiro li853 unidades da infima es-

. . 4853 4853 'a d d " dpeme, e por consequenCla T ou 531441 um a es e prImeIra ar em.
Convertendo em dizima este ultimo quebrado, acha-se

I .

0,006582 no systema de base. 9= 0,009132 ... no systema de base lO

599. Problema. Passar de um numero escripto no systema de base B para
o numero correspondente no sy.ltema de base B'.

Por dois modos diversos se póde resolver este problema, ou determinando
primeiro no systerna de base 10 o numero correspondente ao numero dado
e passando depois do numero achado, para o numero pedido, ou effectuando
directamente a mudança de systema. N'este ultimo caso, porém, é preciso:
1.0, saber escrever no systema de base B' a base B e os algarismos do nu-
mero dado; 2.°, saber efleciuar as operações de arithmetiea sobre numeras
escri ptos no systema de base B'.

600. Basta conhecer os restos das divisões do algarismo das unidades de
qualquer inteiro pela base B do seu systema, ou por algum dos submulti-
pios de B, para se terem immediatarnente os restos das divisões do mesmo
inteiro por aquelles divisores .
. Attendendo só a esta consideração seria rasoavel reputar melhor entre
dois systemas de numeração, aquelle cuja base admittisse mais divisores.
Tratando-se, porem, de comparar dois systernas de numeração é necessario
attender tambem á maior ou menor quantidade de algarismos com que
deve ser escripto o mesmo numero em cada uin d'elles.

Em geral, quanto maior é a base de um systema, isto é, quanto maior
é o numero total de algarismos, que n'elle se empregam, menor é o nu-
mero de algarismos com que se escreve um numero dado. Assim o numero
i87li do systema decimal é representado por H10i01.0010 no systema de
base 2, por 1102 no systema de base 12 e por 97( (2) no systema de base
H. Não convém por consequencia adoptar, para base de um systema de
numeração um numero muito grande, nem um numero muito pequeno ..

Tem-se considerado o systema de base 12 preíerivel ao systema decimal
por dois motivos: LO, porque o numero t2 admitie mais divisores (2, 3,
li e 6) do que tO. que só por 2 e por 5 é divisivel; 2.°, porque, difTerindo
muito POU('o entre si os numeras 12 e 10, pouca 0.11 nenhuma difTerença
poderá haver na quantidade de algarismos com que o mesmo numero de-
verá ser escripto n'um ou n'outro systema.

Por maiores, com tudo, que sejam as vantagens de um systema de nu-
meração sobre o actualmente usado, seria extremamente diflícil , senão im-
possível, lutar contra habitas adquiridos de tão remota data a ponto de con-
seguir que todos deixassem esquecer o systerna.de numeração, a que estão
habituados, para lhe substituir um outro, cujas vantagens serião desconhe-
cidas para muitos.
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CAPITULO II
Propriedades dos numeroso Indice periodico

601. Theorema. Sendo A e B dois numeras primos entre si, os testas, que
se obtêerh dividindo B lermos consecutivos de uma progressão arithmetica,
cuja rasão é A, pelo divisor B são todos desigunes entre si 1.

Sejam (~ 336)

C, C+A, C+2A, ... C+mA, ... C+m'A, ... C+(B-t)A

B termos consecutivos de uma progressão arithmetica, na qual a rasão é
um numero A primo com B. Quaesquer dois d'estes B termos, C+mA e
C+m'A por exemplo, divididos por B dão restos desiguaes, porque, se
elles fossem iguaes, seria (§ Si)

C+mA=BQ+R C+m~=B~+R

designando Q e Q' os quocientes incompletos e R o resto cornmum ás duas
divisões. Diminuindo a primeira igualdade da segunda, e tirando na igual-
dade resultante os factores cornmuns A,.tl B (§ 58), tem- se

(m'-m)A=B(Q'-Q)

D'esta igualdade resulta que B é divisor de (m' - m) A e como, por hy-
pothese, B é primo com A, segue-se (~ 1lI,3) que B é divisor de (m'-m).
Mas (1n'-m) não póde ser multiplo de B, porque é inferior a B, logo a
ultima igualdade é impossivel, e por consequencia não podem haver dois
restos iguaes.

A mesma demonstração é applieavel ao caso particular de ser C= A,
isto é, ao caso dos termos da progressão serem A, 2A, 3A, ' .. BA.

602. Cor.QllarioI. Sendo A e B dois numeras primos entre si, os restos,
que se obtêem dividindo B termos consecutivos de uma prog1'essão arithmetica,
cuja rasão é A, pelo divisor B são todos os inteiros O, 1, 2, 3, ... (E-1)
inferiores a B, incluindo O. '

Devendo ser desiguaes (§ 601) e menores que B os restos das B divisões
e havendo sómente (B -1) numeros inteiros inferiores a B, não contando
0, é eviJente que cada um d'aquelles inteiros ha de ser resto de uma das
divisões, e só de uma, e por consequencia que uma das B divisões ha de
ter o resto nullo.

1 Sendo D o maximo divisor comumm entre A e B, os' restos que se obtêem divi-
dindo (B : D) termos consecutivos de uma proqressüo ariüimetica, cuja r'asão é A,
pelo diviso!' B são todos desiguaes.

Fazendo A = A' D, B =B' D e raciocinando sobre os B' tern!os em progressão
C, C+A, C+2A, ... C+nA, ... G+n'A, ... C+{B'-i)A

como se raciocinou sobre os B termos, quando se suppoz B primo com A, con-
clue-se que não podem dois termos C+nA e C+n'A divididos por B dar iguaes
restos sem ser

(n'-n)A=B(QI_Q) e (n'-n)A'=B'(Q'-Q)

Ora a ultima igualdade é absurda por ser B' primo com A' e superior aos nu-
meros n' e n, logo os B' restos são effectivamente desiguaes entre SI.
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No caso particular de ser C=A a divisão, que se faz sem resto, é evi-
dentemente aquella em que o dividendo, BA, é o ultimo dos B termos.
Vê-se, pois, que, sendo A primo com B, os restos que se obtéem dividindo
A, 2A, 3A ... (B -1 lA por B são todos os inteiros 1, !, 2, ... (B- i) in-
[eriores a B com exclusão de O.

603. Oorollario II. Sendo A e B dois numeros primos entre si, ha tantos
numeros primos com B em B termos consecutioo« de uma progressão arith-
metica, cuja rasão é A, quantos são os numeros primos com B e inferio-
res a B.

Sendo C+mA um termo da progressão primo com B, será

C+mA=BQ+R
e não poderá ser R=O, porque n'esse caso haverá entre B e C+mA o
maximo divisor commum B.

Mas o maximo divisor cornrnum entre C+mA e B é (~ 136) igual ao
maximo divisor comrnum entre B e R, logo, quando C+m A e B forem
primos entre si, tambem serão primos entre si B e R e inversamente. A
cada termo da progressão primo com B corresponde, pois, um resto R primo
com B e inversainente, e, como não podem haver dois restos iguaes (~BOi),
segue-se que sã~ tantos os termosda progressão primos com B, quantos fo-
rem os restos primos com este numero.

O mesmo acontece, quando se suppõe C= A.
Suppondo que é A=H:í, B=8, C=:lO a progressão reduzir-se-ha a

lO; ~5; ~O; 55; 70; 85; 100; 115
e os restos a

~; I; O; 7; 6; 5; ~., 3

e verifica-se facilmente que a cada numero da primeira linha primo com 8
corresponde na segunda linha outro numero primo com 8 e vice-versa,

60~. Theorema. Sendo A e B dois nu meros primos entre si, os restos, que
se obtêem dividiMo os termos consecutioos de uma progressãõ arithmetica,
cuja rasão é A, pelo divisor B, reproduzem-se periodicamente de B e·m B di-
visões 1.

Sendo C,C+A, C+2A, C+(B-I)A

B termos consecutivos de qualquer progressão arithmetica, serão

C+BA, C+A+BA, C+~U+BA, C+(B-I)A+BA

os B termos immediatos da mesma progressão, e como cada um d'estes t1
igual ao correspondente na linha anterior augmentado de B A, que é um
multiplo de B, segue-se (~ :I03)'que dividindo por B dois termos corres-
pondentes das duas series hão de achar-se restos iguaes.

Designando asomma C+BA por C', a segunda serie de B termos re-
duz-se a

C', C'+A, C'+2A,., '" .C'+(B-I)A

e raciocinando sobre estes B termos, como se raciocinou sobre a primeira
serie de B termos, reconhece-se que os restos lambem se reproduzem na pas-

1 Sendo A' A.'D,B=B'D, e D o maximo divisor commum entre A e B os
restos reproduzir-se-Mo periodicamente, porém de B' em B' divisões.
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sagem da segunda serie de B termos para a terceira, e assim successiva-
mente.

O mesmo acontece, quando se tem C= A.
Suppondo que é .4=5, B=8, C=:l5 tem-se

dividendos: UI; ~O; 21S;30; 35; 40; (j.1S;50; ISI!;60; 51!; 70; etc,

7; t; I; 6; 3; O; 5; s, 7; 4.;. I; 6; etc.restos:

Sendo A=27, B=8, C=4. tem-se

dividendos: (j,; 31; sa, 85; ii:!; 139; i66; 193; 2~0; 2&7; ~7g,; etc.

restos : ~; 7; 2; I) ; O; 3; 6 j 1;

Finalmente fazendo A= C= 19, B=8 tem-se

~., 7 ., ~; etc.

dividendos: 19; 38; 57; 76; 9õ; H(j,; i33; 152; 17i; 190; 209; etc.

restos: 3; 6; :l ; (j,; 7; 2; 1); O; 3; 6; i; etc.

605. Indice periodica de qualquer numero inteiro N é o numero, que de-
signa quantos são os numeros primos com N inferiores a N.

O indice pr-riodico de 15 é 8, porque os numeros primos com :1.5infe-
riores a 15 são 8, a saber, i, 2, l~, 7,8, u, 13 e i4.. Todos os outros in-
teiros menores que i5 lêem com este numero o divisor commum 3 ou 5.

Representa-se abreviadamente (I indice periodico de um numero esere-
. vendo-o entre parenthesis, e precedendo este da letra grega 'fi. A expressão
cp (i5), que se lê phi de t5, representa, pois, quantos são os numeros pri-
mos com 15 e inferiores a 15.

606. Theorema. O indice periodico de qualquer numero primo é igual ao
numero inteiro immediatamente inferior, isto é, ,

'jl(7)=6-i

Com cfTeito, o maximo divisor commum entre qualquer numero primo
P e outro numero inteiro N só pÓde ser P ou i, visto que (~ 16i) são estes os
unicos divisores d'um numero primo P. Quando P e N têem o maximo divi-
sor.commum P, não é Ninfel'ior a P, mas multiplo de P, logo, quando N
é inferior a P, o máximo divisor comrnum entre estes dois numeros é :l.

607 Theorema. O indice periodico de qualquer potencia de numero pri-
mo é igual á potencia immediatamente inferior do numero primo multiplicada
pelo numero immedialamente inferior ao mesmo numero primo, isto é,

'jl(58)=58-1 X (5- i)

Todo o numero inteiro, que não Iõr primo com 58, ou, em geral, com
qualquer potencia de numero primo, é multiplo d'esse numero primo tS,
porque o maximu divisor cornmum d'eJle e da referida potencia só póde
conter o dito factor primo 5 (~ 178).Logo desde i até 58 inclusivamente
ha só numeres primos com 58 ou multiplos de 5. Excluindo da totalidade
d'elles todos os multi pIos de 5, restam, pois, os numeros primos com 58 e
inferiores a esta potencia.

Desde :l até 58 inclusivamente ha 58-1 multiplos de tS que são 5><1,
~>dl, 5X3 ... 5><58-1• •
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Diminuindo de 58, que representa quantos numeros inteiros ha desde I
até 58 inclusive, 58-1, que mostra quantos multiplos de 5 ha desde I até
58, tem-se pois

cp(~= 58_58-1 ou cp(58)=58-1 X (5-:1.)

608. Theorema. O indice periodico de um producto de dois factores pri-
mos entre si é igual ao produrto dos indices periodicos d'esses factores, isto é,

cp(A.B) =cp(A).cp(B)

suppondo que A e B representam numeres primos entre si.
Tomem-se dois numeres primos entre si, 8 e 15 por exemplo, e escre-

vam-se por ordem do grandeza, em quinze linhas horisontaes de oito nu-
meros cada uma, todos os numeros inteiros desde i até 8Xi5=120,
como abaixo se vê

:1.' 2' 3' 4,' ;-;; 6' 7' 8, , , , , ,
{.8+:I.; :I..8t2; 1.8+3; :I..8+iJ,; :1..8+5; :1..8+6; L8t7; 2.8
2.8+1; 2.8 2; 2.8+3; 2.8+4; 2.8+5; 2.8+li; 2.8 7; 3.8
3.8t1; 3.8+:2; 3.8+3; i!.8+4; 3.8+5; 3.8+6; 3.8+7 ; lJ..8
4.8 :1.; 4.8+2; 4.8=1=3; 4.8+4; 4.8+5'; 11·8+6; lj,.8+7; 5.8
5.8+f; 5.8=1=2; 5.8 3; 5.8+iJ,; 5·8+5; 5.8+6; 5.8+7; 6.8
6.8+1; 6.\; 2; 6.8+3: 6.8+4.; 6·8+5; 6.8+6; 6.8+7; 7.8
...................................................................
:1.4.8+1; :l.iJ,.8+2; l4.8+3 ; 14.8+1; :l.iJ,.8+5; 14.8+6; 14.8+7 ; :1.5.8

Cada colurnna vertical d'oste quadro contém 15 termos consecutivos,
d'uma 'progressão arithmetica , cuja rasão é um numero 8 primo com 15.
Logo (~§ 603 e 605) ha em cada columna 1'(15) nurneros primos com i5.
O rnaxuno divisor cornmum entre 8 e um numeroqualquer do quadro é
o mesmo (~ 13fi) para todos os nurneros que com elle estão na mesma co-
lumna vertical. Logo em ,,(8) columnas todos os numeras são primos com
8, nas restantes columnas não ha numero algum fJur. seja primo com 8.

Combinando estes dois resultados reconhece-se (§ 146) que ha no pre-
cedente quadro cp(i5)Xcp(8)numeros primos com 8X15 e portanto que é

cp(8X :l.5)=cp(8)Xcp(15)

609. Corollario. O indice prriodico de ?1m pl'oducto de factores primos
entre si dois a dois é igual ao producto dos indices periodicos d'esses (acto-
res, isto é,

cp(A B CD, .. ) = cp(A) • ~ (B) • cp(C) • (D) ...

suppondo que A, B, C, D ••• , representam numeras primos entre si dois
a dois. .

De serem A, B, C, D, ... primos entre si dois a dois conclue-se que A
é primo com B, com C, ccrn D, etc., e portanto (~ 14,6) que A é primo
com o producto B CD ...

Logo (~ ti08) é
cp(AXB CD ... ) = ~(A) .cp(BCD ... )

Sendo A, B, C, D, etc., primos entre si dois II dois, será B primo com
os factores do prod ucto CD. ',' e portanto B primo com este producto e
(~ 608)

cp(B x CD .•• )=cp(B).cp (C D .•. )
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Multiplicando ordenadamente estas igualdades, ou substituindo na pri-
meira o valor de rp(BCD ... ) dado pela segunda, obtem-se

qJ(AB CD ... ) =qJ (A) 'qJ(B). qJ(CD ..• )

Finalmente continuando a discorrer do mesmo modo com rp(CD ... ) até
não existir parenthesis com mais de um factor, acha-se a igualdade, que
se queria demonstrar!

610. Theorema. O indice perioâico de qualquer nnmero inteiro obtem-se
dividinrlo o numero pelo produao de todos os seus divúores pr'imos e multi-
plicando o quociente pelo producto dOI inteiros imméduüamenie inferiores aos
mesmos divisores primos, isto é,

qJ(3úO)= 360 (2-i)(3-:l.)(5-i)2.3,5

por serem 2, 3 e 5 os divisores primos de 360.
Decompondo 3fiO em factores primos obtem-se (~ 172) um producto

23X32X5, cujos factores, 23, 32 e 5, são primos entre si dois a dois: 1.0,

porque, sendo as suas raizes. 2 e 3 por exemplo, numeros primos abso-
lutos, serão (§ 162);)g mesmas raizes DumPfOS primos entre si; 2.0, por-
que, sendo primos entre si estes numeres, qU3esf)lwr potencias d'elles, 23
e 32, serão tambem (~ 147) numeros primos entre si. Applicando, pois,
ao producto 2:JX32X:>o corollario anterior, vem

'f (23X 32X 5)= qJ(23) • 'f (32). rp (5)

e applicando a cada factor d'este segundo membro os ~~ 607 e 606

'f(23 x 32X 5) = 23-1x (2-:1.). 32-1X(3-:l.) (5- 1.)
ou

e

'). 3'
'f (~3X 32X 5)=~2:3 (2- i) (3-:1) (1l-i)

't' (23 x 32X5) = 2~:;',': (2-:1.) (3-:1.) (5 -:I.)

'f (360)= 96

e finalmente

6li. Theorema. Sendo A e B l1umel'OS primos entre si, o resto, que se
obtem dioidindo a pOlel/Cla A 'f(B) de um d'elles pelo outro, é igual a 1, isto é,

Hi't'(S)= multiplo de S +:1. ou SqJ(15) = multiplo de 1.5+ i
suppondo que 8 e 15 são prlmo~ entre si,

Multiplicando 15 por um numero primo com 8 e inferior a 8, e divi-
dindo o producto por 8, ohtern-se necessariamente para resto um numero
tambem primo com 8 e Inferior a 8. Tome-se, por exemplo, o numero 7
inferior a H e primo com 8. O producto 7 X 15 é primo com 8, porque
(~ filo) cada um dos seus factores o é, logo 7Xl:i não é divisivel por 8. De-
signando Q e R o quociente incompleto e o resto da divisão de 7Xf5 por
8, será

7>< i5=S Q+R

e ramo 7xt5 e 8 são primos entre si, segue-se (~~ f3t. e (36) que 8 e R
tambem serão primos entro si.

Dividindo por 8 os productos f.t.5, 3.Hí, 5.15, 7.Hí de 15 por cada um
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dos numeras primos com 8 e inferiores a 8, obtêern-se, pois, restos, que
são também primos com 8 e inferiores a 8, e, como entre estes restos não
pódem haver dois iguaes, porque então lambem haveria restos iguaes
(~50i) nas divisões de LU), 2.i5, 3.i5, 4.{5,.... 7.t5, por 8, segue-se
que os referidos restos hão de ser todos os numeros primos com 8 e infe-
riores a 8. Effeetuando as divisões, acha-se

i • Hí= multiplo de 8 + 7
3. i5=multiplo de 8+5
IS -i5 = multiplo de 8 + 3
1. i5 = multiplo de 8+ {

Multiplicando ordenadamente estas igualdades, e advertindo que o resto
da divisão de um producto por qualquer inteiro 8 não muda de valor
(~ i07), quando aos seus factores se subtrahem multi pIos do divisor, tem-
se (§ 58)

i.3.5.7(:I.õ~-i)=multiplo de 8

O primeiro membro é divisivel por 8, e como 8, por ser primo com os
factores do producto t .3.5.7, é primo (~i4ü) com o .producto, segue-se
(~ t43) que 8 divide t54_ L Logo

W'f(8) - i = muItiplo de 8

visto que o expoente 4. indica o numero de divisões, ou o numero de nu-
meros primos com 8 e inferiores a 8. Quando B é primo absoluto tem-se
o theorema de Fermat.

612. Escholio. Não sendo A e B 'primos entre si, não' ha potencia al-
guma de A, que dividida por B dê t de resto. Com eífeito , suppondo que
fosse

/

Am=multiplo de B+i

todo o numero que dividisse A e B seria divisor comtnum de Am e de B,
e por consequencia dividiria. (~ t30) o resto L

6t3. Theorema. Smdo A s.B numeros primos entre si ha uma infinida-
de de potencias de A que divididas pOI' B dão o resto i, e os expoentts de to-
das ellos são multiplos do menor d'elles.

Está demonstrado já (~ 6H) que sendo A e B primos entre si, ha uma
potencia de A que dividida por B dá o resto 1 e sabe-se lambem já (§ 109)
que, havendo uma potencia de A que satisfaça áque\Ja condição, uma in-
finidade de outras potencias de A satisfará á mesma condição.

Sejam Am e An duas das potencias de A que divididas por B dão o resto
i e, suppondo-se que é m ;» n, seja m=nq+r. Será (§§ 72 e i09)

Anq=(A")q=(multiplo de B+:I.)q=multiplo de B+i

e portanto (~ 70)

Am=Anq+r=(muItiplo de B+i)Ar=multiplo de B+Ar

Mas por hypotbese é tambem

Am=multiplo de B+i
Logo tem-se afinal

muItiplo de B+:I.=multiplo de B+Ar
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ou (§ l03)
k = múltiplo de B+i

Portanto, se duas potencias, Am e An , de A, divididas por B derem o
resto I, e se a divisão do maior dos expoentes m pelo menor n der um resto
r, haverá uma potencia Ar inferior a An que tambem dará o resto l, se Iõr
dividida por B. E, pois, neeessario, que a divisão de m por n dê o resto
nullo para An ser a menor das potencias de A que divididas por B dão l
de resto. Não se pense, porém, que é sufficiente que m seja divisivel por n
para se poder concl uir que An é a menor de todas as potencias de A, que
dão aquelle resto.

E comtudo certo que, se An fôr a menor d'essas potencias, todas as ou-
tras potencias de A, que derem o mesmo resto divididas por B, terão ex-
poentes multiplos de n.

614. Corollario. Depois do que se demonstrou nos §§ 612 e 613 é evi-
dente que, se A e B forem numeras primos entre si, <p(B) é ou o expoente
da menor potencia de A, que dividida por B dá o resto 1, 0U um dos mul-
tiplos d'esse menor expoente.

1)15. Indioe periodioo de um inteiro B relativamente a outro inteiro A
é o expoente tia menor potencia de A que dividida por B dá o resto L

N'esta definição não póde deixar de sup,por-se (§ 612) q ue A e B são nu-
meras primos entre si. O indica periódico de B relativamente a A é igual
a <p(B), ou a um dos divisores de <p(B). .

O indice periodico de 8 relativamente a 15 é 2, porque l5~é a menor
potencia de 15, que dividida por 8 dá o resto L E 2 é divisor de cp (8) = 4.

O indice periodico de 12 relativamente a 25é 1, e l é divisor de <p(12)=4.
O indice periodico de 7 rela ti vamente a 10 é 6, e é 6= <p(7). .

616. Theorema. Dividindo por B os termos consecutivos de qualquer pro-
gressão qeometrica, que tenha por primeiro termo um numero C primo com o
divisor B, acha-se U/ma serie .de restos, dos quaes os primeiros são desiguaes
entre si e dilferentes de zero e os seguintes formam periodos que se reprodu-
zem indefinidamente. Decompondo o divisor B em dois factores a e 6, taes que
o primeiro, a, contenha todos os {actores primos de B, que entram na rasão A
da progressão e o segundo, b, todos os factores primos de B, que não entram
em A, será o numero de restos desiguaes igual ao expoente da menor po~encia
de A ilivisivel por Ó( e o numel'o de restos de cada periodo igual ao indice pe-
riodico de () relativamente a A.

Com efl'eito, se um termo CAm da progressão Iôr divisível por B, será

CAm=BQ="-~Q

e, não suppondo b= 1, esta igualdade é absurda, pois que b, sendo primo
com C e com A, é primo (~§ 147 e 146) lambem com CAm.

Logo, quando o divisor B contem factores primos, que não entram na
rasão A da progressão, nenhum dos restos é nullo.

Existindo todos os factores primos de exem A necessariamente as poten-
cias de Ad: certo grau em diante serão divisiveis por a. Seja m o expoente
da menor d'essas potencias. Os restos resultantes da divisão dos termos

C, CA, CA2, ... CAk, ... CAk',.;. CAm-l

por B serão todos differentes de zero e desiguaes entre si. Porque, se um
dos restos fosse nullo, seria por exemplo I
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CAk=BQ=IX~Q

e, como CI. é primo com C, <X dividiria Ak, deixando portanto de ser Am a
menor potencia de A di visi vel por CI.; e, se dois restos fossem iguaes, seria

CAk=IX~Q+R CAk'=IX~ Q'+R

e por consequencia C(Ak'-Ak)=IX~(Q'- Q)

ou .. At CAk(Ak'-k_i)=IX~(Q'-Q)

e como CI. é primo com Ak'-k -i, porque todos os factores primos de <X en-
tram em Ak'-k, e é tambem primo com C, a ultima igualdade somente se-
ria verdadeira, quando CI. fosse di visor de Ak, isto é, quando Am deixasse de
ser a menor potencia de A divisível por c;(.

Logo, se fór Am a menor potencia de A âioisicel por IX, os m restos que se
obtéem dividindo por B os termos C, C A, C A2, • " CAm-I. serão todos dif-
[erentes de zero e desiquaes entre si.

Continuando a dividir por B os termos seguintes

CAm, CAm+t, CAm+2, ... CAm+o, ..• CAm+o', ...

da progressão geometrica, obtem-se urna serie de restos, que se reprodu-
zem periodicamente .
. Com. effeito, suppondo que são iguaes os restos correspondentes aos ter.

mos CAm+n e C Am+n'
será C(Am+n' _Am+o) = (%(~ (Q'1- Q1)

ou . CAm+n(An'-o-i)=IX~(QII-Ql)

e, como 6 é primo com C e com A, é necessario, para que se verifique esta
igualdade, que () divida An'-n_ i ou que seja

A o ,-o = multiplo de ~+' i
Depois do que se demonstrou (~ 613) ha uma infinidade de valores de

n'-n que satisfazem a esta igualdade e todos elles são multiplos do menor,
que é (~ (ifã) o indice periodico de 6 relativamente a A. Designando por
peste indice periodico, serão iguaes os restos tias divisões por B de CAm+n,
C Am+n+p, C Am+v+2p, etc., qualq uer que seja o valor de n, com tanto que
m designe o expoente da menor po tencia de A d ivisivel por CI. e p o ind ice
periódico de () relativamente a A. Em particular fazendo n=U, serão iguaes
os restos das divisões por B de

,

CAm, CAm+p, CAm+2p, etc.

É evidente que em cada um dos periodos haverá prestas.
617. Corollario 1. DIVidindo por B os termos consecutivos de uma pro-

gressão geometrica, que tenha por primeiro termo um numero C primo oom o
divisor B e na qual todos os factores primos de B entram na rasão A da p1'0-
gressão, acha-se uma serie de restos dos qunes ús primeiros são differentl's de
zero e desigúaes entre si e os seguintes são todos nullos. O numero de restos
desiquaes e dilferentes de zero é igual ao expoente da menor potencia de A di-
visível por B.

Quando todos os factores primos de B entram em A é (~ 616) ~= 1 e por
consequencia B=a e é tambem p=1, pois que todas as potencias de i

•
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divididas por B dão 1 de resto. E sendo Am a menor potencia de A divisível
por rx=B, serão nullos os restos das divisões de CAm, C Arn+t, C Am+2, etc.
por 8.

618. Corollario II. Dit'idindo por B os termos consecutivos de uma pro-
gressão qeometrica ; que tenha por primeiro termo u>n numero C primo com o
divisor B e na qual nenhso» dos factores primos de B entre na rasão A da pro-
gressão, acha-se u.ma sede de restos, que se reproduzem periodic:lmellte de p
em p divisôes, .lesignando p o indice pH7'iorlicode B relatioamente a

Quando nenhum dos factores primos de B entra em A é (~ 616) '-'= 1 e
B=tJ e, como a menor potencia de A divisivel ,por 1 é a que tem por ex-
poente zero (~ 100). segue-se que o primeiro resto, isto é, o resto da divi-
são de C por 8, é um termo do primeiro periodo de restos.

619. Converter um quebrado irred uctivel ~ em dizima é decompol-o em
uma s-mrna de quebrados, cujos denominadores sejam as potencias sue-
cessivas de iD. Os numeradores d'estas fracções serão iguaes ou desiguaes,
conforme forem iguaes ou desiguaes os restos das divisões, de que elles
são quocientes incompletos, e os restos rl'essas divisões são (~ 235) iguaes

, aos que resultam da divisão de C, 10 C, 102 C, 103 C, etc., por B. Sup-
pondo, pois, A = 10 nos ~§6f6·a BiS têm-se: i.o todo o quebrado irredu-
ctivel, cujo denominador B admitte algU16Sdos divisores primos de W con-
junctamente com outros, produz wna dizima peruulica mixta, na qual aparte
não periodico consta de tlintas algarismos, quantas são as unid. des do ex-
poente da menor potencia de 10 dioisivel por o denominador B, depois de se
lhe haoerem eatrnhido os [actores primos dilferentes de 2 e 5, e o numero de
algarismus de cada periado é igual ao indice periodico relativamente a 10 do
denominador B privado dos [actores primos ~ e 5; 2. o todo o quebrado irre-
ductioel, cujo denominador B só admitte os divisores primos 2 e 5 produz uma ,
dizima limitaria, nu qual o numero de algarismos P. igual ao expoente da me-
nor potencia de 10 divisível pelo denominado!' B do quebrado; 3.0 todo' o que-
brado irreductiiel; cujo denominador B é primo com W, produz uma dizima
periodica simples. da qual o 1/umero de nlgal'l.~mos de cada periodo é igual ao
indice periodico do denominador B relativamente a W.

CAPITULO III
Approximações numertcas

620. Na pratica das operações da arithmetica raras vezes se encontram
numeros, que possam reputar-se absolutamente isentos de erro. Estes er-
ros podem provir ou da imperfeição dos meios de medir e observar as; gran-
dezas, que lêem de sujeitar-se ao calculo, ou da necessidade de substituir
por n umeros commensuraveis os que o não são.

Convêm, pois, saber resol ver os dois seguintes problemas: L o calcular
o maximo erro que póde alfectar o resultado de certas operações, quando
são cunhecidos os maximos erros, que poderão envolver os numeras de que
elle depende; 2.0 determif!ar os maximos erros que podem admittir-se nos
numeras, de que depende um certo resultado, quando previamente se fixa
o maximo erro que póde ter o mesmo resultado.

621. O en'o de um D umero póde ser absoluto ou relativo.
Erro absoluto é a dilferença entre o v/llor exacto do numero e o talol" ap-

~(j,
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proxnnado, O erro absoluto póde ser POj' defeito ou por falta, e por excesso.
Ê ]J01' defeito, quando o valor approximado do numero é menor que o exa-
cto, e é por excesso, quando o valor approximado excede o numero exacto,

Distingue-se no calculo o erro por defeito do erro por excesso affectando
o primeiro, por exemplo, do signal +e o segundo do signal-, Adoptando
esta convenção dir-se-ha que o erl'O pm' defeito é positivo e o erro por ex-
cesso é negai iro.
Erro relativo de um numero é o q'lJJIciente, que resulta da divisão do erro

absoluto pelo valor exacto do numero. O erro j'elativo será tambem positivo
ou _negatiro, segundo Iór positivo ou negativo o erro absoluto.

E pelo erro relativo, que principalmente se aprecia o grau de exactidão,
ou antes de approximação, de um numero dado. .

Duas distancias, na medição das quaes se commetteu um erro de 3 de-
cimetros, envolvem o mesmo erro absoluto; deixarão, porém, de envolver
o mesmo erro relativo, se forem differentes. Assim, se o valor exacto 'da

primeira Iõr 5 metros e o da segunda 5 ki lornetros, serão ;0 e 5~~00os er-
ros relativos. E ninguem duvidará de que, não obstante terem ambas o
mesmo erro absoluto, a segunda esta medida com muito maiorapproxima-
ção do q ue a primeira.

622. Geralmente não se conhecem com exactidão os erros dos numeros,
que entram nos calculos, e somente se suppõem dados numeres superiores
a elles, que se tomam como limites 1 dos erros.

Toma-se geralmente para limite do erro absoluto de um numero uma,
ou meia, unidade inteira, ou decimal, maior que o dito erro.

Sendo 7658~325 um numero exacto, será 7658~000 um valor appro-
xirnado d'aquelle numero, com um erro por defeito inferior a 1 unidade
de quarta ordem ou a i milhar; e 76585000 outro valor approximado do

• mesmo numero, com um erro por excesso menor que 1 milhar. E evi-
dente, porém, que o erro 325 do primeiro numero é menor que o erro
1000 - 325, ou 675 do segundo, por ser o seu primeiro algarismo menor
que 5. N'este caso o numero approximado por defeito envolve, pois, um
erro menor, que o numero approxirnado por excesso.

Sendo O,OO(j5~78um numero exacto, serão 0,00654 e 0,00655 dois va-
lores approximados d'elle com um erro inferior a 0,00001; mas o erro do
primeiro é por defeito e igual a 0,0000078, e o do segundo é por excesso
e igual a O,OOOOi-0,0000078 ou 0,0000022, logo, n'este exemplo, o erro
por excesso é menor que o erro por defeito. Isto mesmo se reconhecerá fa-
cilmente, observando que o primeiro erro contém 78 unidades da setima
casa decimal, e é por consequencia maior que meia unidade da quinta casa
decimal, e o segundo contém :tOO-78 unidades da setima casa, isto é, me-
nos de meia unidade da quinta casa de dizima.

Em geral, quando 'em qualquer numero inteiro ou decimal, se substi-
tuem por zeros, alguns algarismos signiflcativos a contar da direita, com-
mette-se um erro por defeito, menor que uma unidade da ordem do ultimo
algarismo conservado. Esse erro será menor ainda que meia unidade da or-
dem do ultimo algarismo conservado, quando o primeiro dos algarismos
desprezados fõr inferior a õ. Quando o primeiro algarismo desprezado fõr 5,

1A palavra limite não tem, n'este loga~, a significação (§ 2(7) restricta, que
muitas vezes se lhe dá.
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ou outro de maior valor, o erro por defeito excede meia unidade da ordem
do ultimo algarismo conservado.

Substituindo por zeros os ultimos algarismos significativos da direita de
um numero inteiro, ou decimal, e juntando :1ao ultimo dos algarismos con-
servados, comrnette-se um erro por excesso inferior a uma unidade da or-
dem do ultimo algarismo conservado. Este erro será maior que meia uni-
dade da ordem d'aquelle ultimo algarismo, quando o primeiro dos algaris-
mos desprezados fôr menor que 5, e menor que meia unidade da referida
ordem, quando este algarismo fôr 5, ou maior que õ.

Quando se despreza só um algarismo, e esse é Õ, o erro é sempre igual
a meia unidade da ordem do ultimo algarismo conservado, e por isso é in-
diflerente juntar, ou não, :1a este algarismo.

Quando os algarismos, que se substituem por zeros, pertencem á parte
decimal de algum numero, é desnecessario fazer a substituição, basta des-
prezai-os (§ 238) ou apagai-os.

623. Diz-se que um numero tem 2, 3, 4, etc. algarismos exactos, quando
o seu erro absoluto é inferior a uma unidade da ordem do 2. 0,3. o, 4. o, etc.,
algarismo a contar do primeiro algarismo significativo da esquerda.

O numero !~72,586726 terá, pois, 8 algarismos exactos, se o seu erro
absoluto Iõr menor que 0,0000:1; o numero 0,000438'2 terá apenas 2 al-
garismos exactos, se o seu erro absoluto kver tambem por limite O,OOOOf..
O numero 82654300 tem 6 algari,mos exactos, se o seu erro absol uto fôr
menor que :1 centena, ou :1.00 unidades.

Conhecidas duas das tres quantidades, numero de algarismos exactos,
limite do erro absoluto, ordem da unidade a que se refere o primeiro al-
garismo significativo da esquerda, é facil determinar a terceira.

Sendo i~G o limite do erro absoluto de um numero, e suppondo que o
seu primeiro algarismo significativo da esquerda representa milhares, é
evidente que o numero tem :10 algarismos exactos, 4 á esquerda da virgula

e 6 à direita. Se o limite do erro absoluto fôr ainda :I.~G' porém, o primeiro
algarismo significativo da esquerda representar centesimas, o numero terá
então sómente 5 algarismos exactos.

624. Quando não se póde garantir a exactidão ele todos os algarismos de
um numero, convem desprezar aquclles com a exactidão dos quaes não é
prudente contar. Este desprezo, porém, importa um novo erro, que, se-
gundo os casos, póde, combinando-se com o que já existia, agravar a falta
de exactidão do numero, ou pelo contrario attenual-a. E, pois, indispen-
savel conhecer o sentido, ou signal do erro que aflecta o numero, antes
d'aquelle desprezo, para se poder decidir se o erro final é a somma ou a
diflerença dos dois.

Seja 32,65847 um numero approximado por defeito com um erro abso-
luto inferior a 0,00:1.. N'este exemplo é conhecido o sentido do erro e sa-
be-se que, se+e representar o seu valor exacto, será 32,6:5847 +e o nu-
mero sem erro algum. Desprezando no numero approximado os dois ulti-
mos algarismos. por não se su pporem (~ (23) exactos, cornmeue-se um se-
gundo erro também por defeito ou positivo e reduz-se o numero a 32,658
com um erro por defeito igual a 0,00047 +e, isto é, igual á somma dos
·dois erros. É certo, porém, que, sendo e <0,001, aquelle ultimo erro póde
exceder O,OOi, sem comtudo chegar a ser 0,002. Basta comtudo juntar

~., ..
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0,001 a 32,6õ8 para se introduzir um erro em sentido contrario, um erro
negativo, cujo effeito será reduzir o erro resultante a menos de O,OOL

Effectivamente, podendo representar-se por
32,6i:i9-0,OOi +O,OOOg,7+e

o numero exacto, o erro de 32,61lUserá+O,000g,7 +e - 0,001, isto é, uma
quantidade inferior a O,OOL Não se conhecendo o valor exacto de e, é im-
possível prever o signal que affecta o ultimo erro, e por isso sómente se
póde affiançar que o erro de 32,659 é inferior a 0,001, sem nada se poder
decidir ácerca do seu signal.

625. Theorema. O erro relativo de um numero, que tem m algarismos

exactos, é menor que k. i~m-l' quando k não excede ao primeiro algarisrJ!O

. signifir:ativo da esquerda do nume1'o; e é menor que k. i~,n-2' quando k excede
ao referido algarismo, sem comtudo ser maior que 10.

Suppondo que 47,56879 tem 5 algarismos exactos, isto é, que o seu erro
absol uto é inferior (~ 6i3) a 0,001, será o erro relativo (~ 621) menor que
o,r:\ designando N o valor exacto do numero. Porém N é maior que 40,
logo será 0,001 O,ooi { i

-v< 40 = 40000= 4.""W5-1

isto é, o erro relativo do numero 47,56879, que tem 5 algarismos exactos,
é inferior a k. f~5-1' quando k é o primeiro algarismo significativo da es-
querda.

Com maior rasão será o erro relativo inferior a k. i~5 -1' quando fôr k
menor que o primeiro algarismo 4 da esquerda do numero.

Suppondo, porém, que é lo> ~ ter-se-ha .

t t
4. iQ5-' >k. iU5-1

ke suppondo tambem que não é k maior que 10, será iO < ou= i e com

maior rasão i~ <4. Será portanto
i I. . i

4. iQ5-1 < .,.-- = Jc. iQ5-2
Iõ' iQ5-1

e, como se sabe que o erro relativo do numero 47,56879, que tem 5 alga-
rismos exactos, é menor que g,.lts-l' será o mesmo erro menor ainda que

k .1~5-2' quando k Iõr maior que 4 e não exceder to.
626. Corollario. O erro relativo de um numero, que tem m algarismos

, i
exactos, e men01' que 1Om-l'

Com effeito, n'este caso é k= 1 e portanto k não póde exceder em valor
ao primeiro algarismo' significativo da esquerda do numero approximado,
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627. Theorema. O nume1'Ode algarismos exactos de um numero, cujo
erro relativo é menor que k. !o",' é igual a m quando k não excede em valor
ao primeiro algarismo significatü'o da esquerda; e é iqual ! a m+1, quando
k excede o referiria algarismo, ruas não é superior a 10.

Seja 4358,725 um numero approximado, cujo erro relativo é menor
i

que 4. :1.05'
Designando por e o erro absoluto do numero, será (§ 62:1.) o seu erro

relativo

4358,725±e

conforme o numero estiver approximado por defeito, ou por excesso.
Em qualquer dos casos tem-se por hypothese

e i
4358,725±e <~

Reduzindo ao mesmo denominador os dois membros da desigualdade, 6
comparando (~ :1.85) os numeradores dos quebrados resultantes, vem..

4.105e<4358,725+e

(4 • :I.O~+ i) e<4358,725
e

< 4358,725
e 4.iO':p

Multiplicando ambos os membros por a maior potencia de :1.0 que torna
o quebrado inferior a 1., vem

'0 < 43587,25
1 e 4.W'+{

O maior dos dois valores, que pôde ter este quebrado, é

43587,25 = 43587,25 < i
4. ({),_ i 399999

Logo, ou o numero esteja approximado por defeito ou por excesso, sem-
pre será

ou

1Deixa de ser igual a m+:I. o numero de algarismos exactos, quando o nu-
mero estiver approximado por defeito, k-f fôr o valor do seu primeiro alga-
rismo significativo da esquerda e 9 o de cada um dos m algarismos immediatos.
N'este caso excepcional apenas se p6de contar com m algarismos exactos.

Suppondo que 399,99975 é um numero approximado por defeito com um erro
relati vo inferior a 4. ~O' será

<
399,99975 399,99975

e 4.W'-i =399999
e portanto

H)O <39999,975./ i
e 3911999<,

iOOO <399999,75> i
e 399999

Não se póde, pois, affirmar que seja e menor que O,OOf,mas tem-se a cer-
teza de ser e<O,Oi. Logo o numero 399,99975 tem, n'este caso, 5 algarismos
exactos.
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Se se houvesse multiplicado por 1.00 o segundo membro, achar-se-ia um
producto maior que 1. Não é portanto possivel assegurar que seja e<0,01..

Quando é lc <~,por exemplo k=3, tem-se também

e finalmente

1Oe< 1.3587,25
3'10'-fi

e<O,i

Em qualquer d'estes dois casos o numero tem õ algarismos exactos.
Suppondo, porém, que é k>4, por exemplo k=õ, tem-se

<4358,725
. e 5.TO'+i

e multiplicando ambos os membros por 100 ainda será

'00 < 435~72,5 < i
'L e 499909,

e por consequencia
ou

Não succederia o mesmo, se se multiplicassem por 1000 ambos os mern-
bros.

Logo para k=õ o numero tem 111+1 ou 6 algarismos exactos.
62H. Corollario. O nurner'o de oloorismos eeactos de um numero, cujo

e1'1'Orelativo é infe1'ior a 1~m, é igual 1 a m.
Com efTeito, n'este caso ó lc=1 e portanto k não excede em valor ao pri-

meiro algarismo significativo da esquerda do numero approximado.
629. Theorema.· O f1'1'O absoluto de uma sornma de porcellas opproxima-

dos no n1Psrno sentido (todas por defeito, ou todas por excesso) é igual em
qrandeza e sentido á somma dos erros absolutos das parcellos. O erro absoluto
de urna somrna de parcellas cppvoaimodos em difTlwentes sentidos (umas por
defeito e outras por excesso) é i91lal á dilTl'rença ent-re a sornma dos erro,~ por
defeito e a sornma dos er1'OSp01'excesso, e tem o sentido dos erros, que entram
na maior das duas sommas.

Sejam A, B, C, etc., os valores approximados das parcellas e a, b, c,
etc. os correspondentes erros absolutos.

Se uma parcella B estiver approximada por defeito, será (§ 622) B+b
o seu valor exacto, se estiver approxirnada por excesso, o valor exacto d'ella
será B-b.

1 Deixa de ser igual a m o numero de algarismos exactos, quando o numero
estiver approximado por defeito e f~r () cada um dos m primeiros algarismos si-
gnificativos da esquerda. N'esle caso excepcional somente se póde contar com
m-t algarismos exactos.

Esta proposição pode demonstrar-sr directamente, mas deduz-se com facilidade,
do que se disse em nota ao § 627, ndvertindo que, sendo n'este ClSO k=l, será
k-:I. = 0, e portanto que basta considerar, como algarismo significativo, o zero
que estiver á esquerda dos m primeiros noves. Suppondo que 0,0009999996 é
um numero approximado por defeito com um erro relativo inferior a i~' con-
cluir-se-ha que os algarismos exactos do numero são k- i ou ° c os cinco noves
immediatos. Logo 0,0009999996 tem apenas ii algarismos exactos.
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Suppondo que todas as parcellas estão approximadas no mesmo sentido,
será o valor exacto da somma

(A+a)+(B+ b)+ (C+c) +etc. ou (A-a)+(B-b) + (C-c)+etc.

conforme as parrcllas estiverem todas approximadas por defeito ou todas
por excesso e o seu valor approximado será

A+B+C+etc.

A difTerença entre as duas sommas, ou o erro absoluto da ultima, é igual
a +(a+b-l-c+etc.), tomando o parenthesis com o signal +, quando todas
as parcellas estão approximadas por defeito, (J com o signal -, quando to
das estão por excesso. '

Quando umas parcellas estão apprcximadas por defeito e outras por ex-
cesso, a somma exacta será, por exemplo,

(A+a)+(B -b) +(C + c)+CD-d) + etc.
e a approximada A+B+C+etc.

A difTerença entre estas duas sOI11Jnas (I a-b+c-d+etc., isto (I, (~ 44)

(a+c+etr.)-(b+d+etc.) ou (b+d+etc.)-(a+c+etc.)

conforme fOr a+c+etc. maior, ou menor que b+d+etc. No primeiro caso
o erro da som ma é por defeito, no segundo II por excesso.

fi30. Corollario. O erro ab.oluto de úma somma é sempre inferior rí som-
ma dos limites dos erros absolutos das parcellos 1.

631. Problema. Calcular a sommll vg + V3i + V 162 com um erro re-
1 . . r.;: 1atwo mi ena?" a fO,.

Pelo § 626 sabe-se, que, se a sornma procurada tiver 5 algarismos exa-

ctos, o seu erro relativo será. inferior a i~' como se deseja, mas a somma
v'8 +:;I:rr + Vi62 está comprehendida entre

V22+'31+Vi22 17 e V3í+V.f!+Vi32 20
logo dois do 5 algarismos pertencem :'L parte inteira, e por consequencia
os 3 restantes pertencerão it parte decimal.

1 O erro relativo de lima somma é infericr ao tnaxilllO erro relatico das par-celtas.
Sendo a, b, c, elc. os erros absolutos das parcellas e A', B', C', etc. os valores exa-

t d' II (R 60)1) r: a li c '. I· . a+li+c+ete.
C os e as (j - serao Ai' 1JI' (fi, etc., os seus erros re ativos e A'+B'+ C'+_te.
ou uma quantidade ainda menor, o erro relativo da som ma. Mas este ultimo que-
brado é (§ 227) menor, que o maior do quebrados j;. ~, {;;, etc., logo o erro
relativo da somma é sempre inferior ao maior dos erros relativos das pareellas.
E te thcorema raras vezes e emprega na pratica: i .0, porque é mui Lofaci! cal-
cular o limite do erro absoluto de uma somma e por consequencin O grau da sua
approximação i 2.", porque o limite do erro relativo calculado por e!le póde afas-
tar-se muito do verdadeiro erro, especialmente se alguma das parcellas fM muito
pequena relativamente li outras.
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É necessario portanto calcular a somma com um erro absoluto menor
que 0,001. Representando I' o limite commum dos erros absolutos, que po-
dem ter as Ires parcellas, para a somma vir com um erro absoluto inferior
a 0,001, tem-se

3e<0,001 ou <O,ooie -3-

C I d . d II O,OOiaicu an o, pOIS, ca a parce a com um erro menor que tO ou
0,0001, tem-se a certeza, de que o erro da somma é inferior a 0,001.

Effectuando as operações (~~ 278 e 307) acha-se
V8= 2,828lJ.
~3i = 3,fU3

Vffi=12,7279

VH+ V:H + V 162= t8,6976

O erro, que esta somma envolve, é por defeito, porque o são tambem os
erros das parcelJas, e o seu valor (\ desconhecido e inferior a 0,001. Con-
vém, pois, desprezar o ultimo algarismo da dizima, COlO a condição, po-
rém (~ 62~), de se juntai" 1 unidade ao que lhe ficar á esquerda.

Vê-se portanto que é

V8+V3T + Vi62 = 18,698

com um erro absoluto (por defeito, ou por excesso) menor que 0,001 ou
I . icom um erro re auvo menor que fOI'

632. Em geral, quando se deseja calcular uma somma de p parcellas

com um erro absoluto menor que i~"" o maior erro absoluto e das par-
cellas deve ser tal, que torne

i
P> e<l.Om

Tomando effectivamente cada parcella com um erro absoluto menor que
p. ;0-;;; tem-se a certeza (~ ("i30) de que o erro absoluto da somma é menor

i
que 1.0"'.

Quando o numero p das parcelJas não excede 10, tem-se
i:l :l i

;'-:lOm > :lO'"+ 1 OU P . :lOm= l.Om+ [
e basta por conseguinte tomar cada parrella com 1n+ 1 casas decimaes, isto
é, com mais uma do que as que deve ter a somma, para os erros d'ellas se-

. f . :lrem 10 errores a p. W-;;;.
Quando o numero p das parcellas excede 10, porém não excede 100 ou

102, tem-se .
l. > l. ou l. t

P • l.Om :lO'"+ ! l' .l.Oon=.tOm+ ~
e é nocessario, portanto, tomar cada parcella com duas casas mais, do que
as que se requerem na somma.
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Generalisando estas considerações chega-se á seguinte conclusão: '
Para se calcular uma somma com um erro absoluto inferun: a 1tma1 uni-

dade (inteira ou decimal) de certa ordem, deve-se tomar cada purcella com
um erro absoluto menor que uma unir/ade de ordem l, 2, 3, etc., vezes me-
nor, conforme o numero de parcellas fôr igual, ou inferior a :10, toO, tOOo,
etc.

633. Theorema. O m'o absoluto do resto de ttm(~ subtracção é igual á
somma dos erros absolutos do addüioo, ou diminllPndo, e do subtractivo, ou
diminuidor, quando estes dois erros silo de sentidos contrarias (um por defeito
e ou tro por excesso), e é igual à dilferença dos mesmos erros, quando ambos
têeni o mesmo sentido>.

Sendo A e R dois numeres approximados cm sentidos contrarios e a e b
os erros absolutos, o verdadeiro valor do resto será

(A+a)-(B=Fb)

tomando os signaes superiores, quando o additivo é approximado por de-
feito e o suhtrativo por excesso, e os signaes inferiores no caso contrario.

Em ambos os casos o valor approximado do resto é A-B, e a diITerença
entre elle e o valor exacto dá a medida do erro absoluto do resto. Adver-
tindo portan to (~ 47) que é

~
(A+a)-(B+b)=A+a-B+b

ou (~§43 e 44)
(A+a)-(B+b)=(A-B)+(a+b)

concluir-se-lia, quP o erro absoluto de A-B é igual a +(a+b), quando
os erros de A e B não são no mesmo sentido, devendo o parcnthesis ter o
signal +. quando o erro do additivo tôr por defeito e o signal - no caso
contrario .
• Se os dois numeros A c R forem approximados no mesmo sentido, será

o verdadeiro valor do resto igual a
(A+a)-(B+b)

e como (~ 47)
(A+a)-(B+b)=A+a-B+b

seguir-se-ha (§~46 e 47) que

(A+a)- (B+b)=(A-B)+ (a-b)
adoptando sempre os signaes superiores, ou sempre os signaes inferIores.

1 Se se quizer, que o erro absoluto da somma seja inferior a meia unidade da
5ordem m, deve-se tomar cada parcelh com um erro absoluto menor que --L-l .

p. wm
T

Sendo pois p = ou < 5 será ____!!..___+l= ou > _!_+l· e dever-se-ha contar com
p.fO'" W'"

tn+ f. casas de dizima em cada parcella. Se Iõr p = ou <50, será ~+. =
p.Wm •

ou> _f -. e 111+ 2 o numero de ca as de dizima, com que se deve lomar cadawm+.
parcella, le.

2 Nl10 se póde estabelecer uma regra geral para determinar o limite do erro re-
lativo do resto, quando se suppoem conhecidos os limites dos erros relativos do
additivo e subtractivo, porque o primeiro dos tres erros tanto pó de exceder como
ser inferior a qualquer do outros erro.
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Em qualquer das hypotheses o erro do resto A-B é igual á differença
+(a-/1), tomando o parenthesis com o signal + quando o additivo e sub-
tractivo estão approximados por defeito, e com o signal - no caso con-
trario.

63!~. Corollario. O erro absoluto do resto de uma subtracção é sempre in-
ferior á som ma dús limites dos erros absolutos do additivo e do subtractivo,
ou ao dobro do maior d'elles. Quando os dois numeros estão approtoiuuuios no
mesmo sentido, o e1TO absoluto do resto é inferior ao maior dos limites dos
erros obsoluto: dos mesmos numeros.

635. Problema. Calcular o resto da subtracção indicada V7 - V2 com

I . . ~. ium erro re atwo ln, erwr (J. 102'
Conhecendo o numero de algarismos exactos do resto e a ordem da uni-

dade a que se refere o primeiro algarismo significativo da esquerda, póde
(~ 623) determinar-~e o limite Ile erro absoluto do resto, e por consequen-
cia (~634) o limite commum dos erros absolutos do additivo e subtractivo.

Convém que o numero de algarismos exactos do resto seja (~ 626) 3,

para se poder reputar o seu erro relativo inferior a f~2' Resta portan to fi-
xar a ordem da unidade do primeiro algarismo. Para esse fim é necessario
advertir, que sendo

e

a diITerença V7 - V2 augmenta, quando o additivo V'7 é substituido por
qualquer numero maior, 3, e o subtractivo V2'por qualquer numero me-
nor, 1, e diminue no raso contrarrb, isto é, quando aquelle é substituido
por um numero menor, 2, e este por um maior, 2, de sorte que será

2"":2<Vi-V2'<3-i ou

Estas desigualdades indicam apenas, que o primeiro algarismo signifi-
cativo da esquerda não é de ordem superior á das unidades. Não se saben-
do, pois, se elle será o das unidades, o das decimas, etc., é impossivel fi-
xar Já qual deva ser o erro absoluto do resto, embora seja dado o seu erro
relativo. Fazendo o calculo, como se aquelle algarismo fosse o das unidades,
e advertindo que o resto deve ter 3 algarismos exactos, concluir-se-ha que
o resto póde ter um erro inferior a 0,01, e portanto que bastará calcular o
additivo e o subtractivo com um erro absoluto inferior a 0,01, se porven-
tura (~ 634) ambos os numeras ficarem approximados no mesmo sentido.

Extrahindo as raizes com erros por defeito inferiores a O,Oi achar-se-há

V7=2,6q,
V2=1,21í

V7-V2=i,39
o calculo mostra que o primeiro algarismo significativo da esquerda é

effectivamente o algarismo das unidades e portanto que é

V7-V2=i,39
com 3 algarismos exactos) ou com um erro relativo inferior a i~'

\
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Se o primeiro algarismo significativo da esquerda fosse ~ das decimas,
centesirnas, etc., seria nccessario calcular cada raiz com mais uma, duas,
etc., casas de dizima.

63H. Theorema. O erro absoluto de um prodvcto de dois factores appro-
eimados por tlc[eito é menor que a somma dos productos do erro de cada um
dos [actores pelo calor exacto do outro fartar I, . ,

Representando por A' e B' os valores exactos dos factores e por a e b os
seus erros, será A'B' o producto exacto e

(A'-a) (B'-b) ou (§ 60) A'B'-A'b-aB'+ab

o valor approximado do producto. ,
A difTerença entre aquelle e este producto é (~ 4,7)

A'B'-(A'B'-A'b-aB'+ab) ou A'b+ aB'-ab

e como esta difTerença, que representa o erro do producto, é menor que
A'b+B'a, segue-se que o theorerna é verdadeiro.

637. Corollario 1. O erro absoluto de um producto de mais de dois factores
approximados por deleito é inferior á sommll dos productos do erro de cada
factor pelo protlucto dos valores exactos de todos os outro« factores.

Sendo A', B', C', etc. os factores exàctos, a, b, c, etc. os erros absolutos,
será (~ 636) o erro absol u LO rio prod ucto dos factores A, B e C menor que
o erro de A B multiplicado por C', mais o producto de A'B' por c. Mas o
erro de A B é menor que Alb+B'II, logo o erro de AB C é com maior ra-
são menor que

(A'b+B'a) C'+A'B'c ou A'C'b +B'C'a +A'B'c

Se os [actores exactos fossem A', B', C', D', achar-se-la o erro absoluto
do producto ri B CD menor que

erro de (A B C) XD'+A'B'C'd
e como •erro de (AB C) <A'B'c+A'C'b +B'C'a

seguir-se-ia que o erro de A B CD é inferior a

A'B'D'c+A'C'D'b +B'C'D'a +A'B'C'd

638. Corollario II. O erro rela lho de um producto de dois 01/ mlli.~ fa-
ctores appl'oximlldos por defeito é menor que a somma dos erros relaiioos de
todos os ractores.

Sendo A', B', C', D', os factores exactos de, um producto, e A'-a,

10 erl·O absoluto de um producto de dois [actores approximados pi»: excesso é
menor que o somma dos pl·oductos do en·o de cada um dos [actores pelo valO1'ap-
proximado do outro factor. Sendo A e B os valores approxirnados dos factores, e
a e b os erros absolutos, será AB o producto approximado, e (A-a)(B-b) ou
A B - A b- B a+ a b o producto exacto. O erro do producto será n 'este caso
AB-(AB-Ab-Ba+ab) ou Ab+Bn-ba.

O erro absoluto de um producto de dois [actores appvoximados em sentidos con-
trarios é menor que a ditTerença entre osproductos do elTO de cada {actor pelo va-
lor do outro, tomando inditrerentemente os valores exactos de ambos os [actores, ou
os seus valores appl·oximados.

Esta proposição demonstra-se corno a antecedente, ou como a do § 636.



380

B'-h, Ci-:«,D'-d, os valores approximados por defeito d'esses factores,
será o erro absoluto de (A/-a) (B'-b) (C'-c)W/-d) inferior a

A'B'C'd+A'B'D'c+A'C'D'b+B'C'D'a
e o erro relativo (~ 62i) será, portanto, menor que

AIBIC'd+A'BIDlc+AICIDlb+B'CIDla
A'B'CID'

d c + b aou Di +Ci ID+Ai

639. Theorema. O erro absoluto de uma potencia de qualquer numero ap-
proximado por defeito é menol' que o producto do expoente da potencia pela
potencia immediatamente infer'ior do numero exacto e pelo erro absuluto do
mesmo numero.

Seja A' o valor exacto de um numero, A o seu valor aporoximado por
defeito e a o erro absol uto. '

Considerando 1 que a potencia A5, por exemplo, equivale a um producto
A.A.A.A.A, será (637) o erro absoluto de A5 menor que .

A'A'A'A'a +A'A'A'A'a +A'A'A'A'a +A'A'A'A'a +A'A'A'A'a
e por consequencia menor tambem que 5A'4.a.

640. Corollario. O erro relativo de uma potencia de qualquer numero ap-
proximado paI' defeito é menor que o producto do expoente da potencia pelo
erro relativo do numero.

Sendo e o erro absoluto da potencia A5, será o erro relativo ria mesma
potencia igual a ;'5' e portanto menor que

ou (§ 100)

64f. Problema. Calcular o er-ro absoluto do producto 2,645 X i ,259, sup-
pondo que cada factor tem um erro absoluto por defeito inferior a O,OOL

'Solução 1. Chamando e e e' aos erros absolutos dos factores, será o erro
• absoluto da prod ueto (~ 636) menor que

e'(2,6Mí + e)+ e(i,259 + e'!.
e como e e e' são menores que 0,001, segue-se que o referido erro será
ainda menor que

O,OO!X 2,646 + 0,001 X 1,260 ou 0,003906
•

O erro do producto 2,64,5 X :1.,259ou 3,33005;; é pois menor que 0,0i.
Desprezarmo as quatro ui urnas casas de dizi ma, e juntando 1 á das centesi-
mas (~ 62tt) vem finalmente

2,6li5 x 1,259= 3,3li com um erro absoluto menor que O,Oi

1 Em geral, sendo A =A'-a será
Am= (A'-a)"' =A'm:_maA'ru-1+ t1l<::;4)a2A'm-2_etc,

A'm_Am =maAlm-1_m(;,.;l.) a2Alm-2+ etc.

e, pafa valores suffieientemente pequenos de a,

Alm-Am<maA'm-l
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Solução II. Cada factor tem ~ algarismos exactos, e, portanto, o erro

relativo de 2,64õ será (~ 62õ) menor que 2.1lO3 e o do factor :1,2õ9 será

menor que i~3. O erro relativo do producto é pois (§ 638) inferior a

t t
2.!õ'+ 10' ou 3

2710'

lO i
e com mais rasão ainda inferior a 2 _lO3 ou 2.10~.

Sendo :2 .~02 o erro relativo de 3,3300õõ, haverá n'este numero (~ti27)
dois algarismos exactos sómente, e portanto o erro absoluto do producto
não chega a 0,1, isto é, I

2,6iJ,5Xl,259=3A com um erro absoluto menor que 0,1

Vê-se, portanto, n'este exemplo, que a segunda solução, na qual se em-
pregam os erros relativos, dá menor approxirnação que a primeira.

642. Problema. Calcular o oalor de (V3" + 2) (Y 45 -1) (vs+:1)
com um erro absoluto menor que 0,1. •

N'este problema a primeira questão, que convém resolver, é a da ap-
proximação com que deve ser extrahida cada uma das raizes. A melhor
maneira de a resolver é procurar a ordem da unidade correspondente ao
primeiro algarismo signilicativo da esquerda do producto, depois o erro re-
lativo do producto, e finalmente o erro relativo que deve ter cada factor .
. Para conhecer a ordem do primeiro algarismo, extrahe-se cada uma das
raizes com um erro absoluto inferior a :1, e obtem-se então

011

(yP+2) (v'62-1) (v'22+ iJ«y3+2) (v'4,5-:l.) (V8+1) <
«y~+2)(y7í- i)(y3i+ 1)

45«v'3+2)(v'45- i)(y8+ 1)<96

O primeiro algarismo da esquerda do producto representa, portanto,
dezenas, e como o erro do producto procurado deve ser menor que O,~,
segue-se que elle ha de conter tres algarismos exactos, e por consequencia

(§ 628) que deve ser calculado com um erro relativo inferior a i~3.
{ .

Para o prod ucto vir com um erro relativo menor que lO' é necessano,
que cada um dos tres factores seja calculado (~ (38) com um erro relativo

menor que 3 •~03 ou menor ainda que i~4 e por consequencia com (* (26)
5 algarismos exactos. ...

Attendendo, porém, a que, n'este exemplo, o prImeiro algarismo de cada
factor é igualou superior a 3, reconhece-se que é sufficiente calcular cada
factor com 4 algarismos exactos para se obterem (~ (25) erros relativos

i
menores que 3. lO3'
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Tem-se pois
11'3+ 2= 3,732

v'Mí - i= 5,708
11'8+1= 3,828

(v'J +2)(v'45-1)(V8+i) = 81,545035968

tendo o segundo membro apenas tres algarismos exactos.
Juntando 1 ao algarismo das decimas, e desprezando (~li2ll) os algaris-

mos que lhe licam á direita, obtem-se

e

(v'J + 2)(11'45 - i)( 11'8+ 1)= 81,6

com um erro absoluto menor 'Tue O,L .
M3. Problema. Calcular (1+ V5)2 com um erro relativo inferior a
i
t03'

Para o erro relativo do quadrado ser menor que :I~3 é preciso (~ 640)

que o erro relativo de i+V5 seja menor gue 2 .~03' Para o valor de i+::15
vir com um erro relativo menor que 2.~03' basta (~625) calcular o mes-
mo valor com 4 algarismos exactos, "isto ser igual a 2 o primeiro alga-
rismo signilicativo de 1+V5 ou 2,709 ....

Extrahindo a raiz cubica de 5 com 4 algarismos exactos, juntando-lhe
unidade, e elevando a somrna ao quadrado, acha-se

(f+ViS?= (2,709)2 = 7,338681

e, como este quadrado está approximado por-defeito e tem (~ 628) 3 alga-
rismos exactos, segue-se (~ ()~4) que é

(i+V5?=7,34
i

com um erro relativo menor que i03-

644. Theorema. O erro absoluto de u,m quociente é igual, ou inferior ao
quebrado, que tem por numerador a somma dos producto« do e1'1'O absoluto de
cada wn dos termos da divisão (dividendo e divisor) pelo valor exacto do ou-
tro termo, e por denominador o producto do divisor eaacto pelo divisor appro·
ximado I,

1 D d ' tA, I '" Alb+B'a 1e ser o erro c um quocien e B sempre rgua ou mrenor a BIE cone ue-
se que, quando fôr A'<B' e os erros a e b menores que ~, o erro do quociente é

i . .. ' B' ,Alb+B'a Blb+Blamenor que B' E, com effeito, evidente que, p~r ser A'< sera B(B< BTB=
a+b b . . r . i á A'b+B'a< i E t th=13 e por serem a e iguaes, ou mtenores a 2 ser nTB jj' s e eo-

rema é sobretudo util para calcular os erros provenientes de se recorrer ás taboas
das differenças dos logarithmos para a determinação dos numeros correspondentes
a logarithmos dados.
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Sejam A' e R' o dividendo e divisor exactos, A e R os seus valores âp-
proximados, a e b os erros absolutos correspondentes.

A differença
A AI ABI-BAJ
13 -7fi= ----mil

dará em grandeza e signal o erro do quociente ~.

Mas
A B'-B A'= (A'+ a)B'- (B'+ b)A'= +aB'+ bA'

Logo o erro absoluto de ~ é igualou inferior a
aBI+bA'
IV';]

645. Theorema. U m"TO relativo de um quociente, cujo divisor está appro-
mimado por excesso, é igual, ou inferior á somma dos erros relativos do di-
viden.do e do divisor.

Com effeito, sendo o erro absoluto do quociente ~ (~ 644) igualou in-

feri A'b+B'a. I' d . (~69') • I . Ierior a B'(B'+b)' sera o erro re auvo o quociente ~ _.~ igua ou ln e-
rior a

Mas,

Alb+B'a AI
BI(BI+b) : Bt ou

b b B'
B'+b <BI B'+b < t

logo o erro relativo do quociente ~ é menor que !,+~,.
646. Problema. Calcular o prro absoluto do quociente 4,56í8:0,06324,

supponrlo que ambos os te1"1IlOStêem um erro absoluto menor que uma unida-
de da ultima casa de dizima. ,

O erro absoluto do quociente é (~ (44) menor que
5. O,OOOOi+0,07·0,0001

0,U6· U,U6
ou 0,000057

0;0036

e por consequencia menor que
~7

3000=0,0i5 •.•

Logo n'cste exemplo, é
4,5678 . 72 2'19
0,06324 = , ~ .. ,

com um erro inferior a 0,1.
Não suppondo conhecido o sentido do erro de 72,229 ... , segue-se (~624)

que, desprezando os algarismos escriptos á direita do das décimas, se tem
o quociente 72,2 com um erro absoluto inferior a 0,2. Juntando i ao al-
garismo das decimas tem-se outro quociente, 72,3, com um erro tambem I

menor que 0,2. '

647. Problema. Achar o valor de v'v'! com um erro absoluto menor que
t3

f.
tOto
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Extrahindo as duas raizes com um erro menor que i, acha-se

e como o quociente .~7 augmenta de valor, quando ao dividendo se sub-
v '13

stitue um numero maior, 3, e ao divisor um numero menor', 3, e diminue.
de valor, quando aquelle se substitue U111 numero menor, ~, e a este um nu-
mero maior, 4, segue-se que será

ou 1/7
0,5<1/i3< i

e portanto que o primeiro algarismo significativo da esquerda do quociente
procurado é o algarismo das decimas. Logo basta calcular o quociente com

quatro algarismos exactos, para o seu erro absoluto ser menor que f~4'

É necessario, pois, calcular o quociente (~ 628) com um erro relativo

inferior a i~4 e, como o erro relativo do quociente (§ 645) é menor que a
somma dos erros relativos do dividendo e divisor, quando este está appro-

ximado por excesso, segue-se que basta fazer esta somma menor que f~4

ou calcular cada termo da divisão com um erro relativo menor que :2.!04-
Mas os primeiros algarismos das raizes quadradas de 7 e i3 são iguaes,

ou superiores a 2, Jogo (~ 62~) cada uma das raizes deve ter 5 algarismos
exactos, ou um erro absoluto menor que 0,0001.

Extrahindo a raiz quadrada de 7 com um erro por defeito menor que
0,0001, e a raiz quadrada de i3 com um 'erro por excesso menor que
0,0001 obtem-se .

{7=2,M57 V:l.3 =3,6056

Dividindo a primeira raiz pela segunda, acha-se

1/7./_ =0,733775 ..•vi3
com 4 algarismos exactos ou com um erro absoluto menor que 0,0001.

N'este exemplo sabe-se, que o erro de 0,733775 ... é por defeito, porque
o dividendo está approximado por defeito e o divisor por excesso. É por
consequencia permittido desprezar os algarismos, que ficam á direita da
quarta casa de dizima, com tanto que (~ 624) se junte 1 ao ultimo algaris-
mo conservado.

Fazendo isto obtem-se finalmente

V7./_=0,7338vi3
com um erro absoluto menor que 0,0001.

648. Lemma. O erro absoluto de uma potencia de qualquer numero appro-
eimado por defeito é maior que o producto do expoente da potencia pela po-
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tencia immedialamente inferior do numero approximado e pelo erro absoluto
do mesmo numero 1.

Sendo A e B dois numeros approximados por defeito, a e b os seus erros
absol u tos, serão A+a e B+b os verdadeiros valores ti 'elles e (A+a)(B+b)-AB
ou Ab+Ba+ab o erro absoluto do producto AB dos numeros approximados.
O erro absoluto do producto AB de dois factores approximados por defeito
é, pois, maior que Ab+Ba.

Quando o sesundo factor B é igual a A, tambem o erro b é igual a a, e
por consequencia o erro de A·A, ou de A2. é maior que Aa+Aa ou 2Aa.

Se o segundo factor B fôr igual a A2 sera tambem b>2Aa e portanto o
erro absoluto de A.A2, ou AJ será maior que A.2AI1+A2a ou 3A2a.

O erro absoluto de A4, ou A.AJ, é tambem maior que A.3A2a+A3a
ou 4A3a.

Continuando a raciocinar do mesmo modo reconhece-se I'(ue, para qual-
quer valor inteiro de m, é o erro absoluto de Ali' maior do que rIlAm-la,
quando o erro a de A é por defeito.

649. Theorema. O erro absoluto de uma raiz de qualquer numero appro-
ximado por· defeito é menor que o quebrado; que tem p r numerador o erro
absoluto do nume'ro e por denominador o producte do iudice da raiz pela po-
tencia immediatammte_irlfe1·io1" da raiz do numero approaumado,

A potencia m de 'VA é evidentemerae A, porque

(V'Ã)m=A

logo o erro absoluto da potencia m de VA, isto é, o erro de A é maior
(~ (48) que o producto de ires factores, a saber, o expoente m, a potencia
m-f de 'VA e o erro de yA e por consequencia, designando por a o erro
de A e por e o erro de ~/A, tem-se

a>m{VA)m-1Xe
e dividindo ambos os membros por m('VÃ)m-t acha-se

e< ~/t Im~ A
que é o que se queria demonstrar 2.

1 Em geral, sendo A+a o valor exacto de um numero e A o approximado, será
o erro absoluto de Ao>

(A+a)m-Am =maAm-1+ '''{~~;-i)a2Am-2+etc.>maA ..-1
2 Da formula do binonio de Newton

1 t 1 t(t) t(i )({ )
(A+a);;;=A;;;+iaA;;;-I+m;;;-t 2A;;-2+m m-i ;;;-=._ 3A;-3+ t

'" t. 2 a t .2.3 a e c.
deduz-se

__?'IX-- _!D,-_{ a m-t a' (m-i)(m-2) a'
e- V +a Va-;;;. mi 1- "m' mi 2- +-9-3-m' •~'I -3 -etc.

V AUI- ~ V Am- ,... y Am-

e d'esta, para valores sufficientemente pequenos de a,

e< w
a

.
mYA,u-1
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650. Corollario l. O erro absoluto da raiz quadrada de um numero A ap-
proximado por defeito é menor que o quebrado ,~_ que tem por numerador

2vA
o erro absoluto de A e por denominador o dobro da raiz quadrada do numero
approximado.

65!. Corollario II. O erro absoluto da raiz cubica de um numero A ap-

prcaiouulo por defeito é menor que o quebrado 3(3;1\)2 que ;em por numera-

dor o erro absoluto ,de A e por denominador o triplo do quadrado da raiz
cubica do numero approx·imado.

652. Theorema. O erro relativo da rlliz de qualquer numero approximado
por' defeito é menor que o quebrado, que tem por numerador o erro absoluto
do numero I! por denominador o producto do indice da raiz pelo numero ap-
proximado.

Sendo A um numero approximado por defeito, e A+a o seu verdadeiro

valor, será m(v:)m , um numero maior (~64,9) que o erro absoluto de VA
e por consequencia (~ 621)

a ~/~
'"I )m-f : V A+a

m(VA
ou ('!'r)m , ,~/

'" V A Xv A+a

a

uma quantidade maior que o erro relativo de VA,
Mas, a ultima d'estas quantidades é evidentemente menor (§ i85) que

a ou (§§ 3i8 e 3i7) a a
m(V'Ã)m=mJi

logo O erro relativo de y.'Aé elTectivamente inferior a maA'
653. Coz:ollario 1. O erro relaiioo da raiz quadrada de um numero A ap-

prozimailo por defeito é menor que o quebrado 2~ que tem por numerador
o erro absoluto de A e por denominador o dobro do numero approximado.

654,. Corollario II. O erro relativo da. raiz cubica de um numero A appro-
a

ximado por defeito é menor que o quebrado 3 A que tem por numerador o erro
absoluto de A e por denominador o triplo do numero appro,1imado.

655, Theorema. Para se extrahir a VA com n algarismos exactos é suf-
ficiente calcular A por defeito com n+1 algarismos exactos,
É, com effeito, sabido que VA terá n algarismos exactos, se Iõr (§ 628)

calculada com um erro relativo inferior a i~n' mas (~ 652) este erro re->

lativo é menor que maAou m(A~-a)1 sendo A' o verdadeiro valor de A,
logo, se fôr

II 1
m(.4'-a) <(00 ou aiOn<mA'-ma

e por eonsequencia 11< m
A' 10"+m
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será o erro relativo de.V0f menor que i~"' e portanto a raiz terá, como se
deseja, n algarismos exactos.

Ora a expressão ~, representa o erro relativo do numero approximado
A, ao qual se extrahe a raiz, logo este numero deve ser calculado com um

I
. m

erro re auvo menor que iQ"+m'
Suppondo que m é menor que :lU", como difficilmente deixará de acon-

tecer, e advertindo que o indice m da raiz é igual, ou superior a 2, con-
I· h m, I' I . 2c uir-se- a que :10"+m sera, em gera, 19ua ou superior a Wn+:1Q" ou
i a:1, a m
iDn' Logo, se se fizer A' <w"' ter-se-há tambem A' < iQn+m'

E como para o erro relativo de A ser menor que :1~n basta (§ 626) que
A tenha. n+t. algarismos exactos, segue-se que, se A estiver approximado
por defeito e tiver n+l algarismos exactos, OVA terá n algarismos exactos.

656. Problema. Calcular o valor de V:173 com 4 algarismos exactos.

Reduzindo :1
73a dizima com 5 algarismos exactos e approximada por de-

feito, acha-se
7
{3 = 0,538lJ:5 •..

e, como é
YO,538lJ:5000 = 0,7337 proximamente

segue-se que, juntando t. ao ultimo algarismo da direita, (§ 655) se obterá

\1;=0,7338
com 4 algarismos exactos.

657. Problema. Calculai' o numero de algarismos exactos com que póde
obter-se yO,045n, suppondo que 0,04572 envolve um erro absoluto por de-
'" :1[euo menor que 105'

Sendo :1~5 o erro absoluto de 0,04572, serão 4 os algarismos exactos
d'este numero, e, como o erro é por defeito, só se poderá contar com a exa-
ctidão de 3 algarismos da raiz (§ 655). .

Extrahindo a raiz quadrada ao numero dado, até a raiz ter 3 algarismos
a contar do primeiro significati vo da esquerda, e juntando t. ao ultimo d'elles

• (§ 624), acha-se
yO,O~571!= O,1!14

com 3 algarismos exactos.
658. Problema_ Calcular o numero de algarismos exactos com que póde

• / 6'1,5obter-se o valor de V 3,Hl~' suppondo que 645 tem um erro absoluto por de-
feito menor que i e 3, i42 um erro por excesso inferior a 0,001.

O erro relativo de 3~::2 é (~§ 645 e 625) igualou inferior a 6.~()2+
25-
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+ J. i . . I . d . . 2 -3. t03 = 5. i02' e, como o prImeIro a gansmo o quociente e , nao se
pôde assegurar (~ 627) senão que o quociente terá 3 algarismos exactos.

Acha-se portanto .
645
3 i42= 205,

com 3 algarismos exactos e com um erro por defeito, e (§ 655)

l /645'. V 3i42=i5
com 2 algarismos exactos. '

659. Problema. Calcular o valor 1 de 16V2-V2+ V2 com õ algaris-
mos eadctos,

Para a expressão 16V2-V2+V2 vir com õ algarismos exactos é pre-
ciso (§ 628) que o seu valor seja calculado com um erro relativo menor que

i~5 e, como o factor :1.6 se suppõe não envolver erro algum, o factor

V2 - V2+V2 deve (~ 638) tambem ser calculado com um erro relativo

inferior a i~5 ou (~ 626) com 6 algarismos exactos.

É necessario portanto (§ ti5õ) obter o valor de 2-V2+ v2com 7 alga-
rismos exactos, ou com um erro absoluto inferior a uma unidade da or-
dem do ultimo d'aquelles 7 algarismos, o que equivale a dizer (~ 627) que
V2+V'.f deve ser calculado com um erro absoluto inferior á unidade da
ordem do dito algarismo, ou com 7 algarismos exactos, e por consequencia
V2com 8 algarismos tambem exactos. Pôde porém acontecer que da sub-
tracção indicada 2 -V2 +V2 resulte um resto só com 6 algarismos exa-
cto'>,e por isso é mais seguro calcular V2f até á oitava casa de dizima.

Effectuando as operações acha-se

V2=i,4:1.4U356.... e 2+v'2 = 3,4i4U356 .•.

]lar defeito tendo 9 algarismos exactos, e

V2+ V2= i,84,77590...

com 8 algarismos exactos. Juntando t ao ultimo algarismo do numero pre-
cedentemente achado, obtem-se (~ 627)

2 - V2+V2=O,i522409

com um erro absoluto por defeito inferior a i~7' ou com (~ 623) 7 algaris-
mos exactos.

1A expressão i6V2-V2+V2 representa o perímetro do polygono regular
de i6 lados inscripto no circulo de raio unidade. .
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Continuando o calculo obtem-se

V2 -V'2+V2=O,390i80 ...

com 6 algarismos exactos, ou (~ 626) com um erro relativo inferior a i~ e

i6V2-Y2+V2=6,24,288 ...

com um erro relativo inferior a i~5 (~ 638), e por consequencia (~ 628)
com ü algarismos exactos. Juntando 1 ao quinto algarismo, para se pode-
rem desprezar os que se lhe seguem (§ 624,), obtem-se finalmente

i6V2-V2+ y2=6,24,29 ..•
com a approximação que se deseja.

CAPITULO IV

Operações abreviadas

660. As regras das operações sobre numeros inteiros, ou Iraccionarios,
expostas anteriormente, foram deduzidas na hypothese de que os numeros
dados não envolviam erro algum. Quando, porém, elles estejam approxima-
dos, é possivel modiflcal-as, de modo que, em cada um, não se attenda se-
não aos algarismos, cujo desprezo possa influir no grau de approximação,
que se deseja no resultado. Taes modificações tendem evidentemente a sim-
plificar o abreviar os processos de calculo, e constituem por isso as regras
sobre as operações abreviadas.

661. Addição abreviada. Para se obter a somma de diversos numeros in-
teiros ou decimaes, com um erro absoluto inferior a uma unidade de certa or-
dem, tomam-se as parcellas com erros por defeito menores que uma unidade
de ordem i, 2, 3, etc., vezes men01', que a que marca a approximaçâo da
somma, conforme (âr iqual ; ou inferior 1 a 10, 100, 1000, etc., o numero
das pcrceilas. Sommam-se depois os valores opproximados, desprezam-se no
resultado tantos algarismos, a contar da direita, quantos forem os que se to-
maram em cada parcella além da approximaçâo pedida, e junta-.<e 1ao ul-
timo algarismo amsercado,

Esta regra deduz-se facilmente da relação que existe entre o erro abso-
luto de uma som ma e os erros absolutos das parcellas.

1 Póde mesmo tomar-se cada parceJla com mais i, 2,3, etc. algarismos, que os
que se pretendem na somma, quando o numero das parcellas íõr igual a i1., fOi,
tOOi, etc. Adrnitlindo, pOI' exemplo, que ha fOi parcellas, e que o erro de cada
uma é inferior a I.OU~+2 é evidente que, depois de desprezados os dois algarismos

da somma, ficará esta com um erro menor que i:~S+10:9+1ou f~'" e por con-
sequencia que este erro se reduzirá a menos de f~'" depois de se juntar t. ao ul-
timo algarismo conservado.
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Suppondo que a somma consta de p parcellas, e que cada uma d'estas
envolve um erro absoluto e, deverá ser (~ 632)

1 1e< 'Om ou e< -. lOmP·1 p

conforme se quizer que o erro absoluto da somma seja inferior a i~m ou in-
ferior a 10m•

Quando o numero p das parcellas é igual, ou inferior a 10, basta evi-
dentemente que seja

1
e<iOmU ou e<i.iOm=iOm-1

lO

para se ter a certeza de que o erro 8 de cada parcella é etrectivamente in- .

feriar a ~O"ou a !.10m•poJ_ p
Logo, não excedendo a 10 o numero das parcellas, deve cada uma ter

mais uma casa decimal, ou inteira, do que as que se desejam na somma.
A somma traz pois um algarismo a mais, que deve ser desprezado, com-
tanto que se ajunte 1 ao ultimo algarismo conservado (~ 624) sempre que
a somma estiver approximada por defeito.

Quando o numero p das parcellas excede a 10, mas não excede a fOO
ou 102, isto é, quando se temp=ou <100 basta que seja

{
e<iOm+2 ou

para se ter a certeza de que será
1 ie<p.Wm ou e<;.1Om

Logo, quando o numero das parcellas é superior a 10, mas não excede
a tOO, cada parcella deve ter mais 2 casas decimaes ou inteiras do que as
que se pedem na somma. .

Os dois algarismos, que a somma tem a mais, devem pois ser despreza-
dos, juntando-se t ao ultimo algarismo conservado sempre que a somma
fôr inferior á verdadeira.

Os exem pios seguintes indicam o modo pratico de efíectuar a addição
abreviada, suppondo que a primeira somma deve ter um erro absoluto in-

ferior a iiO' e a segunda um erro inferior a 10.

5263~, 768523
~206,235i~

iM 7iO,~3 7282
16~,~073

82U33,172902
1652,023582

n903,6~026
30830~,~5 {
30830~,5 com um erro<iõ

5263~,76g523
~206,235i~

1M 710,1137282
:164,2073

82033,172902
1652,023582

1290:1,61),026
308302
308310 com um erro< iO

662. Subtracção abreviada. Para se obter a dilferença de dois numeros
inteiros, ou decimaes, com um erro absoluto inferior' a uma unidade de certa
ordem, tomam-se ambos os numeros por defeito, ou ambos por excesso, com a
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mesma opprosimação, que deve ter a dilferença, u e/reclua-se depois a subtrac-
ção dos numeras approximados. . . .

Esta regra funda-se em que. estando tanto o addiiivo como o subtra.ctlvo
approximados no mesmo sentido, o erro absoluto do resto é (~ (33). Igual
á differença entre os erros d'aquelles dois numeras, e por consequenna me-
nor que o maior dos dois erros. Os exemplos seguintes mostram como se
elTectua a subtracção abreviada.

481>7632,45119
769324,8!1371>

40l:ll:l307,6i com um erro<~,

48576132,4519
769324,84375

4088300 com um erro < i02

663. Multiplicação abreviada t. Para se obter o producto de dois nume-
ras inteiros, ou decimaes com um erro absoluto inferior a uma unidade de
certa ordem, escreve-se (I alçarismo dos unidades do numero, que se considera
como multiplicador, por baixo do algarismo dfJ multiplicando, que representa
unidades 10 vezes menOTl'S do que (I unidade a que se refere a approximução,
e escrevem-se depois os outros algarismos do multiplicador em ordem inversa,
isto é, de modo qlle as decimas fiquem á esquerda das unidades, estas á es-
querda das dezenas, as centesimas á esouerda das decimas, etc., etc. Som-
mam-se todos os alqarismos do multiplicador, que ficaram por baixo de outros
alqarismos do multiplicando, e junta-se a esta somma o primeiro algarismo
da esquerda do mnltipliumdo tnupnentado iIe unidade.

Se a somma obtida não exceder 10, multiplica-se cada algarismo rio mul-
tiplicador pelo olqarismo superior do multiplicando e por todos os que Lhe es-
tiverem á esquerda, escrecem-se os productos pQ1'f'iaes por baixo uns dos ou-
tros, de moao que I)S primeiros algarismos da direita fiquem na r/lpsma linha
vertical, sommam-se os mesmos productos, despreza-se o ultimo algarismo da
somma, junta-se unidade ao pennltimo, e colloca-se a virgula no loga'r C01'-
respondente á approeimação, que se requer no producto,

Se a somma dos algarismos do moluplicodor, nugmentadll do primeiro al-
garismo da esquerda do multiplicando e da unidude, excedel'10, sem comiudo
ser maior que 100, desoiar-se-ha a rnl,ltiplicador inrertido llrna casa 7JiJ1'l!a
direita, a fim de que o seu alfjarismo das unidades fig1Je pm' baixo do alga-
rismo do multiplicando, que representa unidades 100 tezes menores, que as
da approeimaçõu, e verifica-se nocamente, se a somma tios algarismos do mul-
tiplicador escriptos pOl' baixo dos do multipliamdo, augmentada. do primeiro
algarismo da esquerda do multiplicando e de 1, é igual, ou inferio« a iOO.
Suppondo que assim. acontece, procede-se, como ha pouco se ensinou; com a
di/trrença, porém, de se desprezarem no producto os dois tlltimos algarismos,

Excedendo 100 aquelta somma, em que entram os algarismos do multipli-
cador, sem chegar comt'lldo (I t0I1W1'-.<eS1Ipn'iur ri iOOO, collocO'I'-se-/w u al-
garismo das lHlidades do multiplirador por baixo do algarismo do 11lultipli-
CQ1ulo, que rppresenta unidades fOOO t'eZfS menores, que as que mU/'l'lIIn o
limite da appl'oximação, e de,~prezal'-se-hão no producto os tres ultimas olga-
.ri.lmos, etc., etc.

Sejam 372,G5fJ,82!:J e 2,37465J84 dois numeras cujo producto se prf'tende
obter com um erro absoluto inferior a 0,01.

1 Esta regra é geralmente conhecida pelo nome do seu auctor, Guilherme
Oughtred, theologo e malhematico, nascido em Eton (Inglaterra) no anno ue
tlm.
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Applicando a regra da multiplicação abreviada reconhece-se, que o al-
garismo das unidades do segundo numero deve ficar por baixo do alga-
rismo das decimas millesimas do primeiro numero. Collocando os nume-
ros em harmonia com o flue acima se disse, e effectuaudo a multiplicação
obtem-se

372,654829
48i56 47 3~

7453096
iU 79 62
260855
i 49 04
2232
i 85

3
88492(37
884,93

Cada um dos productos parciaes representa décimas rnillesimas, e en-
volve um erro por defeito menor que tantas decimas rnillesirnas, quantas
são as unidades do algarismo do multiplicador correspondente ao produ-
cto q ue se considera.

O primeiro producto é 372,6548X2 e tem um erro igual a 0,00002YX2,
e por consequencia menor que 0,0001X2. O segundo producto é 372,654><
)<0,3, ou 37,265íXil, e o seu erro é igual a 0,000829XO,3, ou menor
que 0,001 XO,3=0,0001><3. O terceiro producto é 372,mSXO,07 ou
3, 7265X7, e envolve um erro igual a (),004829XO,07, e portanto menor
que 0,OtxO,07=0,000tx7. Todos os mais productos representam igual-
mente décimas millesirnas e contêem erros por defeito, cujos limites se cal-
culam do mesmo modo.

Sommando todos os productos parciaes commeue-se, pois, um erro por
defeito inferior a O,UOOJC:!+3+7+4+(i+:l+1). Além d'este erro é neces-
sario ainda attenderaoutro, que é o resultante de se não terem empregado
todos os algarismos do multiplicador. Este novo erro é igual a :i72,654829X
><0,00000084 e por conseguinte menor que 400XO,00000t=4XO,0001.

Logo o erro total do producto 884,,92:{7 é inferior a 0,0001x(2+3+
+7+!1+6+5+1)-+ 4XO,0001 ou (2+3+7+4+ti+5+1+3+1) decimas
millesirnas. E como os dois numeras se eollocararn de modo que a som ma. (32)
d' estas doei mas m illesimas não fosse su perior a 100, segue-se que, ainda
no caso mais desfavorável de serem naves os dois ultimas algarismos, po-
dem estes ser desprezados, com tanto que (~ 624) se junte 1 ao ultimo dos
alga rismos conservados 1.

Fica pois evidente que 884,,93 difTere do verdadeiro producto menos de
0,01.

N'este exemplo reconhece-se tambem com facilidade, que 884,92 é ou-
tro valor do prod IIctO com um erro inlcrior a 0,0'1, porq ue, sendo e o erro
ausoluto ue 884,9237, será 88~,9237+e o producto exacto e 0,0037+e o

1 Heconhece-se facilmente, que se pódo collocar o algarismo das unidades do
multiplicador uma casa á direita do algarismo do multiplicando, ao qual se refere
a approximação ou 2 ou 3, etc. casas, quando a somma dos algarismos emprega-
dos do multiplicador, mais o primeiro do multiplicando e mais I, é igual a l Lou
101 ou :tOOi, etc. Ha para isto a mesma rasão, que para a addição abreviada (V. a
nota ao § 661).

•
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erro de 88~,92. Mas o erro e não póde deixar de ser inferior a 0,0032,
como aei ma se provou, logo o erro total de 84,4,92 é menor que 0,0037 +
+0,0032 ou 0,0069, e por consequencia menor ainda que O,Of.

66ll,. No exemplo do ~ precedente a approximação dos dois factores é
tal, que podem reputar-se exactos todos os algarismos do multiplicando e
do multiplicador empregados na multiplicação abreviaria. Quando isto não
acontece, é necessario juntar ao erro devido a não serem empregados todos
os referidos algarismos, os erros provenientes: Lo de não serem conhecidos
todos 0'- algarismos do multiplicando, que deviam ser empregados; 2.0 de
não se formarem os productos parciaes correspondentes a algarismos desco-
nhecidos do multiplicador.

Conhecida a soturna de todos os erros, é facil decidir, se o producto póde
ser, ou não calculado com a approxirnação, que se deseja. O exemplo se-
guinte mostra, como podem ser calculados os novos erros.
665. Problema. Calcular abreoiodamente o producto dos numeros ~,64,5

e i,259 approanmados pOf' defeito até O,UOi.
Sabe-se já que este producto obtido pelo metho.lo ordinario (§ 64,1) tem

um erro inferior a O,Oi. Procure-se, pois, o producto com a approxirna-
ção de O,Oi pelo methodo abreviado (~ 6(;:1) e avalie-se a importancia dos
novos erros que d'ahi resultam. EITectuando a multiplicação abreviada.
obtem-se

2,M. 50 ...
... 952i
2 (54,.50
5290
j:120
23lJ.

........
3 ;~'2(9lJ.
3,33

O erro do primeiro producto parcial é evidentemente maior, do que se-
ria, se o algarismo das décimas millesimas do multiplicando fosse conhe-
cido. Este erro é com tudo menor que O,OO:1OXL Os outros prod uctos par-
ciaes envolvem erros, que se calculam pelo modo já conhecido. A parte
desconhecida do multiplicador é inferior a 0,001, e o producto rl'ella pelo
multiplicando é portanto menor que 0,001X~,645, e por consequencia
menor ainda que 0,001X3. Referindo todos estes erros a decimas millesi-
mas e reunindo-os, acha-se

erro do primeiro producto ....•.. " < lOX 0,000 i
erro do segundo producto ........•......................... < 2 X O,OOOi
erro do terceiro producto < fj X O,OOOi
erro do quarto producto < 9XO,OOOi
erro proveniente da falta de productos parciaes <30XO,OOOi

erro da sornrna 3,3294, < 56 X O,OOO!

O producto 3,3~ envolve pois um erro por defeito menor que 0,0094+
+0,0056 ou O,OHíO, e por ronsequencia o erro com que fica 3,33 é infe-
rior á diITercnça entre 0,0150 e 0,01, isto é, menor ainda que 0,01.
666. Divisão abreviada. Para se obter o quociente resultante da divisão

de dois numeros inteiros, ou decimaes com mn erro inferior a uma unidade
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de certa ordem, multiplicam-se ou dividem-se os dois nume1'OS por a mesma
potencia de IO, a fim de que o divisor tenha inteiro, e desloca-se depois a vir-
gula no dividendo para a direita, ou para a esquerda, até que o novo alga-
rismo das unidades seja o que, untes d'esta mudança da virgula, representava
u~idades da ordem a que se refere a approximação com que se quer o quo-
ciente.

Determina-se o numfro de algarismos do quociente approximac~o e multi-
ptica-ee pI,r !) esse numero. O ultimo divisor é [ormrulo pelos prlml!trúS al-
gar!smo~ da esquerda do divisor' proposto, que dão um numero igual, on.su-
perior aquelle producto. O primeiro divisor é formo, do pelo ultimo dioisor
segutdo o de tantos (I/garismos do divisor proposto, quantos são os otqarismos
do quociente approximndo mpl10S um.

j)e~prezam-oe ou riscam-se 110divisor todos os olçarismo que estão á ~ireita
do primeiro divisor, e 110dividendo todos os que pertencem á parte decimal e
tantos da inteira a contar da direita, quantos são os que no divisor proposto
estão depois do ultimo divisor .
. Divide-se a p~rte con_.Iervada no dividendo, que é o primeiro dividendo par-

eia.l, pelo pruneiro divisor, e obtem-se o primeiro algarismo do quocl~n~e e o
primeiro resto, Este resto, tomado como segundo 'dividendo. parcial, dicule-se
pelo segundo divisor, que é o numero que se obtem, quando ao primeiro divi-
sur se risca o ultimo algarismo da direita. Acha-se assim o segundo alga-
rismo do quociente e o segundo resto, ou terceiro dividendo parcial. Risca-se
o ultimo alçarismo ria direita do segundo divisor, e divide-se pelo numero 1'~-

sultonte o terceiro dividendo parcial, e assim se continua até estarem dctermi-
nados todos o.~algarismos com que deve fico r o quociente, Colloca-se finrdmente
a virgu_la n':_ste quociente na posição, que deve ter pura o quociente VÚ' com a
approximaçao qllf se rrquer.

Sejam 300,73360754 e 468,432 o dividendo e divisor de uma divi-
são, cujo quociente se pretende obter com um erro absoluto inferior a
O,OOL

Para se elTectuar a divisão é necessario (§ 246) tornar inteiro o divisor,
reduzindo portanto os dois numeros dados a 300733,60754 e 4ti8432.l\Iul-
tiplicando por 1000 o dividendo 300733,607M, e dividindo o producto
300733607,54, por 468432 obtem-se um quociente mil vezes maior que o
verdadeiro. Basta pois dividir o primeiro d'estes dois numeroso ~el.o segu~-
do, de modo que o.erro do quociente seja menor que 1, e dividir depois
por 1000 o quociente approximado até ás unidades, para se obter o q~o-
ciente de 300,733607~4 por 468,432 com um erro inferior a 0,001. E o
mesmo que se faz (~ 231), quando se quer achar o valor de um quebrado
com um erro inferior a 0,001.

Comparando o dividendo 300733607,54 com o divisor 468432 reco-
nhece-se facilmente (~ 82), flue a parte inteira do quociente corista de 3
algarismos, e portanto que o ultimo divisor ha de, segundo a rrgra, ser
igualou superior a 3X9 ou 27. O ultimo divisor é pois Mi e o primeiro
4684.

No divisor devem por'consequencia desprezar-se dois algarismos, e no
dividendo hão de desprezar-se, além dos que estão á direita da virgula,
quatro da parte inteira, isto é, tantos, quantos são os algarismos escriptos
á direita de 46 no divisor dado .
. Eílectuando a divisão, como abaixo se vê, isto é, segundo a regra enun-

ciada
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30073 3607,54 I 46$~132
1969 642

97
5

acha-se para quociente approximado até millesimas 0,642.
Conhecido o quociente incompleto 6 da primeira divisão parcial multi-

plicou-se o seu valor relativo 600, não por o divisor completo, mas por
Mi8liOO, e subtrahiu-se o producto obtido 281.040000 do dividendo pro-
posto, como em seguida se vê:

300733607,54 I 46$~132
281040000 642
111693607,54
18720000

!.J73607 54
92 DOOO'
"5 3607>54

N'esta subtracção o resto :l.9693607,5l~ é maior do que seria se se tivesse
multiplicado 600 por todo o divisor.

Dividindo :1.969 pelo segundo divisor 1~68,multiplicanrlo o quociente 4
por~68, ou antes 40 por 468000, e subtrahindo o producto 18720000 do
resto anterior, obtem-se um segundo resto, que lambem ha de ser maior
do que o que ficaria, se a divisão se fizesse pelo methodo ordinario, porque,
além do additivo ter augmentado, o numero que se lhe suhtrahe é menor
do que deve ser. Continuando a raciocinar por este modo, conclue-se que
nas successivas subtracções, que se vão cfleciuando, os restos são sempre
maiores do que seriam, se não se tivesse empregado o methodo abreviado,
e portanto que é

53607,54> 300733607,54 - 468132 x 642

Subtrahindo, porém, do u ltimo resto 53607,54, os productos parciaes
600X32, 40X4:J2 e 2X8432, que deixaram de ser subtrahidos nas sue-
cessivas subtracções, obtem-se evidentemente um resto igual ao que fica
depois de eITectuada a subtracção 30073J607,M-468432Xb42, logo

300733607,54 - 468432.642 = 53607,54 - (32.600 +432.40 +81132.2)

Basta, pois, que o segundo membro seja menor que o divisor 4,68432
para 642 dilferir de 300n3607,M:468432 menos de unidade.

Ora o segundo membro é uma subtracção indicada, e por isso, se cada
um dos seus dois termos fôr menor que o divisor, o resto ha de necessaria-
mente ser inferior a 4(\8432.

Dos dois termos o primeiro, 53607,54, é sem ouvida menor que 468432,
porque, sendo 5 o resto da ultima divisão parcial, é 5 menor que o ultimo
divisor 46, e o numero inteiru 5a607 formado do algarismo 5 seguido de
4 algarismos inteiros, ou mesmo 53607,54 será tamhem menor que 46 se-
guido de outros 4 algarismos.

O segundo termo da subtracção, ou 32X600+432XItO+8432X2,
é tamhem menor que 468432. Com elfeito, esta somma é igual ao erro, que
se commetteria na multiplicação de 468432 por 642, se se empregasse o
methodo abreviado, escrevendo os factores corno em seguida se vê:
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lJ.68432
246

28WlJ.
i872
92

30068

e este erro é (§ 6(3) menor que (6 +4+2) X iOOOO, isto é, menor que
tantas dezenas de milhar, quantas são as unidades contidas na somma dos
algarismos do quociente approximado.

Ainda que todos estes algarismos fossem noves, o erro do producto seria
inferior a 9X3 dezenas de milhar, e como o ultimo divisor 46 foi escolhido
com a condição de ser igualou superior a 9X3 segue se que 270000
deve ser menor que o divisor proposto 468432, o qual com maior rasão
excederá lambem a 32X600+4-32X40+8'i32X2. .

De tudo isto se conclue 1 que 64.2 difTere menos de :l do quociente indi-
cado 300733607,M:468!t32, e que 0,642 difTere menos de 0,001 do quo-
ciente 300733,607511: 468'l32 ou de

300,733607M : 468,432

667. Quando o numero de algarismos do divisor não chega para se for-
mar o primeiro divisor, multiplicam-se o dividendo, e o divisor depois de
reduzido a inteiro, por uma potencia tal de IO, que o divisor fique com o
numero necessario tle algarismos. ou começa-se a divisão pelo methodo or-
dinario, passando d'este para o abreviado, logo que o divisor possa tomar-
se como primeiro divisor em relação á. parte do quociente, que estiver por
calcular.

Sejam 6358341:)7,2165 e 4635 o dividendo e divisor de uma divisão, na

1M. Guy deu em 18'~5urna nova regra de divisão abreviada, cuja demonstra-
ção se encontra no Tratado de arithmetica de J. A. Serret, publicado em Paris no
anno de i852, nas Lições de ariüimetica de D. Ambrusio Moya, impressas em Ma-
drid em 1867 e em outros livros. As differenças entre a rezra de Guy e a que
acima expozemos reduzem-se a duas, que são: L", fazer o ultimo divisor igual, •
ou superior a 2nXO,9, ou nXi,8, designando n o numero de algarismos do
quociente approximado; 2.", aproveitar, em cada uma das multiplicações dos al-
garismos do quociente pelo divisor, as dezenas do producto dos mesmos algaris-
mos pelo algarismo situado á direita do numero, que está servindo de divisor.
Assim, depois de se ter achado no exemplo do texto o algarismo 6 do quociente,
em vez de o multiplicar pelo primeiro divisor 468'1" multiplica-se por este divi-
sor seguido do algarismo 3 e despreza-se no producto 281.0')8 o nltimo algarismo
8. É pois 28L05 o numero que se subtrahe de 30073 e não 28t04, como acima se
fez. O melhodo de Guy abrevia algumas vezes a divisão, por tornar para ultimo
divisor um numero geralmente menor; mas, em compensação, tem o inconve-
niente de attender ás dezenas provenientes de multiplicações por algarismos des-
prezados.

Os inglezes e allemães empregam outra regra de divisão abreviada, que se re-
duz a formar o primeiro divisor com tantos algarismos do divisor proposto, quan-
tos são os algarismos do quociente approximado mais um e a approximar até meia
unidade da ordem do ultimo algarismo cada producto do divisor por um algarismo
do quociente. No mais seguem exactamente a regra acima exposta. Quando o quo-
ciente approximado tem mais algarismos que o divisor dado, fazem a divisão pelo
modo ordinário, até que o numero dos algarismos do quociente por determinar,
seja igual ao numero de algarismos do divisor.
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qual se quer o quociente com um erro inferior a i. O quociente approxi-
mado tem 5 al~arismos, e por consequencia o ultimo divisor tem do ser
igual, ou superror a 5X9 ou 45. O ultimo divisor é pois 46, e o primeiro
constará portanto de 2+4 ou 6 algarismos. Vê-se, pois, que, ou se ha de
multiplicar por toO, isto é, t02, tanto o dividendo como o divisor. ou se
hão de calcular os tres primeiros algarismos pelo methodo ordinario e os
dois restantes pelo methodo abreviado.

Estes dois modos de proceder são identicos, como facilmente se verifica
nas seguintes divisões:

6358349721,65 I '163'p0!J
i72334 i3718
33284

839
376
8

63583497,2165 I 46$p
17233 13718
3328'~

839
376
8

668. Augmentando os restos successivamente na divisão abreviada é pos-
sivel que um d'elles, considerado como dividendo, chegue a ser W vezes
maior que o seu divisor. Quando isto acontecer, é desnecessario continuar
a divisão, porque juntando f ao ultimo algarismo achado no quociente, e
escrevendo á direita d'elle tantos zeros, quantos são os algarismos que fal-
tam, tem-se o quociente.

Procurando pelo methodo abrevia.do o quociente com um erro inferior a
I de i89537243,i27 dividido por 473,85 acha-se

1895371243,127 I 4738p
4738~1 3 (10)

Dos quatro algarismos, que deve ter o quociente, o primeiro é 3, o se-
gundo póde suppor-se que é 10, e os dois ultimos são evidentemente ze
ros. Logo o numero pedido é 4000. N'este exemplo não ha duvida de que
os dois ultimos algarismos são zeros, porque o resto 2 é menor que o ul-
timo divisor.

É Iacil com tudo provar, que o mesmo acontecerá sempre que se obtiver
o quociente W n'alguma divisão parcial

Com effeito, por serem 47382 e 47385 o resto e o divisor de uma divi-
são, será

47~82 < 47385 = 4738 x !O+5

e, por ser iQ o quociente resultante da divisão de 47382 por 4738, será

47382>4738 x lO
Logo é

4738 x!O< 47382<4738 x lO+5

e portanto a differeuça entre o dividendo 47382 e o producto do divisor
4738 pelo quociente tO é inferior ao algarismo das unidades, 5, do divisor
antecedente 47385.

Mas o quociente não póde deixar de ter dois, ou mais algarismos, visto
que só em uma das divisões parciaes se obtem O' quociente 10, logo o ul-
timo divisor ha de ser igual, ou superior a 2X9 ou IS, e consequente:
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mente ha de ser tambem superior ao resto da divisão anterior, o qual, como
se demonstrou, é inferior 1 a Iü.

609. Quando se demonstrou a regra da divisão abreviada (~ 666), sup-
poz-se que todos os algarismos do quociente eram noves, porque só assim
se podia ter a certeza, de que o ultimo divisor era maior que a somma de
todos os algarismos do quociente.

Representando, porém, estes algarismos os quocientes incompletos resul-
tantes das diversas divisões parciaes e podendo succeder que algum dos
quocien tes seja 10, segue-se que, se por acaso forem noves todos os quocientes
menos o ultimo e este fôr 10, a somma de todos os referidos quocientes
parciaes, ou de todos os algarismos do quociente total, se tornará superior
a 9», designando n o numero de divisões parciaes. N'este caso milito espe-
cial póde haver incerteza sobre a exactidão da regra da divisão abreviada.
Como acontece, porém, que o quociente se reduz então a unidade seguida
de zeros, segue-se que será muito [acil, multiplicando-o pelo divisor, ve-
rilicar se elle satisfaz.

Na seguinte divisão abreviada dão-se effectivamente estas circumstancias
particulares, e por isso é necessario ver ificar, se o quociente dado pela ope-
ração tem um erro inferior ~ 1.

367528254
36742
3667
364

4

O quociente dado por este processo é 999(10) ou 10000, e o producto
do divisor pelo quociente é 3675'10000. Este producto excede o dividendo,
porém, como o excesso ii 746 é menor q ue o divisor, :1.0000 é realmente
um valor approxirnado por excesso do quociente com um erro inferior a :I..

670. Extracção abreviada da raiz quadrada. Para se obter a miz qua-
drada de um numero inteiro, ou decimal, com "Ulnerro inferior a uma uni-
dade de certa ordem, determinam-se pelo met/wdo ordinario (§ 280) mais de
metade dos algarismos da raiz, e baixa-se para a direita do resto a classe im-
meâiata e todas as que se lhe seguem; divide-se o numero assim formado pelo
dobro da raiz achada seguido de tantos zeros, quantos são os algarismos da
raiz, q1~eestão por determinar, Escrevendo á direita da raiz achada o quo-
ciente approximado até ás uniaades, g1~eresultou. dlesta divisão, tem-se a raiz
quadrada do numero dado, com um erro por deleito, ou por excesso, inferior
á unidade escolhida.

O erro da raiz será por defeito, ou por excesso conforme o resto da divisão
fór maior, ou menor que o quadrado do quociente incompleto. Quando este

I 361$~
\199(:10)

1 Em geral, representando por d» to+u o divisor de uma das divisões par-
ciaes e por u o seu algarismo das unidades, será d o divisor da divisão imme-
diata. Sendo R o resto correspondente aquella divisão, ou o dividendo d'esta será
R < d • ro+u e por hypothese R : d> ro ou R> dX :10,

Logo é dx iO<R<dx iO+u, e portanto o resto da segunda divisão, isto
é, R - d x :lO, não póde deixar de ser menor que o numero digito u. E como a
hypothese de ser tO um dos quocientes parciaes não pode venflcar-se, sem que
o quociente procurado tenha :2 ou mais algarismos, segue-se que, quando ella se
realisar, o ultimo divisor tem 2 ou mais algarismos, e é por consequencia maior
que o resto R-dx tO,
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resto é igual ao quadrado do quociente incompleto, 'o numero dado é um qua-
drado perfeito.

Seja N um numero, cuja raiz quadrada approximada até ás unidades
tem () algarismos, dos quaes os tres primeiros são 3, 2 e 6.

A raiz achada é, n'este exemplo, 326 ou antes 326xt02•
Designando por q e r o quociente incompleto e o resto resultantes da di-

visão de N-(326X102)Z por 2(326Xi02) tem-se (~ 81)
N- (326X i(2)2= 2(326X {O2)q+r sendo 7'< 2(326x :1.(2)

D'esta igualdade deduz-se (~ 32)
N=(326 x i(2)2+2(326 x 102)q+r

e juntando e subtrahindo q2 ao segundo membro, vem (~ 268)
N= (326X 102+q)2-q2+r ...............•• (i)

Suppondo que é 1'>q2 tem-se (i)

N>(326 x f02+ q)2 ou vN>326 x 102+q
Reconhece-se, porém, que N é inferior ao quadrado, (326Xi02+q+i)t,

do numero inteiro immediatamente superior a 326XiOl+q, porque sendo
(§ 2(8)

(326X {02+ q+ 1)2= (326x i02+q)2+2(326 x :1.02+q)+ i
e
será necessariamente

1'_q2< r<!(326 x :1.02)

(326Xi02+q+:I.)2> (3~6x i02+q)2+r_q2= N
Logo é

326X iQ2+q< VN <326 x !02+q+ 1

e por consequencia 326Xi02+q é o valor de VN approximado por defeito
até ás unidades (§ 2(5). Subtrahindo (326xt02+qj=' de N obtem-se a dif.
ferença 1'-q2 igual ao resto da extracção da raiz quadrada de N.

Suppondo que é r<q2 tem-se (i)

N«326Xi02+q)2 ou VN<326 x iQ2+q

Reconhece-se, porém, que N é superior ao quadrado, (326XW2+q-f.)2,
do numero inteiro immediatamente inferior a 326Xi02+q porque, sendo
(§ 272)

(326x !02+ q)2_ (326X tQ2 + q- i)2 = 2(326X :1.02+ q- i)+ 1
será

(326X :l.02+q- 1)2= (326X 102+ q)2- [2(236x 102+q -I) + IJ
e sendo q <326 e q <102, visto que o quociente q tem só 2 algarismos, será
q2 <326Xi02 e

q2-1'< q2< 326X 102
e ter-se-há finalmente

(32&X102+ q_I)2< (326x i02+q)2_q2+ r =N
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Logo é
326 x {()2+q-f <v'N <326 x i()2+q

e por consequencia 326Xi02+q é o valor de v'N appr~imado até ás uni-
dades (~ 2(5) com um erro por excesso. O valor de v' N approximado até
ás unidades com um erro por defeito é 326XI02+q-1.. O resto que se ob-
teria na extracção da raiz quadrada de N, é igual ao excesso de N sobre
(326X102+q-f.)2. Eflectuando esta subtracção acha-se (~ 272)

[(326 x i()2+ q)2_ q2+ rJ - (326 x {()2+ q_i)2=:o
=2(326 x :I.02+q-i) + i +'._q2

Logo. quando é r<q!, o resto da extracção da raiz quadrada obtem-se
subtrahindo q2 da somma de r com o dobro da raiz achada, (326XI02+
+q-{), augmentado de L

Suppondo finalmente que é r=q2 tem-se (i)

N= (326X i()2+ q)2

e portanto a raiz de N é 326X102+q exactamente.
67 i. Problema. Extrahir a raiz quadrada de 1065697659 abreviada-

mente com um erro inferior a i.
A raiz tem (~ 274) 5 algarismos. e portanto basta empregar uma divisão,

para se obterem os dois ultimes algarismos, depois de conhecidos os tres
primeiros.

. v' :1.0'(;5'69'76'5\:1! 32645
9 62X2
i65 646x6
4169
29:176(59 I 652(00
3~96 -45-
36

N'este exemplo é r=3659, q2=(45)2=202!'i e portanto r> q2, logo (~670)

v' 1065697659= 32645 com um erro por defeito menor que i

672. Depois de se terem determinado m algarismos da raiz quadrada de
um numero por o methodo abreviado, pôde empregar-se o mesmo methodo,
para se obterem osm-i algarismos seguintes. corntanto, porém, que, antes
de se proceder á segunda divisão, se compare o resto r da primeira com o
quadrado, q\ do quociente incompleto achado na mesma divisão, a fim de
reduzir-se ~quelle resto ao que se acharia, se não se tivesse seguido o me-
thodo abreviado.

Se por acaso fôr 1>q2 será necessario subtrahir q2 de r para se ter (~670)
o resto '._q~que junto com as m-{ classes seguintes ha de dividir-se pelo
dobro da raiz achada.

Se fôr r<q2 tomar-se-ha q-! para segunda parte da raiz e ,'+[2(326X
)<102-t"q-1)+1J-q2, para resto da extracção da raiz quadrada. Obtido o
valor d'este resto, escrevem-se-lhe á direita as m-{ classes seguintes e di-
vide-se o numero resultante pelo dobro da raiz achada seguido de tantos
zeros, quantos são os algarismos, que faltam para determinar.

Para esclarecer isto procure-se o valor de v'2com {7 algarismos ou {6
casas de dizima. N'esta extracção de raiz os primeiros 3 algarismos são de-



WI

terminados pelo methodo ordinario e os dois seguintes deduzem-se pelo me-
thodo abreviado, depois de conhecidos os Ires primeiros algarismos. Sub-
trahindo de 5600, que é o valor de r, (42)2 ou q2 acha-se o resto r_q2 ou
3836 adiante do qual se escrevem 4 classes de 2 algarismos. Dividindo este
numero pelo dobro da raiz achada seguido de 4 zeros, acham-se mais 4 al-
garismos da raiz, etc.

Eis aqui o typo da operação: •
Vl
I
100

1,,00
H900(00 I 282(00

620 1,,2
r=5600

q2=422=1764
r-q2 ... 3~360000(0000 128284(0000

100760 1356
159080
"i76600

r'=68960000
qI2=(1356)2= 1838736
r'_q'2 6712126400000000(00000000 I 282842712(00000000

i055272160 23730950
20671,,40240 .

875412560
2688442400
1428579920

i4366360

I 1M 42 1356 23730950
:24x4

281xl

v2 1,4142135623730950 com um erro absoluto inferior a i~"

CAPITULO V

Annuidades

673. Annuidade é a quantia que se paga annualmente durante certo tempo
para se extingui7' ou amortisar alguma divida. .

O valor da annuidade deve ser tal que chegue para pagamento dos juros
vencidos fio fim de cada anuo, e de uma parte do capital em divida.

A parte da annuidade destinada para pagamento da divida chama-se pres-
tação para amortisação, ou simplesmente omortisaçõo,

Seja A a divida, ou o capital primitivamente emprestado, R:iOO=r o juro
de i real em i anno, a o valor de cada annuidade e t o numero de annui-
dades, isto é, o numero de annos que dura a amortisação da divida.

A divida A contrahida no principio de certo anno (§ 528) estará elevada
a A(i+r) no fim de um anno, se o devedor, antes de termmar este praso,
nada tiver pago ao credor. Suppondo, porém, que no fim do primeiro anno
o devedor pagou a annuidade a ao credor, a divida ficará reduzida a

Al=A(t +r)-a

no fim do primeiro anno ou no principio do segundo.
26
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A divida. At, existente no principio do segundo anuo, estará reduzida
no fim d'este anno a

A2=At(i+r)-a

depois de paga a segunda annuidade a.
Substituindo n'esta expressão o valor achado precedentemente para A1

obtem-se
A2=A(i +r)2-a(i +r)-a

e, contin ua~do a discorrer do mesmo modo, obtem -se' successivamente

• A3=A (i +1')3-ali +1,)2-a(i +r)-a
A4=A(i +r)4-a(i +r)3 -ali +r)2-a(i +r)-a

e em geral

A,,= A (1+1')"- a (1+1')"_1-a (i + r)"-2_ ... ·-a (i +1') - a

designando A3' A4, ••• A,. a importancia da divida no fim de 3, 4, ..• t'
annos,

A expressão precedente póde converter-se em

A,,=A(i +r)"-[~(1 +r)I'-1+ ati +1,)"-2+"+a(f +r)+aJ

e, notando que o termo subtractivo é a somma ele t' termos de uma pro·
gressão geometrica, cuja rasão é i+r, se porventura se considerar a coo
mo primeiro termo e a(i+r)"-1 como ultimo, ter-se-há (~ 387)

A,,=A(i+r)'·_a(:l+rl"-a .....••... , (i)
r

Esta formula (i) póde tambem deduzir-se do seguinte modo.
O sujeito, que recebeu-a quantia A em prestada, será no Um de t' annos

devedor da quantia A( i+r)", se em todo este periodo nada pagar de capi-
tal, nem de juros.

O sujeito que emprestou no ílm de cada armo a prestação li, durante t'
annos successivos, será no fim dos t' annos credor da somma

a(i +1')"-1+a(i +r)"-2+ ...+a (i+r) +a

cujo valor se sabe qu? é
a{i+,·)"-a

r

Logo no fim de t' annos o sujeito, que tenha recebido uma vez A e em-
prestado t' vezes a, será devedor ou credor de

A,.=A(i+r),,_a(i+;)"-a

devedor se o segundo membro fôr positivo, credor se fôr negativo.
Por esta formula (i) póde calcular-se a importancia da divida no fim de

t' annos, suppondo que em cada um d'elles se pagou uma annuidade con-
stante a e que a taxa R=WOr conservou sempre o mesmo valor.

Admittindo que a divida ficou extincta depois de pagas t annuidades,
isto é, suppondo A,=O a formula (I) converter- se-h a em

A(i -t 1')'= a{i+;)'-a
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D' esta igualdade ded uz-se

Ar(i +r)'=a(i +r)'-a
e

a=Ar(i+rl' ................•........ (2) ,
(l+r)'-1

Esta igualdade constitue a formula das annuidarles e serve para calcular
qualquer das quatro quantidades A, a, r e t, quando se conhecem as tres
restantes.

674. Convém observar, que a formula das annuidades deixa de ser exa-
cta, quando Iõr a< ou =Ar.

Com eíleito, dividindo por Ar ambos os membros, obtem-se a igualdade

a (i+r)'

Ar (1+")'-1

na qual, por ser o segundo membro um quebrado improprio, deverá o pri-
meiro membro ser maior que i.

Reconhece-se directamente, que, se fosse a=Ar, a primeira annuidade
chegaria apenas para pagar o juro do primeiro anno, e por consequencia que
a divida A passaria para o segundo anno sem amortisação alguma e do mes-
mo modo chegaria ao fim do terceiro, quarto, ... anno exactamente com o mes-
mo valor, que tinha primitivamente .•Logo a hypothese a=Ar é incompa-
tivel com a lrypothese A,=O. Sendo a<Ar, a primeira annuidade não chega
nem para pagar o juro do primeiro anno e por consequencia a divida no
fim do primeiro auno será ainda maior do que era no principio. Não che-
gando a para pagamento do juro vencido por A em 1 anno com maior ra-
são não chegara para pagamento do juro vencido por AI em 1 anno, visto
que é AI>A. Logo na hypothese de ser a<Ar a divida vae augmentando
de anno para anuo, isto é, A <AI <A~ ... e portanto jamais chegará. a ser
A,=O.

675. Substituindo o valor da annuidade a na formula (1), obtem-se ou-
tra formula que dá a importancia da divida no 11m de t' unidades de tempo
expressa nas quantidades A, r, t' e t.

Fazendo a substituição e reduzindo ao mesmo denominador os dois ter-
mos do segundo membro, acha-se

Ati = Ar!(i+rl'-(i+r)"l
rlti+r)'-1.1

ou
_ AI (l.+r)'-(1. +',)" IAt/- , ., ..•............... (3)

(I.+r)-l

676. Sabe-se já (~ 674) que, para haver amortisação, deve ser a>Ar.
Verificando-se esta desigualdade, a quantidade a deve comprehender duas
partes, das quaes uma, cujo valor vae diminuindo de armo para anno, re-
presenta o juro vencido em cada unidade de tempo pelo capital em divida,
e a outra, que vae augmentando successivamente, representa propriamente
a amortisaçõo, E facil obter formulas, quP dêem separadamente os valores
d'estas duas partes da annuidade.

Mudando na formula (:3) t' em t'-t obtem-se a importancia da divida
26*



.AI(I+ r)'-(l+rj"-IIA,'_1
(I+r)'-I

depois de pagas t'-I annuidades.
Designando por J" o juro pago no fim de t' unidades de tempo, será

J,,=A,,_txr e por eonsequencia

Arl(I +r)'-(i+r)"-t IJ,.= , , (Ij,)
. (i+r)-i

Designando por P" a prestação correspondente ao fim do anno t', será
evidentemente

P,,=a-J,.= .Ar({+r)' _Ar! (i+r)'-(i+r)"-II
({+r)'-{ (i+r)'-i

e etTectuando as operações
Ar(i+r)"-IP,,= , (õ)
({+r)-i

I
677. Problema. Que annuidade deve pagar um mutuario, que levantou

25 contos de réis emprestados da Companhia geral de credito predial por-
tuguez, suppondo que pelo 'seu contracto a divida ha de 3er amort'isada em
15 anllos e o juro pago na rasão de 5% ao 'anno'l Qual é o valor do juro e
o da amortisaçõo semestral no fim de fi annoe?

Cada annuidade comprehende: L o ojuro do capital mutuado; 2.° a amor-
, li

tisação; 3,°, z commissõo de gerencia, que tem sido de i% do capital mutua-
do, e pode ser elevada até t % do mesmo capital.

Em cada semestre o mutuario tem de pagar meia annuidade, ou uma
prestação semestral, e, como as taboas dos mmuidades da companhia foram
construidas na hypothese dos juros se accurnularem aos capitaes de seis em
seis mezes, o calculo tem de ser feito suppondo t igual a 30 na formula
das ann uidades, a qual por isso dà apenas o valor de meia annuidade dimi-
nuida de metade da commissão.

Substi tuindo na formula (2) as letras pelos seus valores numericos, tem-se
, _ 25000000XO,025(i,025)"

a - (i,0íl5)"-i

porque, sendo 0,05 o juro de 1 real n'um anno, será 0,025 ojuro de 1 real
em um semestre,

Em pregando os logarithmos, aeha-se

(i,0~5)lO = 2,097567

e, substituindo este valor e tornando a applicar os logarithmos, vem

a' 2flOOOOOO><0,0~5><2,097!167 ii9"$"U réis
i,097567

Juntando a este valor de a' metade da commissão de gerencia tem-se a im-
portancia de uma prestação semestral. Representando por c a commissão de
gerencia, é

4iOO : 5:: ~5000000 : c e c= ~OO$OOO réis

o valor de cada prestação semestral é pois
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e o de cada annttidade
a= 2 al+ c= 2588/88! réis

A parte a' da prestação semestral comprehende duas pareellas, juro e
amortisação, variaveis de semestre para semestre. As formulas (4) e (n) dão
os valores d'ellas para qualquer numero t' de semestres. No fim de t2 se-
mestres é (t,025)1l = i,3n087
e portanto

J = 25000000XO,ot~[(t,0!1I)"-(I.,()~5)"] =- 6.6.71!85 réís
12 (t,Oill)"- t IP 1

P =:lIlOOOOOOXO,fn5X(t,O!II)" -76.71:l56 éis
u (t,0211)"- t - IP r I

Sommando estas duas parcellas com metade da commissão de gerencia
acha-se com etTeitoa prestação semestral t :29&.~4U réis,

678. Problema. Um proprietario levantou emprestados 40 contos de réi«
da Companhia geral de credito predial portuguez cOln a condição de os
amortisar em 50 annos, pagando juros na rasão de 6 % ao anno. Pergunta-

- se qual é a importancia da divida no fim de :t4 annos, isto é, depois de esta-
rem pagas 48 prestações semestraes, e qual é na mesma época o valo I' do juro
e da amortisação semestraes.

Substituindo na formula (3) os valores A= 40:000~OOO, t=- tOO se-
mestres, t' ,48 semestres e r=O,Oit, tem-se

400000001(t,03)'OO_(t,03)"1
. (t,O:l)'DO_t

Empregando os logarithmos acha-se

(i,03)100= i9,U85 (1,03)48= 4.,13U

Entrando com estes valores na formula, e etTectuando as operações, ob-
tem-se para importancia da divida no fim de 48 semestres

A48 = 32:n3~036. réis

Procedendo do mesmo modo com a formula (4), e advertindo que
(1,03)47 = 4,OH9, acha-se para valor do juro correspondente ao ultimo
dos 6,8 semestres

J.8= i:OO:l~6:l5 réis

Finalmente, recorrendo á formula (5), acha-se

P48 = 264.1250 réis

679. Da formula (2) das annuidades tira-se

a[(t +r)'-t]r<t+r)' (6)

Esta formula serve para calcular a importancia do capital mutuado, ou
da divida, quando se conhecem os valores de a. r e t.

Â
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Da mesma formula se deduz o valor de t, como em seguida se vê:

a (i+")'-a= Ar(i +r)'
(a-Ar)(i+r)'=a

19. (a-Ar) -j-zlg. (i+r) =lg.a
t= Ig.a-Ig.(a-Ar) (7)

19.(f+r)

O valor da taxa r é o unico impossivel de calcular directamente pelos
meios elementares 1.

1Da formula das unidades (§ 673) tira-se

" ar=----
A A(~+r)'

Considerando -i como um valor approximado de r, que designaremos por r1>
e calculando _a_, por logarilhmos, ter-se-ha um segundo valor r2mais appro-

, A(f+r,)

ximado de r igual a i-_a_,. Procedendo depois com o valor achado r2como
A(f+rt)

se procedeu com r1>ter-se-há
a ar3=-----
A A(i+r,)'

e, continuando sempre com o mesmo methodo, acha-se uma serie de valores.
r4, "" r61 etc. successivamente mais proximos de r. Os algarismos communs a
dois d'estes valores successivos pertencem tambem ao verdadeiro valor de r. Este
modo de calcular a taxa r chama-se rnethodo das approxirnações por' substituição.

Callet, na introducção ás táboas do logarithrnos, dá a seguinte formula para cal-
cular a taxa, .

r=t~i -Vt~i L~i-2 (g- i)] sendo s= (~)'-!1
Montferrier (Diêtionnail"e des sciences rnathématiques, annuíté) deduz da for-

mula das annuidades o valor de r expresso em uma fracção continua, cuja ter-
• ceira reduzida é igual a

_ (i2-(t-i)gJq
r - i2-(5t+7)q sendo

2(at-A)
q= at(t+i)

Estas formulas dão sempre para r um valor menor que o verdadeiro, porém,
na maior parte dos casos, sufficientemente approximado.

PMe tambem calcular-se a taxa pela seguinte formula devida a Baily

i_bt-i

r=b __ i2_
i_bt-i

6

A demonstração d'eJIa encontra-se na Théorie rnathématique des opé"ations fi-
nancieres de H. Charlon.

No mesmo livro ha uma outra formula bastante simples devida a M. Achard,
mas de que não póde fazer-se uso sem o auxilio de uma táboa especial.

Qualquer que seja o meio empregado 'Para obter um primeiro valor r da taxa,
põde ter-se outro mais approximado r+z calculando z pela formula

sendo
2

b= (::)0_ i

i __ i__ ~

(i+rl' aZ=-----
A t

ã-'i+r)'+1
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680. Problema. Em quantos annos poderá amortisar-se um emprestimo
de liO contos de réis contrahido na Companhia geral de credito predial
portuguez suppondo que a prestação semestral é 4:633$026 7'éis e a taxa 50/0,

A commissão de gerencia (~ 677) n' este problema é 320$000 réis por anno,
ou HiO$OOO réis por semestre. O valor de a' é pois 4:633$026 - i60$000
ou 4:473$026, e o de r para cada semestre é 0,025.

Substituindo estes valores e o de A na formula (7), tem-se o tempo t
expresso em semestres

t _ Ig.4473~026-lg. (4473~026-40000~OOOx0,025
- Ig.l.,025

ou
t= 24 semestres proximamente.

FIM
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ERRATAS

PAG. tIN. ERROS E?dENDU

~7 38 5X3=3x3 5x3=3X5
~o ~5 ~Q 3Q
~7 penultima 8esto resto
» ultima r~3 8~3

189 3i 3,2X8 3,2X3-~- -~-
229 30 t,3H615r.. = 0,206355i r,3i4615r.. = Ig.0,206355 i
252 3~ fabricadas em fabricadas ou importadas

em
253 5 soldas. As soldas, tolerancia 60ô se

elevará a 20 por í nas
obras õcas e a 30 por
,1.000nas de filigrana. As

» 8 fabricadas em fabricadas ou importadas
em

255 9 moedas es- moedas d'oiro es-
20 ~~500 réis : as moedas de r..1)500réis. Por decreto de

prata denominadas pata- I de julho de 1886 as
cas ou duros .......... moedas de prata, que
..................... téem curso letal na pro-
..................... vincia de Ca o Verde,
•••••• o •• • ••.••••••••

são unicamente as que
'.' 0 ••••••••••••••••

estão authorisadas para
...... 7 oitavas de peso o reino pela carta 'de lei
(25s,085) 101' 860 réis. de 29 de julho de 185r...

362 5 1,2,2, ... ( -I) i, 2, 3, ... (B-i)
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