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36 I N TI -t s parallelas são
aqucllas , quc por mais
que [e onrinuem ,
Icrnpre ão icualmcn- Eílamp. J.

b
te diíluntcs entre fi,

nem as [nas cxtrcmidad s [e podem
iuntur, ome as linhas AB,CD. Figllr:l r,

A ii II.
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II.
337 A11g_ulo he a inclinação de hu..

ma linha fobre outra: chama-fé angulo
reãilineo , quando as linhas, que o for-

Figura l. mão, são reélas , como o angulo ABC:
.chama-fe curuitineo , quando as linhas,

1: ,J '"que o rorrnao , sao curvas, como o an-
Figura 3· guIo DEF : mixtilineo , quando huma

das linhas he rcEb, e outra curva, co-
Figura 4. mo GHI.

III.
. 338 As linhas renas, ou curvas,
de cuja inclinação fe f6rma o angulo ,
fe chamão lados do angulo : o ponto, em
que concorrem mutuamente, fe chama
vertice do angulo : daqui fe fegue que a
grandeza do angulo não depende Bo
comprimento dos lados, mas fõrnenré
da inclinação das linhas, o que [6 conf-
titue a natureza do angnJo: tambem Cc
fegue que hum angulo não comprehcn,
de efpaço finito, ou determinado: pa.
ra denotar hum angulo fe fervem oro
dinariamentc de trez letras, c a que
fc .acha no meio denota o vértice de
angulo.

IV.
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IV.
339 Angttlo refio he o que he for-

madó pelo encontro de duas linhas per-
pendiculares huma fobre outra, como
os angulos ABC, ou ABO. Figura S.V.

340 Angulo obliquo he o que fazem
duas linhas, que não são perpendicu-
lares, que por eíta razão fe chamão Ii-
nbas obliquas, como as linhas IH , e
LK: o angulo obliquo ou he agudo, Fi~ura ~
ou obtufo,

VI.
341 Angulo agudo he aquelle , que

hc menor, ou tem menos abertura que
o angulo reélo , como o angulo HIL. Figura~!
A1Jgttlo obtufo he O que he maior que re-
80, como HIK.

He evidente que a linha Hf cahin-
do Cobre outra, fórma com ella dous
angulos defiguaes, que juntos valem
deus reélos ; porque fe imaginarmos a
rcél:a II, perpendicular a LK no ponto Figura ,.
I, O angulo agudo HIL,FIL- FIH,
e o angnlo obrufo HlK==FIH+FIK;
affim Iommando os membros dcflas
equações, teremos HIL+HIK == l'lL

*'
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+FIK=:2.FIL, pois todos os angulos
rectos são iguaes.

VII. .
Figura ,. 342 Circulo he huma fuperficic pla-

na, terminada por huma fó linha cur-
va, a que fe chama circumferencin do
circulo, todos os pontos da qual diílão
igualmente de hum ponto A, a que fe
chama centro do circulo. As linhas AB,
AC; AD, tiradas do centro A á cir-
curnfercncia , fe charnão raios do circu-
lo , e todas são entre fi iguaes , pois
medem a difrancia do centro a cada
ponto da circumferencia , e cfta diftan-
cia fempre he igual, conforme a defi-
nição do circulo.

VIII.
343 O diametro do circulo he hurna

linha reéla , que paffa pelo centro do
circulo, e asfuas extremidades fe vão

figura 8. terminar 11aci rcurufcrcncia , como El),
Efta linha divide o circulo , e fua cir-
curnfcrcncia cm duas partes iguaes , a
que indifferentementc charnâo f emicir-
eulo ,01lfemicirt:ttmfc1'e1Jcitl , c confcqucn-
temente a íua metade fe deve chamar
quarto do circulo,

IX.
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IX.

344 Chama-fé arco de circulo hurna
parte da' circumferencia menor, ou
maior que a femicircumferencia.X.

345' Os Mathematicos fuppuzerão o
circulo dividido em 360 partes iguaes,
a que chamarão grdos, e cada' gráo em
60 partes, a que chamarão minutos, e
cada hum deites tambem dividido em
outras 60, a que chamarão [egundos :
invenrárâo-Ie cfpccialrnenre cftas divi-
sões para medi r os angulos, c deter-
minar com mais cxacção a rua razão.
O gráo não fc deve julgar de hurna me-
dida determinada, c abfoluta , antes
pelo con trario he variavel , conforme
os differcntes circulos , ainda que con-
Irantcmcntc a mefma a refpeito de ca-
da circnlo cm particular, de que hum
gráo hc a rriccnrcfima [exagefima par-
te da [na ci rcumfcrcncia , do que facil-
mente fe deduz que em hum circulo
maior lO os gráo maiores, do qne
cm outro mais pequeno: o rnefmo hc
a rcípcito dos minutos, fcgundos, c
terceiros.

XI.



8 Novo CURSO

XI.
Figura 10. 346 A medida de bum angulo he o ar- .

co defcripto do feu vertice , e termi-
. nado entre os feus lados, affim a me-

dida do angulo ABC he o arco AC,
de forte que o angulo ABC ferá de
tantos gráos, minutos, &c. , quantos

,. contiver o arco AC. Para comprehen-
der como os arcos dos circulos são a
medida dos angnlos , e podem deter-
minar a fila grandeza, fe p6de imagi-
nar que o angulo CBA fe formou do
movimento da linha CB á roda do pon-
to B, até chegar a fobrepôr a linha BA,
pois he evidente que tomando na linha
BA o ponto A, e na linha BC o pon-
to C , igualmente diítaures do ponto
B , o arco AC determinará a quanti-
dade do caminho, que correo o ponto
C, affaílnndo fe da linha CB. Se cita
linha [e ti vefle affaílado duas vezes
mais, o angulo feria d nas vezes ma-
ior, como t~mbC111 o arco, que deno-
tava o efpaço corrido pelo ponto C,
affaftando-fc de CE. Põde-fc aqui notar
que a medida de hum angulo rcélo fern-
pre he a quarta parte da circumferen,

ela
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cia do circulo, ifto he , 90 gráos ; por-
que fe fe irnaginão cortados os dous
diametros AB, CD em angulos reélos , Figura 9.
ver-Ie-ha que dividem a circumferen-
cia do circulo em quatro partes iguaes,
de qne cada huma he a medida do an-
guIo reéto , que lhe correíponde , e
confequentemente fe póde dizer fer o
femicirculo a medida de dous angulos
reélos,

...
P R O P O S I ç A O I.

P R o B L E M A.

347 Dado hum ponto A fóra de
hurna linha BC, e no mefmo plano, ti-
rar delle huma perpendicular AD a ef- Figura u;
ta linha. S o L U ç Ã o.

Para tirar do ponto dado A huma
perpendicular fobre a linha BC, der-
creva-fc do ponto A, como centro ,
hum arco de circulo, que corte a li-
nha dada cm dons pontos B, e C: def-
tes pontos com huma mefma abertura
de cornpaflo menor que AB fe defere-
vão dous arcos de circulo, que fe cor-

ta-
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tarao em hum ponto v. g. E: a linha,
que tirada pelo ponto A paflar pelo
ponto E , he a perpendicular, que fe
pede. D E M o N S T R A q Ã o.

Para o provar fe deve reâeélir que
as linhas AB, AC são iguacs peja con-
Itrucção , pois são raios do mefmo cir ..
culo; e que as linhas EC, EB tambem
pela mefma razão são iguaes, de que
fe conclue que a linha A O he perpen-
dicular fobre BC, pois não inclina mais
para hum lado, do que para outro, O
~ S. 2 D.

....
P R O P O S I ç A O n.

P R o II L E JIt A.

ERamp.l ... 348 De hum ponto dado [obre hu-
ma linha v. g. A levantar huma AD ,

Figura u. que lhe feja perpendicular.
S o L U çÃ o..

Para levantar do ponto A huma per ..
pendicular [obre B<J, torncm-fc dons
pontos B, e C igualmente diílanrcs de
A, e deftes pontos, como centro, fe

dcf-
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defcrevão com a rnefrna abertura do
cornpaflo os dous arcos, que [e corrão
em hum ponto O: defte ponto ao pon-
to A [e tire a reéla AD, que fera per-
pendicular [obre BC.

D E M o N S T R A ç A o.

Facilmente [e comprehende que a li-
nha AD he perpendicular [obre BC,
pois pela conílrucção os dons pontos
A, e O da linha AD são igualmente
diftantcs dos dous pontos B, e C da
linha BC: logo aquella não inclina
mais para hum lado) do que para ou-
tro, e confcqucnremente he perpendi-
cular [obre BC. O 2 s. [6 D.

P R O P O S I ç Ã O III.
P R o B L E 1\1 A.

349 Dividir huma linha cm duas Figura I).

partes iguacs.
S o LU ç Ã o.

Para dividir huma linha v. g. AB
cm duas partes ig'13CS , fe dcícrcvão
dos íeus extremos A, e B, como cen-

tros"
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tros, com huma mefma abertura de
compaffo , dous arcos de circnlo , ql1e
fc cortem nos pontos C, e D : tire ..[e
por eííes pontos a re8:a CD, que cor-
tará a reéh AB em duas iguaes no pon-
to E. D E M. o N S T R A ç Ã O.

Porque os pontos C, e O da linha
CD diftão igualmente dos extremos da
linha AB, todos os mais pomos deUa
ferão igualmente diftantes dos mefmos
extremos A, e B: logo o ponto E, que
he hum dos da linha CD, e da linha
AB, tambem he igualmente diítanre
de A, e B: logo o pon to E he o meio
da linha AB. O f1 S. Q. D.

P R O P O S I ç Ã O IV.
T H E O R E M. A.

35'0 De hum ponto fobre huma ti-
nha não [c póde levantar mais quc hu-
ma perpendicular.

D E M o N S T R A ç Ã O.

figura I~. SC do ponto C da linha AB fc te- .
vanrou CE perpendicular á linha AB,

hc
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he claro que fe fe quizeflc levantar ou-
tra v. g. CD do mefmo ponto C, fe
não poderia fazer, fem que efta linha
inclinaffe mais para hum lado, que pa-
ra outro , ifto he nefte exemplo, mais
para A, que para B; e como iílo feria
contra a definição das linhas perpen-
diculares , Iegue-fe que do mefmo pon-
to fe não póde levantar mais que hu-
ma pel pendicular. Além diflo fe efta
linha tem outro ponto comrnum com

I a perpendicular, além do ponto C,
concorda com ella , pois dous pontos
dercrminão a poíição de huma linha
refra *: logo de hum ponto dado não" Num.lr.
fe póde levantar mais de huma per-
pendicular. O Q S.Q D•...

P R O P O S I ç A O V. •
T II E o R E M A.

3n De hum ponto dado fóra de
hnma linha não fc póde abaixar mais
que huma perpendicular.

D E M o i S T A ç Ã o.

Se do ponto A fc tirou fobre DE a
perpendicular AB, os pontos D, c E. ~sao
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são igualmente diftantes do ponto A:
logo o ponto B, em que a perpendi-
cular encontra a linha DE, tambem
ferá igualmente diftante dos extremos
D , e E da reéta ; mas do ponto A não fc
póde tirar á linha DE outra linha v. g.
AC differente de AB, fem que o pon-
to C feja mais á direita, ou á efquer-
da de B: logo os pontos O, e E não
são igualmente diftantes do ponto C,
e coníequentcmente a linha AC não he
perpendicular íobreDE. 02 S.2 D.

....
P R O P O S I ç A O VI.

T H E o R E M A.

_ 3;2 Aperpendic111ar he amais cnr- .
ta de todas as linhas, que fe podem
tirar de hum ponto fobre hnrna linha.

O E"M o N S T R A ç Ã o.

Figura 16. Se do ponto O [e tirar fobre AB a
perpendicular De, digo que efra hc
mais curta de todas as que do mefmo
pOnto D fc podem tirar d linha AB,
como v. g. DF, &c.

Para íc dernonítrar continue-fé a per ...
.pendicular De rara E, de forte que

CE
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CE= CD: tire-fe a linha EF, a linha
DE certamente he mais curta que a li-
nha OFE, pois pela definição a linha
reéta he a mais cnrta de todas as que
fe podem tirar de hum ponto a outro,
do ponto D v. g. ao ponto E. * Além> Numero, .
diflo a linha DE he perpendicular (0- IJ·
bre AB, e reciprocamente tambem AB
he perpendicular Iobre DE, que pe-
la conflrucção divide em duas partes
jguaes : logo o ponto F também difta
igualmente dos extremos da linha O ,
e E , e confcqucntcmcnte DF=FE:
logo tomando metade de cada hurna
deitas linhas, fera De menor que DF:
do mefmo modo fe fará a demonflra,
ção com qualquer outra linha divcrfa
de OF , tomada para qualquer lado de
1>C: logo De he a mais curta de to-
da. as que do ponto D fe podem tirar
íobrc AB. •

Efte theorcma fe pode prcícntcmen-
te tomar corno hum a definição da li-
nha perpendicular a outra , pois efta

. he huu a da luas mais importantes pro-
priedades , de que fe podem deduzir
outras muitas.

PRO ..
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P R O P O S I ç A O VII.
T H E O R E M A.

35'3 ~lando duas reélas fe corrão ,
formão os angulos oppoftos no feu ver-
tice iguaes.

D E M O N S T R A ç Ã o.

Figura 18. Sejão quaefquer duas redas AB,
CD, que fe corrão no ponto E, c for-
mão pelo feu encontro, c mutua intcr-
íccção , os ang1110sBED, c AEC, que
fe chamão uerticalmente oppofios , por-
que tem o feu vértice no mcfmo pon-
to E , hum de huma parte, e outro
?a outra, digo que cíles angulos são
19nacs.

Para fe moftrar do ponto E, como
centro, com qualquer raio v. g. EB,
dcfcrcvo a porção de circulo, que cór-
te as linhas A13, CD nos pontos A,
C, O, B: iflo fuppofto, como o cen-
tro do circulo he o ponto da interíec ..
ção das duas linhas, eflã em ambas el...
las : logo cada huma das linhas AB,
CD he hum diamcrro de circulo, e ca...
da hum dos arcos ADB, e DAC ferá

igual
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igual ~ fcmicircumferencia , e fera ADB
== DAC: tirando de huma, e outra par-
te o arco AD, que he commurn , fera ,I

o reílanrc BD::: AC ; mas eftes arcos
são a medida dos angulos AEC, DEB:
logo também os angulos verticalmente
oppoílos , formados pelas rectas AB,
CD, são iguaes, O 2 s.2D•

....
P R O P O S I ç A O VIII.'

. T H E '0 R E .M A.

35'4 Quando duas rcélas , v. g. AB, Figur3 I,.
CD entre fi rallclas , cabem fobre
~HJma te reei ra EL·, formão os angulos
para a mefma parte iguaes. .

D E J\t o N S T R A ç Ã o.

Para dcmonílrar que as duas paral-
lcbs AI3, CD, que cahcrn fobre a li.:
nha EF, formão para a mofina parte
os angulo. ABI~, CDF iguaes, baf-
ta advcrrir , que não fendo () angnlo
J1l~tS glle a inclinação de duas linha' *, ·NumC:l.
~. Igualdade deltas inclinaçóe fará a JJ7.
Igualdade dos angnlos; c como as li-
nhas AB, CD não podem ler, como

m.Ií, li te
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fe fuppõern , parallelas, [em que fe in-
clinem igualmente para FE , pois de
outra forte [e juntarião em algum pon-
to, fegue-Ie que o angnlo ABF he igual
ao angulo CD F , pOIS a linha AB fe
inclina tanto fobre EF, como a linha
CD. O Q S.Q D.

D :E F I N I ç Õ E S,

Figura 20. 3; S' Q!.lando hum a rcéla v. g. EF
corra duas parallelas BA, CD, fôrma
com clla angnlos, a 'lue fe dão diffe-
rentes nomes, conforme a fila poíição
a refpeito dás mefmas linhas.

35 6 Os angulos taes como BGH,
DHG , ou AGH, GHG, [c chamão
internos , OlI interiores da mefnta porte.

3)' 7 Os angnlos BGE, OHF, ou
.AGE, CHF, fe chamão extcruos; ou
exteriores da mefmn parte.

35'8 Os angulos, como AGE, OHF,
tomados hum da parte direita, e ou-
tro da cfqucrda, fora das parallcla AB,
CD, [c chamão alternos externos, affim
como os angulos EGB, CEIF.

:H9 OS angulos interiores , como
AGH, DHG, tomados hum' á direita,

ou-
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outro á efquerda da fecantc EF , fe
charnão anglllos alternos internos ; como
tambem os angulos nGH, CHG •

.....
P R O P O S I ç A O IX.

T H E o R E M A.

360 Se hurna linha EF cortar OU- Figura 20~

tras duas parallclas entre fi, digo que
fará 1.° os angnlos alternos tanto in-
ternos, como externos iguaes: 2.0 os
angulos interno , ou externos para a
meírna parte iguaes a dous reélos,

O E l\t o. S '1' R A ç A o.

Primeiro. Devemos moftrar que o an..
glllo externo EGB he igual ao feu al...
terno C[-]F: por ferem AB, CD pa-
rallcla , SJO igualmente inclinadas pa-
ra a linha EF: loco o anculo EGB fe-b b

rã igual a GEID ; mas GHD==CHF •Numcr.
verticalmente oppoíto : loco EGB = H4·
Ct...:I b ft· Numer,

J:"": I'. Do mefmo modo fc dcmon ra JSJ.
o angulo AGE ioual ao Icu alterno
DHF, e o angulo interno AGH igual
ao fcu ai cerno GHO , como rambcm
BG H igual ao feu alterno CHG. O
Q.; S.2.: D.

B ii Se..
I
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Segundo. Os angulos internos BGH,
DHG da mefma parte da fecante , 011
os externos BGE, OHF juntos, são
iguaes a dous rcélos : por ferem as re-
élas AB, CD parallelas , os angulos
BGE, OHE para a mefma parte suo
iguaes entre fi, como tambern BGH,

,"Numer. DHF ; * mas BGE-I--BGH==dous re-
354. aos "*: logo tambem OHG+BGH=-Numer fi
HI. . dous rectos, Do mcfmo modo fe de-

, rnonflra quc os externos BGE -I-DHF
valem dons reétos, como também os
internos AGH +CHG, e tnrnbcm os
externos da mcfmapartc AGE-I-CHF.
02 s. Q D.

P R O P O S I C Ã O X.
;:,

T II E o R E MA.

Fígura 20. _- 361 Snppondo que a rcéln EF cór ..
ta duas AB, CD 1 digo que cítas ferão
paral lelas , fc os alternos internos, ou
al ternos externos são iguacs, como
tarnbern fe os angulos internos, ou ex-
ternos da mcfma parte juntos valem
dous rcélos,
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D E 1\1 o N 5 T R A ç Ã o.

Primeiro. Pela hypothefe o angulo
interno DHG== AGH feu alterno, e* "Numc;r~
AGH == BGE, que lhe he verticalmen- JSh
te oppofto : logo o angulo O H G ::::
BGE, e Ierão as reétas AB, CD pa-
rallclas , pois formão angulos para a
mcfma parte iguaes com a fecante EF.

Do meírno modo fe demonftrará que
são parallela , fe fizerem os angulos
alternos internos iguaes BGH=CHG,
ou 05 alternos externos BGE ==FHC,
ou AGE==FHO. o. Q S.~ D.

Seg undo, Pela hypothefe os angnlos
internos DHG -+- BGH da mefma par-
te da Iecante valem dons angulos re-
aos; mas * os dons BGH+BGE=dous "Numer,
rcctos : logo DIIG+BGH=BGH-f- Hl.
BGE; e tirando de cada membro da
equação a mefma quantidade BGH, fi-
cará DHG::: BGE, o que rnoftra que
as linhas AB, CD são parallclas , pois
fazem os angulos para a mcfma parte
da íecanre ígU3CS. O J1S.Q D.

PRO-
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P R O B L E 1\1 A.

-!'f,ura 20~ 36" Dada huma linha AB, c fóra
della hum ponto H no mefmo plano,
tirar por elle huma parallcla a AB.

S o L U C; Ã o..
Do ponto H fe tire qualquer rcda

HG , que córre a linha AS em hum
ponto v. g. G: tomemos a medida do
angulo KGH, defcrcvcndo hurna por-
ção de circulo com o raio GH: do pon-
to H, como centro com o rn fmo raio,
fe dcícreva hum arco de circulo, no
qual fe tome o arco GM iglJal ao arco
HK, a linha H~1 fcd 3 parallcla , que
fc bufca,

~" N o voe U R S o

o F. 1\1 o N S T R A ç Ã o.

Sendo ignaes os arcos de circules
iguaes , tambem são iguaes os angu-
los, que clles medem: logo o angulo
KGH fera igual ao íeu alterno GH.M:
logo pela propoíição pr cedente as li.
nhas AB, MH são parallclas, O 2. S.
2D.

He



D E M A T H E M A T I C A. 23
He de notar que defte mefmo modo

fe pode Iernpre com qualquer linha fa-
zer hum angnlo igual a outro dado •

....
P R O P O S I ç A O XII.

P R o B L E M A.

-363 Dados trez pontos A, D, B Figura 21;

no mefmo plano, achar o raio do cir-
culo, que pafla por cíles trez pontos.

S o L U ç A o.

De huns pontos a outros fe tirem as
reél as AD, !JB, e no meio 'da reéta
AB fe levante a perpendicular indcfi-
nita EC : no meio de BD fe levante
femclhantememe a perpendicular FC ., •Numer,
que cortará a primeira no ponto C, 348•

digo que eílc ponto C he o centro do
circulo, que pafla pejos ponto A, B , C.

D F. l\1 o S T II A ç A o.

O ponto C, cm quanto pertence á
perpendicular EC fobre AB , he igual-
mente diftante do extremo A, e H,
poi hC pela conílrucção divide AB
pelo meio: o mefmo ponto C, em quan-

to
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to pertence á reéla CF perpendicular
ao meio da linha BD, difta igualmen-
te dos feus extremos B, e O: logo difta
jgualmen~e dos trez pontos ABO : lo-
go C he o centro do circulo, que paf-
far por eíles pon tos. O 2 s.2D. .

C o R O L L A R I O.

364 Se os pontos A, B, O e1l:ivef-
fem difpoftos de forte que as perpendi-
culares FC, EC ficaffem parallelas ao
raio do ci rcu lo, feria efte infini to, do
que fe póde concluir que o circulo não·
póde ter trez pontos em huma linha re-
éta, menos que eíla reéla , em que tem
os trez pontos, não fej a infini tamcn te
pequena a refpeiro do raio, no qual ca-
ío efta linha he hum dos lados do cir-
culo, que fe póde coníiderar como hum
polygono de huma in~n~dade de lados:
digo que nefla fuppohçao os trez pon-
tos eftão em linha reéla, pois he claro
que 'as perpendicu111res EC, FC não
podem fel' paralleIas , fem que as rectas
AB, BD fação huma linha reéla,

FIM DO TERCEIRO LIVRO.
NO~
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L I V R O IV.

TRATA DAS PROPRIEDADES
dos triangulos ; e pllrallelogramos.

O E F I N I ç Õ E S.

36, IIICURA reãilinea he
. huma fupcrficic pla-

na, terminada por li-
nhas rcéla , que fe
charnão lados. l·.íbs
figuras são de varia

caílas , e fc lhes dão nome parti ula-
res , enferme o numero de la lo , c

. difpofiçóes de huns a refpcito de ou-
tros:
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tros: a mais fimpies de todas he a que
he terminada por trez lados, e fe cha-
ma triangulo : chamão-Ie quadrilateros
as que são terminadas de quatro lados,
e geralmente polygonos todas as que
tem mais de quatro lados.

366 O triangulo , confiderado á ref-
peito dos feus angulos, he de trez ge-
neros: reãangulo , que he aquelle , que
tem bum angulo reéto : obtufangulo, ou
ambligonio ; que he o que te~n hum an-
guIo obturo: acut anguio ; ou oxigonio,
que he o em que todos os anglllos são
agudos, ou menores que rectos.

367 O triangulo , confiderado a ref-
peito dos lados, .fe divide em equilate-
ro ; que he o que tem os trez lados
ignaes: ifocele , que he o que tem dons
lados iguacs: e efcale 11o , ql1e he o que
tem todos os trez lados defigllaes', do
que fe fegue haver [eis caflas de trian-

.. guloso
368 A bafe de hum triangulo he

aquelle lado do triangl~lo, [obre que
cahe a perpendicular, tirada do angu-
lo oppofto: efta perpendicular fe cha-
ma altura do triangnlo: deltas defini ..

ções



D E M A T H E M A T I C A. j. '"

ções fe colhe facilmente que a bafe do
triangulo CB he o lado AB, e que Eflamp. t~
a fua altura he CD: fe os dous angu- Figura I~

los fobre a bafe são agudos, a per-
pendicular cahirá fobre o lado AB: fe
hum dos angulos foífe obtuío , a per-
pendicular, ou altura cahiria fobre a
bafe prolongada; e como em hum tri-
angulo fe póde tomar por bafe qual-
quer lado que quizerem , fempre fe pó-
de fazer cahir a perpendicular fobre o
lado, que fe toma por bafe: as partes,
em que a perpendicular divide a bafe
AB, fe charnão [egmentos da ,bafe. No
trianguIo reélangulo o lado oppofto ao
angulo reél:o fc toma ordinariamente
por bafe do triangulo, e fe chama hy.
poteuufa,

369 Chama-fé Trapeflo huma figura Figura 2it

quadrilatera , que não tem algum dos
lados oppoítos parallelos , como G.

370 Trapefoide he hum quadrilate- Figura J~
ro , que tem dous lados oppoílos pa-
rallelos , como H.

371 Parallelogramo he hurna figura Figura 4.
quadrilatera, da qual os lados oppof-
tos são iguaes, e parallelos, como EF.

, Dia-
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372. Diagonal he huma linha reéla
como CD, tirada em hum parallelo-
gramo, ou reél:angulo de qualquer an-
guIo v. g. C a O , que lhe fica oppoílo,

373 Se por qualquer ponto A da
Diagonal CD [e tira a linha BG pa-
ralleIa a ED , e outra HI paral1ela a
DF, teremos dous paralIelogramos AE,
AF, que [e chamão complementos do
parallelogramo EF.

....
PROPOSIÇãO r.

'T H E o R E M A.

figura ~. 374- O ang1110 exterior BDC de
hum triangulo ABD he igual aos dons
interiores oppoftos, e os trez angulos
do triangnlo em fornma valem dous
angnlos reélos.

O E M o N S T R A (; Ã o.

Primeiro. Para prova.r que o angulo
exterior BOC hc igual aos dous inrc- ,
riores , oppoílos em A, e B, rire-fe
pelo ponto O a reél:a DE parallela ao

·Numer.lado A B do triangulo ABD : .. ifto
36:. fuppolto O angnlo BDE-ABD [eu al-

ter-
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terno * : o angulo EDC=BAD , por íe- •NLlmc:~.
rem as linhas AB, DE parallelas * : 10- !60.

d 1 BDE ED Numers
go a íomma os angu os + C, 3'54.
ou o angulo exterior BDC, he igual á '
íomma dos interiores oppoflos ABD+.
BAD. O 2 s. 2 D.

Segundo. Digo que os trez angulos
do triangulo ARD juntos valem dons
.angulos reélos ; porque a linha BD,
cahindo obliquamente [obre AC, faz
os angulos BOA + BDC, que juntos
valem dons rectos *; mas, como acaba- •Numcr1
mos de moílrar ,.0 angulo exterior BDC 341,

he igual á fomrna dos dous interiores
BALJ +ABD : logo accrcfcenrando ~
'efta fomma o.angulo BDA, ficará BAD
+ABD+BDA=BDC+BDA=dous
reélos, O Q S.Q D.

COROLLARIO I.
375' Segue-fc daqui que a fomma

dos .angulos dequalquer polygono va-
le tantas vezes dous angulos reélos ,
menos quatro, quantos são os lados do
polygono. Seja. o quadrilarero ABCD
dehnm ponto G, qualquer que feja ,Figura 2•

.dentro no quadrilatero , fe tirem as li-
nhas
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nhas GA, GB, GC, GD aos angulos
A, B, C, D, que dividirão a figura
em quatro triangulos, he evidente que
os angulos á roda do ponto G com os
-anglllos do quadrilatero são todos os
angulosdos trianguJos, em que fe di-
vide o quadrilatero: logo são oito an-
gulos reétos , pois cada triangulo tem
dous angulos reébos ; mas a fomma dos
angulos á roda do angulo G vale qua-
tro angulos reélos ; logo os angulos do
polygono valem tambem quatro reélos,
ou 8 - 4, ifto he , tantas vezes dous
reclos , menos quatro, quantos lados
tem o polygono.

C o R o L L A R I o II.
376 Logo a fomrna dos angulos ex-

teriores de qualquer polygono não va-
le mais de quatro angulos rectos , por-
que todos os. anglllos exteriores são
fupplementos dos. interiores: logo a
fomrna de huns , e outros he tantas ve-
zes dous rectos , quantos lados tem o
potygono ; mas os interiores com os
angulos á roda do ponto G fazem a
meíma fomma: logo o~ angulos e~te~

no-
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riores são. iguaes aos angulos no. cen-
tro. á roda do. ponto G, ifto he a qua-
tro. arigulos reétos. A mefma demonf-
rração fe póde fazer em qualquer ou-
tro polygono.

C o. R o. L L A R I o. III.
377 Defta propofição fe fegue, que

conhecidos os dons angulos de qual-
quer triangulo, [e póde conhecer o ter-
ceiro , tirando. a fornrna dos angulos já
conhecidos de dons rectos , e a diffe-
rença ferá o valor do. terceiro. angulo ,
que fe bufca; affim conhecendo no. tri-
angulo EDF o angulo. E de 50 gráo.s, Figura 6~
e o. angulo D de 7°, para ter o valor
. do. angulo F fe íommarão 50, e 70,
que fazem 120, que dirninuidos de 180

grãos , a differença 60 fera o. valor ,
que fe bufca do angulo. F.

C o.R o. L L A II I o. IV.

378 Segue-fé rambem que fe dons
triangulos tiverem dous angulos refpe-
aivamente iguaes cada hum ao [eu,

. o. terceiro do primeiro triangulo ferá
igual ao. terceiro do fegundo; porque

fe
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Figura G. fe O angulo A he ignal ao angulo O;
e o angulo C ao angulo F, he certo
que tantos grãos faltarão á fomma dos
angulos A + C para o valor de dons
reélos , como' á fomma O + F para o
mefmo valor; e eílas differenças iguaes
não são outra coufa mais que o valor
do terceiro angulo, do que fe fegue
que Q angulo B ferá igual ao angulo E.

O E F I N I ç Ã o.

379 D011s triangulos fe dizem per-
feitamente iguaes , quando tem os trez
angulos, e os trez lados reípeéhva-
mente ignaes; e fimplesmente iguaes , .
quando as íuperficies são ignaes, ain-
da que comprehendídas por lados, que
não são ignaes .refpcétivamenre.

P R O P O S I ç Ã O II.
T H E o R E M A.

~ 380 Dons triangulos são perfeita-
mente iguaes , quando os trez lados. do
primeiro são reípedivamenre iguaes
aos rrez lados do fegundo.

D;e,.
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D E M O N S T R A ç A o;

Para dcrnonílrar que o trianguIo G, Figura 7.
em que Ie Iuppõe os lados AB, Be,
AC 19naes aos lados DE, EF, DF do
triangulo H, he inteiramente igual a
efte ultimo triangulo, bafta moítrar
que a igualdade dos lados traz comíi-
go neceffariarnenre a igualdade dos an-
gulos oppoftos aos lados iguaes: [e o
angnlo O não he igual ao [eu corref ..
pondente A, fera ou maior, ou me ..
nor ; mas ifto implica contradicção :
logo, &c. Seja, fe he poílivel , o an-
gnlo [) mais pequeno que o íeu corref-
pendente A, e faça-fé o anglllo LAC
jgnal ao angnlo D, c [obre o lado in-
definire AL do novo angnlo [e tome
AL== AB, ou DE, he evidente que o
lado LC do triangnlo LAC fera nefte
caro mais pequeno que o lado BC; pois
fendo o angulo mais pequeno, e os pon-
tos L, e C ignalmenre diftantes do ver-
tice A que os pontos 13 , e C, devem
eílar mais perto hum do ourro , do que
fendo maior o angulo, como CAB: Jo-
go no triangulo CAL o lado CL ferá
Tom. lI. C mais. ..
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mais pequeno que o lado CB: 1ogo o
trian&ulo DEF não póde ter o angnlo
D mais pequeno que A, fem ter tarn-
bem o lado EF mais Curto que o la-
do BC, o que he contra a hypothefe.
Tambem fe não póde fuppôr o angulo
D maior que o angulo A fem hum fe-.
melhanre inconveniente: logo o angll-
lo D he igual ao angulo A, como do
mefmo modo fe póde moftrar o angu-
lo F igual ao angalo C, e o. angulo E
igual ao angulo B: eftes dous triangu-
los tem, além dos lados iguaes , os an-
gulos comprehendidos por elles tarn-
bem iguaes , e são perfeitamente iguaes,
O Q S.2 D.

38 I Do que adiante fe fegue fe ve-
rá que podem os trez angulos de hum
triangnlo fer iguaes aos trez angulos
do outro, cada hum ao Ieu correfpnn;
dente, fem que os triangnlos fejão
iguaes ; affirn ainda que da igualdade
dos lados fe figa a igualdade dos an-
gulos, não fe fegue da igualdade' dos
angulos as dos lados. Tambem he de
advertir que o trianguIo he a unica fi-
gura, que' tem eâa propriedade: dons

'3.l1a~
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l' H E O R EM A.

D E 1\! A T H E M A T I C A. 3>
quadrilateros , por exemplo, podem
ter os lados reípeélivamente iguaes,
fem terem os angulos , ou as fnas fu-
perficics iguaes , e fem ferem confe-
quenternente perfeitamente iguaes •

_382 Dons triangnlos G, H sao ta-Figura 1..
talrnente iguaes, fe tem hum angulo
refpeétivamente igual ao do outro, v.
g. B=E, comprehendído entre dons
lados iguaes cada hum ao feu reípeéfivo,

O E M O N S T R A ç Ã o.

Para demonftrar que o triangnlo G
he igual ao triangulo H, fe o lado DE
for igual ao lado BA, e o lado FE igual
a BC, com o angulo B igual a E ima-
ginemos que o lado DE. fe íobrepõe
fobre AG, como são iguaes, cahirã o
ponto D Cobre A; e porque o angulo
E he igual ao angulo B, o lado EF ca-
hirã fobre BC, e o ponto F Cobre C,
pois BC= EF: logo o lado DF cahirá
febre AC, O que moftra que os dous

C ii tri-
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triangnlos fe ajuílão perfeitamente, e
são inteiramente iguaes. OQ S.Q.D •

I'

....
P R O P O S I ç A O IV.

T H E o R E.M A.

Figura 7. -383 Dous triaogulos ABC, DEF
. são perfeitamente iguaes, fe tem hum

lado AC igual ao correfpondcnre DF
com os angulos A , c e iguacs aos an-
gulos D, e F , cada hum ao feu reípe-
divo. D -E 1\1 o N S T R A ç A o.

Se o lado AC do triangnlo G he
igual ao lado DF do triangulo H , e
que o angulo A Ieja igual ao angulo
·D, c o angulo C ao angulo F ,/ clara-
mente fe vê ferem eftes dous triangu-
los inteiramente ignaes; porque ima-
ginando o lado AG fobrepofto ao lado
DF, como são iguaes pela hyporhefe ,
pondo o ponto A fobre D, cahirã o
ponto e [obre o ponto F. Além diffo
pela igualdade dos angulos A, c C,
com os angulos D, e F, o lado AB
cahirã febre o lado DE, c o lado eB
febre o lado EF : logo eílas duas li-

nhas
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nhas fe cortarão no mefmo ponto E,
e concordão os triangulos G, e H in-
teiramente, e são perfeitamenteiguaes.
012.: s. 2 D.

....
P R O P O S I ç A O V.

-384 Dons parallelogramos ABDe, Figura I.
EBDF são iguaes : fe tem hurna bafe
comrnua , são comprehendidos entre
as mefmas parallelas.

D E M o N S T R A c Ã o.

Os triangulos ABE, CDF são intei-
ramente iguacs; pois fendo ABDe
hum parallclogramo, o lado AB do pri-
meiro triangulo he igual ao lado CD
do fegundo *: pela mefrna razão fendo "Numcrà
EBDF parallelogramo, fera BE=DF; 371.

e finalmente o terceiro lado AE =ao
terceiro CF, porql1e AC:::: BD, e BD
=EF , pois são lados oppoftos dos pa-
ralIelogramos AD, BP : logo AC =
EF; e accrefcenrando a cada hum a li-
nha CE, ficará AE =CF: do que Ie fe-
gue que os dous triangulos ABE, CDF

são
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• Numer. são perfeitamente iguaes *: logo tiran-
)10. do-lhe a parte, que he cornmua CGE,

ficará o trapeíio ABGC = ao trapefio
EGDF ; c accrefcentando-Ihe a cada
hum o triangulo BGD, ficará o paral-
lelogramo ABDC, igual ao parallelo-
gramo EBDF , comprehendido entre
as mefmas parallelas. O 2 s.2 D.

C o R o L L A R I o.

38; Segue-fé da propoíição prece-
dente que os parallelogramos, que tem
iguaes bafes, e eítão entre as mefmas

figura~. parallelas , são iguaes; pois para pro-
var que o parallelogramo AD he igual
ao parallelogramo GIl, fe as bafes CD,
EF são iguaes, não ha mais que tirar
as linhas CG, DH, que formão o pa-
ral1elogramo Chl , que he igual a AD,
pois tem a mcfma bafe CD ; e tambem
he igual ao parallelogramo GF, por-
que' tem a meíma bafe GH : logo he
evidente que os parallelogsarnos AD,
GF suo iguaes ,'pois cada hum he igual
ao mefmo terceiro.

PRO-
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P R or O S I ç Ã O VI.
T H E O R EM A.

-386 DOllS triangulos BCD, BFD Figüra IO~

são iguaes, [e tem a mefma bafe com-
rnna BD, e são comprehendidos entre
as mefmas parallelas BD, CF.

D E M o N S T R A ç Ã o.

Tire-fe pelo ponto D a linha DA
parallela ao lado BC , e a linha DE
parallela a BP , teremos os dous paral-
lelogramos AB, BE , que ferão igllaes,
pois tem a rnefma bafe, e são compre ..
hendidos entre as mefrnas paralIclas. * ..NumCl'1
Além diífo eítes parallelograrnos são )84.
duplos dos triangulos BCD , BFD ,
porque os triangulos CAD, DEF tem
cada hum os lados refpeétivamente
iguaes a cada hum dos triangnlos CBD,
DBF: logo os triangulos CBD, DBF,
ou metade dos parallelogramos AB,
DE, são iguaes entre fi. OQ S.!!..:D.

C o R o L L A R I o I.
387 Segue-fé defta propoíição que

fe hum parallelogramo AD, e hum tri- Figura II!

an-
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angulo AEC, comprehendidos entre
as mefrnas parallclas , tem a mefma ba-
fe AC, o triang1110 hc metade do pa-
1'al1elograrno; porque o trianjmlo ABC,
que lhe he igual, he metade do meí-
mo parallelograrno.

C o R o L L A R I o n.
:Figut:l II. 388 Como o triangul0 BAC hc

igual ao triangulo AEC, he conílanre .
que tendo a mcíma bafe , deve ter a
mefma altura ; e corno a altura do pri-
meiro he a perpendicular BA, a ai tu-
ra do fegundo ferá a mcíma perpendi-
cular BA, ou a fua parallela EF, ti-
rada do angu!o E fobre a bafe comi-
nuada AC, o que moflra que a altura
de hum triangulo inclinado hc a per-
pendicular abaixada 'do íeu vértice [o-
bre o prolongamento lia fila bafe ; o
rnefrno fucccdera nos paral1clogramos
inclinados.

C o R o L L A R I o III.
389 Sendo hum triangulo ABe me-

Figura 12. tade de hum parallelogramo AG, fení
jgual ao parallclogramo ADE C , do

qual
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qual a altura HF fc fuppóe metade da
perpendicular BF , que ferve de ai tura
cornmua ao paraIlelogramo, e ao tri-
angulo, Ora como para achar a Iuper-
ficie do parallelogramo ADEC fe de-
ve multiplicar a bafe AC pela altura
BF metade da perpendicular BF, fe-.
gue~fc que multiplicando a bafe de hum
triangulo por metade da perpendicn-
lar, qne determina a altura, ou, o que
vem a íer o mefmo , a altura inteira por
metade da bafe, o produélo ferá a fu-
perficie do triangnlo.

C o R o L L A R I o IV.
390 Se hum triangulo ABC fe irna- Figura IJ'

ginar compofto de huma infinidade de
linhas parallelas , que são os feus ele-
mentos, e que todas dias li has , fcn-
do igualmentt" diftantes , [e excedem
igualmente, ver-Ie-ha que cllas com-
põem huma progrefsão arithmctica de
huma quantidade infinita de termos,
do qual o prrmciro he o, e a fomrna .
he .exprelfada pela perpendicular BD.
Ora como o valor do triangulo, ou por
outros termos, a fomma de todas eítas

pa-
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parallelas fe acha, multiplicando a
maior, que he a bafe, por metade da
quantidade, que expreífa o numero
dos termos, fegue-fe que fe pôde ti-
rar defte difcurfo o feguinte principio:
que a fomma dos termos das quanti-
dades infinitas em progrefsão arithme-
tica , começando por o, he igual ao
prodnél:o do maior termo por metade

. da quantidade, que expreffa o numero
dos termos, e he o que direaamente

ptNumer. moftramos. *
til'. Eftc corollario fe deve procurar com-

prehender bem, pois ha de fervir mui-
to para o que temos adiante que de-
rnonftrar.

....
P R O P O S I ç A O VII.

T H E o R E M A.

Figura '4. 391 Os complementos AE, AF do
parallelogramo EF são iguaes.

D E M o N S T R A ç Ã o.

Para demonftrar 'que os complemen-
tos AE, e AF do parallelogramo EF
são iguacs , imagine-fe O parallelogra-

mo
,



D E M A T H E M A T I C A. 43
mo EF dividido em dous rriangulos
iguaes DEC, DFC, como tambem os
parallelogramos BI, GH formados fo-
bre as partes AD , AC da diagonal
CD: logo fe fe tirar do triangulo DEC
os triangulos ADH, ABC, e do feu
igual DCF as partes iguaes DAG ,
AIC, refiará de huma parte o com-
plemento AE igual ao complemento
AF, que refia da outra. O 2S.2 D•

f.
•

....
P R O P O S I ç A O VIII.

THEOREMA.

392. Os parallclogramos, que tem
a mefma altura, eftão entre fi como
as ruas bafes.

D E M o N S T R A ç A o.

Digo que fe os parallelogramos E , E~amp. 4.
F tem a mefma altura ou o que quer FIgura l'hdi , ,izer O mefmo , são comprehendidos
entre parallelas , são entre fi na razão
das fuas bafes. Para o provar feja a
bafe do primeiro; b a do fegundo; c
a altura comrnna : a fuperficie do pri-
meiro ferã ac ; e a do fegundo bc: !"te

eV1-
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evidente que ac: bc ; : a : b, pois abc ==
abc, O 2 s.2 D.

C o R o L L A R I o.

393 Defta propoíição fe fegue que
fe dous triangulos ABC, CDB tem a
mefrna altura, ou o feu vertice no rnef-
mo ponro , ferão entre li na razão das
ruas bafes AC ,CD; pois fendo os tri-
angulos metade dos paral1elogramos
corrcfpondcntcs com a mefrna bafe, e
mcíma altura, fcrão eftas metades co-
mo os feus todos.

P R O P O S I ç Ã O IX.
T H E o R E 1\1 A.

- 394 Se os dous lados AB, AC do
triangnlo BAC [c cortarem com huma
linha DE parallela á bafe Be defte tri-
angnlo, digo que os lados AD, AC
eftão cortados proporcionalmcnrc , ou,
o que vem a fer o mefmo , haverá ef-
ta proporção AD :DB ::AE :EC.

D E M o N S T R A C; Ã o.

Para fe dernonílrar eíla proporção ,
rirem-fé as linhas BE, De: ifto [up-

poí-
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pofto, he evidente que os rriangulos
BDE, DCE são iguaes, pois tem a
mefrna bafe DE, e são comprehendi-
dos entre as meímas parallelas * ; mas "Numci$
os triangulos ADE, DEC tem o mef- 384.
mo vertice emD: logo são entre fi co-
mo as bafes * , ifto he , AE :EC:: ADE: lO Numcr ..
D E C, como tambem o triangulo l.9J. .

A DE,. e o triangulo BDE, que tem
o mefmo vértice em E: logo ferá AD:
DE : : ADE: DEB; e porque DEB ==
DCE, feráAD:DB::ADE:DEB::ADE:
DCE :: AE : EC ; c como a ferie das
razões iguacs he feguida, fe conclue que
AD: DB:: AE: EC, ifto hc , que os
lados AB, AC eítão cortados propor-
cionalmcnte. O 2 s. 2 D.

C o R o L L A R J o I.
395' Pois AD: DB:: AE: EC, ferá Figura I'

compondo AD: AD+DB :: AE : AE +
EC; c reduzindo AD: AB :: AE: AC ~
ifto hc, que os lados AB, AC íerão
proporcionaes ás fuas partes AD, AE.
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c O R O L r, A R I O II.
396 Segue-fe daqui que dous tri-

angulos são iguaes , quando tem hum
angulo igual comprehendido entre la-
dos reciprocos , ifto he , quando os la-
dos de hum são os extremos de huma
proporção, de que os lados do outro
são os meios; porqne te aos triangu-

Figura 16. los iguaes BDE, DCE fe accrefcenta
O mefmo triangulo ADE, teremos no-
vos rriangulos iguaes em fllperficie ,
que são ADe, AEB, que tem o an-
guIo emA commum , e por coníequen-
cia igual: além diílo pelo corollario
precedente temos AD: AB:: AE :AC,
no que fe vê que os lados AD, AC do
triangulo ADC são os extremos, e os
lados AB, AE do triangulo BAE são
os meios; e como os parallelogramos
são duplos dos triangulos, íeguc-fc
tambem que dous parallelogramos são
iguaes, quando tem hum angulo igual
cornprehendido de lados reciprocos.

COo
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C o R O L L A R I O III.
397 Se pelo ponto E fe tirar a li- Figura I&.

nha EF parallela ao lado AB, os lados
AC, CB ficarão cortados proporcio ..
nalmente , ifto he , ferá AC: CE:: BC:
CF , e AE: AC ::BF:BC; mas por fe-
rem BD, EF parallelas, ferá BP igual
a DE: logo AE: AC: :DE: BC, ifto
he , as partes AC, AE são proporcio-
naes ao lado BC, e á fecanre DE.

DE FI N I ç:ii' o.

398 Dons triangulos, ou geralmen-
te qnaefquer duas figuras fe dizem fe-
rnelhantes , quando todos os angulos
de huma são ignaes refpeél:ivamente a
todos os angnlos da outra, e os lados
oppoftos a iguaes angulos proporcio-
naes. Por exemplo: os dons triangu-
los M, N são femelhantcs, fe o angll-
lo A hc igual ao angulo D, o angulo Figura 17-
C igual ao angulo F , e o angulo B ao
angulo E; e além diflo os lados AB,
BC, AC proporcionaes aos lados DE,
EF, DF.

Ao.



Figura 17- - AOO Doustriangulos ABC, DEF
são Iemclhanres , quando os trez lados
AB, BC, AC do primeiro são pro-
porcionaes aos trez lados DE, EF, F
do fcgundo •

4 , •

f
I

..•
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A D V E R T E N C I A.

399 Deve-fé advertir que o trian-
guIo he a unica figura, que' p6de fer
femelhante a outro, tendo fó os rrez
angulos iguaes cada hum ao [eu corref-
pondente, ou os íeus lados proporclO-
naes, de forte que hurna deitas condi-
ções traz comJigo a 011 tra : em 011 tra
qualquer figur~ podem todos os lados
fer proporcionaes aos de outra figura,
fem quc os angnlos íejão iguaes , co-
mo veremos depois.

P R O P O S I ç Ã O X.
T H E o R E 1'11 A.

I.

D E 1\1 o N S T R A c.; A o,

Para dernonílrar cita propoíição , raf-
ta molhar quc os angnlos A, B, C do
primeiro triangulo $.10 iguaes aos an-

~U-l
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gulos D, E, F do fegundo, oppoftos Figura I1!
a lados proporcionaes aos do triangu:"
10 A, B, C: para iílo fobre o ladoAB,
que he proporcional ao lado DE do tri-
angulo DEF , fe torne a linha BG igual
a DE, e tire-Ie GK parallela a AC,
teremos * AB : BG : : BC : BK == BCXBG • Numer,

AB 394-

DEXBC *' . 1 ft ... DE== AB , pOlSpeia con rucçao == • Numel'i

BG I dos sã . 206.; mas os trez a os sao proporclO- -
naes aos trez lados do fegundo pela
hypothefe , Ierã AB :DE : :BC: EF=
D~BC: logo o lado BK do triangulo

BGK he igual a EF do triangulo DEF.
Do mcfmo modo fe demonfrra que o
lado GK do triangulo BGK he igual
a DF do triangnlo DEF: logo eftes
triangnlos são perfeitamente iguaes,
pois tem os trez Jados iguaes cada hum .
ao [eu correfpondente *: logo os an- •Numer~
~u]os D, e F são igllaes aos angulos 519·
li, e K, ou aos angulos A, c C, por
fer GK parallela a,AC *: logo o trian-> Numel1
gl!~ODEF ~ ante ao triangulo JS4,

. ABC O

I
I.

.} CO!
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c O R O L L A R I O.

401 Reciprocamente fe dons trian-
gnlos são íemelhantes , terão os lados
proporcionaes ; porque fe folfem íeme-
lhantes , fem terem os lados propor-
cionaes , a propoíição antecedente, que
acabamos de demonftrar , feria falfa ,
o que implica.

...
P R O P O S I ç A O XI.

THEOREMA.

"igura 17. 401. Dons triangnlos ABC, DEF
são femelhantes, quando tem hum
angulo igual comprel.endido de lados
propo rcionaes.

• DEMONSTRAGÃO •.
Supponhamos que o angulo E do

triangulo DEF he jgl1al ao angu10 B
do rriangulo ABC , e que AB :Be ::
DE: EI", devemos moftrar que os an.
gulos em A, e C são )guaes aos an~u-

"1 los em D, e F, e tambem AB :AC::
DE:DF. Tomemos na linha AB o la.
do BG=DE, e BK;;::E,F, por fe Iup-

... ;pôr

'.
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pôr o angulo B igual ao angulo E, ferá
o triangulo BGK perfeitamente igual
ao triangulo DEF *: logo GK==DF, ot Numer~
eoangnlo D==G, como tambem o an~}8,.
guIo K==F : logo A'B.BC::BG:BK: lo-
go os lados BA, BC eftâo cortados pro-
porcionalmente: logo a linha GK he
parallela a AC, e o triangulo BGK fe-
melhante ao triangnlo BAC : logo ferá
AB :BG:: AC :GK, onAB:DE ::AC:
DF; e alternando AB: AC:: DE: DF,
do que fe fegue que os angulos do rri-
ang1110ABC são iguaes aos angulos do
triangulo DEF; além diílo os lados do
triangulo DEF, oppoftos a angulos
iguaes, são proporcionaes aos oppof-
tos aos meímos angulos do triangulo
ABC: logo o triangu 10DEF he feme-
lhante ao tl'ianguloABC. OQ; s.2D~

P R O P O S I ç Ã O XII.
THEOREMA.

-403 Dous rriangu'os ABC, DEF Figura Ij~
são íernelhanrcs , quando os dous an-
gulos de hum são iguaes aos dous an-
gulos do ou troo

D ii DE:
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D E 111O N S l' R A ç Ã o.

Figura 1'. Sllpponhamos que o, ang1110A he
igual ao angulo D, e que o engulo C
he igual ao angulo F, fobre o lado AC
continuado fe torne hurna parte CD ==
DF, e pelo. ponto C fe tire a reéla CE
parallela ao lado AB , pelo ponto D a
teéh DE parallela ao lado CB, o tri ..
angulo CED ferá inteiramente igual

~Numer. ao triangulo DEF * , porque eíles tri-
)S" angulos tem dous angulos iguaes cada

hum ao [eu fobre o rneíino lado, refia
molhar que o triangulo CED he feme-
lhante ao trianguloABC: para ifto con-
rinuem-íc as linhas AB , DE até fe en- r
contrarem cm hum ponto F, os lados
AD, AF eílarão cortados proporcio-
nalmente eela linha BC , e fera AB:

,. Numer. AC ::BF :CD *; mas BF::;::CE por fer
!~lI111cr. CF parallelogramo *: logo fed AB:
,,71- AC::CE:CD: logo o trianglllo CDE,

ou o [eu igual DEF , tem os lados pro- .
• t porcionaes aos do triangulo ABO, e

por confequencia são [emelhantes O
~ S.Q.D.

Co~

•
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404 De tudo o que temos dito fe

fegue, que quando houverem dous tri-
angulos fcmelhantes, fe poderá fem...
pre fazer huma proporção da compa-
ração dos. lados do primeiro aos lados Figura I~

do fegundo. Por exemplo: fe os trian-
gulos M, N são femelhantes, e que fe
reprefentem os lados AB , eAC do pri-
meiro pora, eh, e os lados DE, eDF
correfpondentes do triangulo N por c,
e â , ferá a: b : ; c: d : logo ad=bc, o
que moílra que com dons lados de dous
triangulos femelhantes, e outros dous
nos rnefmos triangulos, fe podem fem- .
prc fazer reétangulos' iguaes, com tan ..
to que Iejão oppoftos a angulos igllaes,

C o R o L L A R I o II,
405' Segue-fe tambem que fe tiver-

mos dons triangulos femelhantes , de
que fe conhecem dous lados em hum,
e hum lado do outro, fe poderá achar
eíle fegundo lado; porque fuppondo , .
por exemplo, que nos triangulos .M, Figura J7i
e N os lados a, e b ,fej ão de 1:2. palmos,

e8

1
D E M A T H E M A T 1C A.
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.. Numer,
2.045.

S'4 Novo CURSO

e 8 palmos, e o lado c de 9 palmos, e
que [e queira conhecer o lado d, fe fa-
rá hurna regra de 3, dizendo, 12: 8 ::

9: x= 9 ~ 8= 6 *, que ferã o valor do

lado d : o rnefmo em qualquer outro.
DE FI N I ç AO.

406 Chamão-fe nos triangnlos fe-
melhantes, e em todas as outras figu-
ras lados bomologos , ou correfpondentes
aquelles , que são oppoílos a iguaes
angulos cm hum , e outro triangulo ,
e a proporção fe não p6de formar Ie-
não com lados homologos, ou íeja nos
triangulos, Oll em outra qualquer figu-
ra. A D V E R T E N C I A.

As propoíições precedentes são as
mais importantes da Geometria, pois
são u fua bafe , .c fundamento , e por
efta razão deve pôr toda a applicação
em comprehendellas bem todo aquelle ,
que quizer entender as que fe leguem,
e fazer algum progreífo nas mais par-

. tes da Marhernatica , em que eflas pro-
poíições são indiípenfaveis.

PRO.
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....

P R O P O S I ç A O XIII.
THEOREMA.

407 Se do angulo reélo B do tri- Figura I,.
angulo reélangulo ABC fe tira huma
perpendicular BD fobre a hyporhenu-
fa , efta dividirá o rnefmo triangulo em
outros dous triangulos ABD, BDC,
qu~ f~rão femelhantes entre fi, e ao
pnrneuo.

D E M o N S T R A ç A o.

Para demonftrar que a perpendicu ..
lar BD divide o trianguloABC em ou-
tros dous íemelhanres ABD , BDC,
fe deve advertir, que cada. hum deftes
triangulos, além dehnm angulo redo ,
tem hum angulo commum com o tri-
angnlo grande, a Iaber , angulo A no
triangnlo ABD, e no tri:mgulo ABC;
e o angu~o C nos rriangulos BDC, e
ABC: logo cada hum delles he Ieme-
lhante ao triangulo grande , e Ierne-
lhantes entre fi *. O $1 s.2 D. ..Numer ..

40J.
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P R O P O S I ç Ã O XIV.
T H E O R E M A.

. 408 Em hum triangulo reél:angulo
figura so,ABC, O quadrado da hypothenuCa AC

he igual á Iomma dos quadrados dos
outros dons lados.

lO Nurner,
14-07·

DEMONSTRAÇÃO r.
'I'ire-fe do angnlo reélo a perpendi-

cular BD fobre a bafe AC, chamemos
AC a , se c, BA s, AD x, fcrá DC
a - x: iílo fuppoílo , devemos rnoítrar
que AC2 aa~AB2+BC2 bb -1-C5.

Como a perpendicular divide o tri-
angulo reébngnl0 cm outros dous, que
lhe são fcmclhantcsADB, c BDC *, os
lado s homologos dcftes triangnlos fc-
rão proporcionaes aos do triangulo
A "*: logo fera AC a:AB b::AB b
AD x, eAC (l: Bec:: CH c DCa-x,
de que fe rirão eftas equações bb== ax,
e cc==aa-ax*; efommando cfi:asduas
equações, teremos ax+ aa - ax=bb+
cc; e fazendo a reducção , fcrá aa== bb
-I-CC, ou Acz==AB2 +BC2. 02 s.
Q:D.

Ain..

.. Numer.
400.

Tdmt- I.
"Numer,
~o~.
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Ainda que eftejamos muito certos

em huma propoíição , fempre o eípiri-
to, e principalmente a razão, appete-
ce certificar-fe com mais evidencia; e
eíta evidencia fe faz tanto mais appe-
tecida, quanto as propolições são de
mais importancia.

E como efta he huma das mais bellas
propoíições , os maiores Geometras fe .
tem applicado a dar del1a demonflra-
çõcs palpaveis , entre as quaes me pa-
rece a feguinte huma das melhores, e
mais claras, que fe podem dar, atten-
dendo a que não Iuppõe mais que efte
principio: que os triangulos são igllaes
em tudo, quando tem entre fi todos os
lados refpeétivarnente iguaes.

D E M o N S T R A ç Ã o II.
Continue-fé o lado AB para K, de

forte que feja BK==BC: do rneímo mo-
do continue-fe o lado BC, deforte que
BL ==AB : acabem-fé os quadrados [o-
bre os lados BC, e AB, e continuem-
fe os lados KI, e HL até fe encontra-
rem em hum ponto G : rire-fé final-
mente a reaa GB , e a perpendicular

BD,

"
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BD, e faça-fé o quadrado AFEC fo-
bre a hyporhenufa AC. .
A reéta BG he parallela a CE, por ..

que o triangulo G~K he ignal ao tri-
angnlo ABC, pois GK= BL =AB, e
BK=B C; o angulo em K he reB:o:

;·Numc:r. logo GB=AC=CE *: logo o angulo
38z• GBK ignal ao angnlo BCA, ou ao an-

guIo ABD do triangulo ABD , feme-
lhante ao triangulo ABC, ifto he ,GBl{ .
igual ao feu vertical oppofto: logo as:
linhas GB, BD fazem huma linha re-
aa ; e efta linha GBD he parallela a
CE ,·pois ambas são perpendiculares
fobre o lado A C: logo G BC E fera
hum parallelogramo, corno tambcm
ABGF, pois as linhas Be, GI são pa-
rallelas, como rambcm as linhas BK,
LG, e as rcétas AF, GD, EC ; mas
efles parallclogramos tem as mefmas
bafes que os quadrados BI, BH, e são
comprchendidos entre as mefmas pa~

"Numer. rallelas: logo são iguaes a elles *. Rcf-
384. ta moftrar que a fomma deftes paral-

lelogramos, ou a figura ABCEGF he
igual ao quadrado CF feito [obre AC,
o que facilmente [e vê , pois o lado

):'E
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FE= AC; o lado GE=BC, e o lado
GF=AB: logo tirando o triangulo
GFE da figuraABCEGF, e accreícen-
tando em Ieu lugar o triangulo ABC,
que lhe he igual, ferá a fomma dos pa-
rallelogramos GC, BF, ou dos qua-
drados BI , BH , igual ao quadrado da
hyporhenuía AC. O u, s. 2 D.

O E M o N S T R A ç Ã o III.
Continue-fé a perpendicular BD até

encontrar em O o lado N M do qua-
drado feito fobre a hypothenufa, que
ficará dividido em dous reébng1110s
DN, DM: do ponto B vertice do an-
guIo reélo fe tirem aos pontos M, e N
as rectas BM, BN: do ponto A fe ti-
re ao ponto I a reEla AI; e do ponto
C ao ponto H a reéla CH , e ficarão
os triangulos ACI, BCM ignaes, co-
mo também eHA, ABN, pois o an-
gnlo ACI he igual ao angulo BCM,
por ferem cada hum a fomma de hum
angulo reélo , e de B C A commum:
além diflo o lado C[ he igual ao lado
BC, pois são lados do rnefmo quadra-
do; e o ladoAC do triangulo AC l he

. pela
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pela mefma razão igual ao lado CM:
logo os dous triangnlos são perfeita-
mente iguaes, por terem hum angulo
igual comprehendido entre lados ref-

• Numer. peélivamence iguaes *.
Jh., He evidente que o rriangulo A e I

he metade do quadrado feito [obre Be,
pois tem a mefma bafe Cl , e eflão én-

"Numer. tre as mefmas parallelas AK, CI. * Tarn-
JS7' . bem he evidente que o trianglllo BCM

. he metade do reaangulo DM, porque
tem a mefma bafe CM, e são compre-
hendidos entre as mefrnas parallelas

,"Numer. CM, BO*: logo o quadrado fobre Be
3
8
]. ferá igual ao reél:anglllo DM. Do rnef-

mo modo fe demonftra que o quadra-
do feito fobre AB he igual ao reélan-
guio ON ; mas a fomma dos rcélan-
gulos DN , DM he igual ao quadra,
do feito fobre a hyporhenufa : logo a
Iornma dos quadrados feitos fobre os
dous lados AB, BC he igual ao qua-
drado da hypothcnufa. O 2 s. 2 D.

COROLLARIO 1.
409 Efta propofição hc a famofa 47.

do liv, l. de Euclides, pelo deícubri ..
men-
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mento da qual offereceo Pythagoras ás
Mufas hum facrificio de cem bois em
agradecimenro ao favor, que julgava
ter recebido dellas. Para fazer algum
tonceito do uío , que della depois ha-
vemos de fazer, he precifo notar, que
conhecendo os dous quadrados de hum
triangulo reélangulo, fe pôde conhe-
cer o do terceiro lado; porque fe Ie
conhece AC2 aa, eAB2 bb, vemos que.
fempre teremos AC2 _AB2 aa - bb ==
BC2 cc, o que moftra o valor do lado
BC. Vê-Ie mais que conhecidos os dons
lados, que comprehendem o angulo re-
ao de hum triangnlo reétangl1lo, fe
poderá conhecer a hypothenufa, qua-
drando eftes dons lados, e extrahindo
a raiz dos dous membros da equação
'aá zz: bb + cc, e teremos a=Vbb+ t:C:
conhecendo a hypothenufa , e outro
lado, fe fe guizeffe achar o terceiro,
bailava tirar do quadrado da hypothe-
nuía o quadrado do fegundo lado, que
fe conhece, e a raiz quadrada da dif-

. ferença dará o valor do lado, que fe
procura; ailim conhecidos os dous la-
dos BC, eAC, (e vê que AB =:Y'U1-CC.ce,
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C O R O L L A R I O II.
410 Defta propoíição fe fegue que

a perpendicular, tirada do angulo.r~-
ao de hum triangulo reélangl1lo fobre
a hypothenufa , he meia proporcional
entre as partes da hypothenufa ; por-
que como efla perpendicular divide o

!igura 1,9. triangulo ABC em outros dous trian-
4~~lmer. gulos fernelhanres ABO, BOe *, com-

parando-os entre fi, ferá -;.;AD: OB:
De; affim conhecida' a bafe de hum
triangulo reétangulo , e os dous !eg-
mentos AD, DC da bafe, fe conhe-
cem os outros dous lados do triangu-
]0, pois não tem mais que bufcar hu-
ma meia proporcional entre os dons
fegmentos dados, e ajuntar o quadra-
do delta linha com o quadrado de cada
fegmenro ; e extrahindo as raizes das
dt~s íommas , ferão os lados, que fe
procurão.

....
P R O P O S I ç A O XV.

THEOREMA.

- 41 I Em hum triangulo obrufangn-
Figura 21. lo ABC O quadrado do lado AC, op.
. po~
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pofia ao angulo obturo, he igual aos
quadrados dos outros dous lados AB,
e BC,. e mais a .dous reélangulos fei-
tos do lado 13c pela parte BD conti-
nuada no mefmo lado, até encontrar a
perpendicular AD , iílo he ,ACI! == AB'l
+BC2 +2BCxDB.

D E M o N S T R A fi Ã o.

Seja AC==a, AB==c, BC==h, BD
::::x,AD:::::d, devomoftrar que aa==bb
+cc+2bx, ou que AC2==AB2 +2BC
X BD +BC2: no triangulo reélangulo
ADe, AC? ==AD2 +DC2, ou aa cz: dtl
+bb+ 2bx+xx, porque DC=BC+
BD == b+ x : no triangnlo reétangulo
ADB : AB2 ==AD2 +DB2, 011 cc==dd
+xx; e diminuindo os dous membros
dcíla fegunda equação dos dons mem-
bros da primeira, teremos aa- cc== dd
+bb+ lbx+xx -dd-xx ; e reduzin-
do efte ultimo membro, fica aa - cc==
bb+zb» ; e fazendo paííar cc para o
outro membro, temos aa zxbb-s-cc-s-
2bx, ou AC':.==AB2+BC2 +2,BCxD B.
O Q; S. Q.; J).
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. C O R O L r, A R I O.

412. Se tiveflernos conhecido os trez
lados de hum triangulo obtufangulo
ABC, fe poderia por efta propoíição
achar a perpendicular AD, que deter ..
mine a fna altura; porque como temos
aa=bb +cc -s-zbta ; fazendo paffar cc+
bb do fegundo membro para o primei-
ro, feria aa - cc- bb x: zbtc ; e dividin-
do por zb ; teremos o valor de x, ou
aa-ce-uu ft r
--2 ....U =x, O que mo ra que ie a-
cha o valor da linha DB, tirando do
quadrado do lado AC,. oppoflo ao an-
guIo obtuío , os quadrados dos lados
AB, e BC, e dividindo o refto pelo
dobro do lado BC; mas no triangulo
ABD fe conhece o lado AB pela hy-
pothefe , e pelo preferire corollario fe
conhece o lado DB: logo conhecer-fé;
ha o outro lado AD, ou a perpendi-
cular, que determina a altura do tri-
angulo, e teremos A02=AB2_BD2,
ou d =\1cc=-sctc; fe o triangulo foffe re-
flang1110 a perpendicular, concordaria
com o lado AD, 'e tenamos all-u-bfJ

,. 2 b

::::o.
PRO...
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P R O P O S I ç Ã O XVI.

T H E o R E M A.

_ 413 No triangnlo ABC o quadrado Figura %l.

do lado AB, oppofto ao angulo agudo,
he igual aos quadrados dos lados AC,
e BC, menos dous reébnguJos, feitos
de AC oppofto ao maior angulo, [obre
que cahe a perpendicular BD pela par-
te CD, comprehendida entre o anglllo
C oppofto aAB, e a perpendicular DB,
iílo he ,AB2 :::::BC2 +AC~ - 2ACxDC.

DEMONSTRAÇ AO.

Seja AB:::::a, BC:::::b, AC::=c, BD
:::::d, DC:::::x, ferá AD:::::c-x: ifto fup-
poâo , no triangnlo reéhng1110 BAD,
AB2:::::AD2+DBl *, ou ttCl:::::dd+cc-ux * Nurner,
+."C~': pela rnefma razão no triangulo 408.

BDC, Bel =DB2+ DC\ ou bb:::::dd-'r
xx; e diminuindo os termos dcíta fe-
gunda equação dos da primeira, tere ..
,mos aa-bb:::::dd+cc- zcx-l-xx-dd-
x» =cc - ux, reduzindo ; e fazendo
paffar para o outro membro bb ; tere-
mos ia=bb-\-cc-2CX, ou AB2:::::AC2
-1-Be2

- -2AC X DC. O !2.:S.Q; D.
, Tom. II. E Do
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Do mefmo modo fe demonítraria
tambémBC:!=ABz +AC2 - zACxAD.

c o R o L L A R I O.

414 Pois aa=bb+cc- 2CX, fazen-
do paffar - 2CX para o primeiro mem-
bro , e aa para o íegundo , teremos
2cx=bb+cc-aa, do que fe tira x zz:

bb+:c;-n(l, o quemoftra que para achar

o valor do fegmento DC, fe deve ti-
rar da fomma dos quadrados dos lados
AC, BC o quadrado do lado AB op-
lJofto ao angulo C , e dividir o reíto
por 2C; do que fe fegue, que conheci-
dos os trez lados de qualquer rriangulo ,
fe póde conhecer a fua fuperficie , por-
que a fuperficie de hum triangulo he o
produélo da bafe por metade da per-
pendicular, que fe conhece, tirando o
quadrado do fegmenro DC do quadra-
do de BC; e a raiz quadrada da diffe-
rença, multiplicada por metade do la-
do AC, he a íuperficie do triangulo.

FIM DO QUARTO LIVRO.

NO-
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D E F I N I C I Õ E S.~

1.
415 [I HAMÃ?-SE circulas con- Eltan:p. ~.

centrtcos aquellcs, que Figura 1.,

I~ fendo defcriptos do
~ mefmo centro, tem '
~=;;;;;;;;;;;;;_ as circumferencias pa-

rallelas , como os dous circulos , que,
tem o centro commum no ponto A.

DE

MATHEMATICA.--------------------------
L I V R O V.

TRATAO-SE AS PROPRIEDADES
do circulo.

E ii



4 18 Segmento de circulo he hurna par-
te da fuperficie de hum circulo termi-
nada por hurna linha reéla, e parte da
íua circurnferencia , como ABC: fe a
recta AC não pafla pelo centro, o cír-
culo ficará dividido em dous Iegmen-
tos defiguaes. V.

4 J 9 Seãor. de circulo he huma parte
da fira íuperficie terminada por dous

Figura 4. raios De, DE, e por huma parte da
[na circumferencia CE.

VI.

Figma 2.

. ligura r.

Figura t-

68 N O voe U R S O

II.
4 16 Circulos etccentricos são aquel-

les, que fendo defcriptos de dívcrfos
centros, não tem as círcumferencias
parallelas, como B, e C.

III.
4 I7 Chama-fé coroa o eípaço com-

prehendido entre as circnmferencias
de dous circules concentricos , como
o eípaço BB, comprehendido entre as
circumferencias E, e F.

IV.

.
420 Arco de circulo he hnrna p~rte

da rua circumferencia maior, ou mais
pequena que a Iemicircumferencia.

VII.
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VII.
421 Chamão-Ie cordas todas as re-

tras, como AC, tiradas entre a cir- Figura 3~
cumfercncia de hum circulo.

VIII.
422 ~Iando hurna linha toca a cir-

cumferencia de hum circulo fem a cor-
tar, efta linha fe chama tangente do cir-
culo , affim corno a linha AB, que toca Figura s·
a circumferencia do circulo D no pon-
to d , e fe chama tatlgente do circulo ao
ponto d.

IX.
423 Se hnma linha encontra a cir-

cumferencia de hum circulo, entrando
nara dentro delle, chama-fé fecante ,
~omo por exemplo a linha BE. Figura )'

....
PROPOSIÇAO 1.

T H:E O R E MA.

4' 4 Se do centro de hum circulo
fe rar hurna perpendicular BD Cobre Figura ii·
huma corda AC. dividirá a corda em
duas partes iguaes; e continuada, di-
vidirá tan.bern cm duas partes iguaes
o arco AEC da mcfrna corda.



D E !Ii O N S T R A ç A o.

'Tirem-fé aos extremos A, e C da
corda AC os raios BA, BC, os trian-
gulos reEhmglllos ABD, CBO são in-
teiramente ignaes, porque além do an-
guIo reéto tem iguaes entre fi os lados
HA, e Be, por ferem raios do mefmo
circulo; o lado BD he cornrnurn a am-
bos: logo a linha AD he igual a DC.
Tambem efta propoíição fe póde de-
monflrar pela propriedade dos rrian-
gulos reétangulos , porque pela hypo-
thefe BD he perpendicular fobre AC,
eferá A02=AB1-B02, e DC2=BC2

"Numer. -BlY*=AB+-BD2: logoAD2=DC2,
408. olllAD ==AC. O Q: S. 2 D.

Por ferem os tdangulos ADO, CBn
inteiramente iguaes, fera o-angnlo Alsf)

"Numer. == CBD *; e continuando o lado BD até
;79. encontrar a circuuiferencia do circulo

em E, os arcos AE, EC, que são a
medida dos angnlos ABE, CBE, fe-
rão iguaes, e confequentemente o arco
AEC também eftá dividido no ponto
E em dous iguaes, O ~ s.2D.

PRO-

70 N o voe u n s o
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P R O P O S I ç Ã O II,.
T H E O R E M A.

-425' Se huma reéla BD paffa pelo Figüraç.
centro, e divide a corda AC, ou o [eu
arco AEC em duas partes iguaes , fe-
rá perpendicular á corda.

nEM o N S T R A ç A o.

Tirem-fé os raios AB, BC aos ex-
tremos da corda AC : ifto fuppofto ,
pois a reda BD divide a corda AC em
duas partes iguaes, o ponto D diftará
igualmente de A , e C da reéh AC ; e
porque pela hypothefe a rnefma reéla
palra pelo centro B , o ponto B ferã
tambem igualmente diftante dos mef-
mos extremos A, e C: logo BD ferá J

di 1 ' d AC * Tom ..perpen lCU ar a cor a. •Nuin.16~'
Se fe fuppõe o arco AEC dividido

cm dons iguaes pela reéla BD conti-
nuada para E, fica claro que os angu-
los ABE, EBC, medidos por eíles ar-
cos, são iguaes; e por fer o ponto B
centro -do circulo, os raios BC, AB
são também iguacs : logo os triangulos
ABD, BDe terão hum angulo igual

com-

, .
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comprehendido de lados iguaes: logo
"Numer. ferão perfeitamente iguaes *, e o an-
J8z. guIo BOC terá igual ao angnlo BOA:

logo a linha BD não inclina mais para
hum lado, do que para outro da linha
AC, e por confeguinre he perpcndi-
cular [obre AC. O Q S.Q D.

P R O P O S I ç Ã O III.
T H E o R E MA,

- 426 Se huma reéla EDB perpendi-
cular a huma corda AC a divide, e o
Ieu arco em duas partes ignacs, digo
que efta linha parra pelo centro.

D E 1\1 o N S T R A ç Ã o.

Por fel' a linha EB perpendicular ao
meio da corda AC , paífa neceffaria-
mente por todos os pontos igualmen-
te diftantes de A, e C; mas o centro
B diíla igualmente dos pontos A, e C,
que eílão na circurnfcrcllcia pela defi-

-Numer. nição do circulo , e do [cu centro *: 10-
341. go a linha EOB paíla neceffariarnente

pelo centro B. O 2 s. Q D.

J<'igur36.

Coo



P R O P O S I ç Ã O IV.
T H.E o R E M A.

4'28 Se do centro D de hum circu- Figura 7.

lo fe tira hnrna reB:a ao ponto C, em
que a tangente AB toca o circulo, di-
go que efta linha ferá perpendicular á
tangente.

O E M o N S T R A ç A o.

Pois AB fe fuppóe fer tangente no
ponto C, qualquer outro ponto defta
linha, corno F , ficará fóra do circulo;
e a linha DF, tirada do centro D a ef-
te ponto, ferá maior que o raio De:
logo o raio De he a mais curta de to-
das as linhas, que do ponto D Ie po-
dem tirar á tangente AB: logo o raioDe

D E M A T H E M A T I C A. 73

c o R o L L A R I o.

427 Segue-fe das trez precedentes
propoíições , que tomando quaefquer
duas deftas trez condiçóes, poffar pelo
centro ; [er perpendicular a corda, e car-
tal/a em duas partes iguaes ; fe fegue ne-
ccífariamente a outra.



"Numer.
J)Z.

Pigura t.
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De he perpendicular á rnefma tangen-
te *. O 2 s. 2 D.

C o R o L L A R I o.

429 Reciprocamente fe huma linha
CB he perpendicular ao extremo do
raio De, Ierã tangente ao ponto C,
porque toda outra linha DF v. g. he
maior que o raio, e terá o [eu extre-
mo F fóra do circulo; e por confequen-
cia a linha AB , perpendicular ao ex-
tremo do raio, Ierã tangente ao mef-
mo ponto.

P R O P O S I ç Ã O V.
T H E o R E M A.

~ ..no o angulo ABC, que tem o
vertice na circurnferencia do circulo,
tem por medida metade do arco com-
prehendido entre os feus lados.

D E M o N S T R A ç Ã o.

Pelo verrice B do angulo ABC, e
centro D [e tire a linha BDE, e os raios
DA, DC: he evidente que o angulo
ABC he igual á fomrna dos dous an-

gn-
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gulos ABE, CBE: ifto fuppoflo , o an-
guIo CDE exterior ao triangulo Ifoce-
les CBD he igual aos dous interiores
em B, e C *, ou duplo do anguloDBC: "Numer.
do mefmo modo o angnlo ADE, fen- H4.
do exterior, a refpeito do triangulo
Ifoceles AD B, he igual á fomma dos
interiores oppoílos em B, eA, ou du-
plo do ang1110ABD: logo o total ADC
he duplo do total ABC: logo o angu-
lo da circumferencia não he mais que
metade do angulo do centro. O 2 s.
QD.

43 I Defta propoíição fe deduzem
mu itas confequencias , que são de gran-
de ufo. J.O Q!.le hum anguIo tal como
ABC he reélo , quando eftá fobre o dia- Figura!}.
metro, ou febre a femicircumferencia,
pois tem por medida metade do arco
AOC, ifto he , 90 gráos, cu a quarta
parte da circumferencia do circulo.

432. 2.° ~le hum angulo C0l110DEF Figura 10.

no menor fegmento de hum circulo hc
obtnfo , pois a fua medida he hum ar-
co maior que a quarta parte do circu-
lo, porque eItá fobre o arco DOF , que
he maior que a fernicircumferencia.

~le
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Ellamp.6. 433 3·° Qye hum angulo como GHI,
Figura JI. que eílã 110 maior fegmento do circulo,

he agudo, por ter por medida metade
do arcó GDl, que he menor que a quar-
ta parte de hum circulo.

Figura 12. 434 4·° C!!le os angulos ABC, ADe,
qüe eftão no mefmo fegmento, são
ignaes, pois a medida de todos 'he me-
tade do mefmo arco ADe. .

, 43) 5,° <l.!.ledons angulos , que ef-
figúra 10. tão [obre huma mofina corda DF , hum

de huma parte, outro da outra ,. são
fupplementos hnm do outro, pois jun-
tos tem por medida metade da circum-
fcrencia , como os anglllos DEF ,DOF •...

P R·o P O S I ç A O VI.
T H E o R E 111A.

Figura I}. -436 Se tivermos hum angulo BAD
formado por hU111atangente, e por hu-
ma corda AD, eíte angnlo terá por me-
dida metade do arco DF A , compre-
hcndido entre a corda, e a tangente.

D E 111o N S T R A ç Ã o.

Tire-fé do centro o raio EA ao pon-
to do A, que fera EA, perpendicular

á tan ..
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á tangente AB , * e tire-fe tambem do ..Numer;
centro E a reél:a EF perpendicular ío- 42.8.

bre AD, que a dividirá em duas iguaes,
como rambern o arco AFD *: ifto Iup- ..Numer, I
poílo , no rriangulo reétangulo A G E 414. ~
os angulos GAE+AEG valem hum an- ri
guIo reél:o*: tambem os angulos GÃE •Numer»
+DAB valem hum angulo reél:o: logo JH-
o angulo DAB he igual a AEG; mas
o arco AF , comprehendido entre os
lados dos angnlos, he a medida do an-
gnl9 AEG por ter o vertice no centro:
logo tambem o angulo BAD , formado
pela tangente, e pela corda, tem por
medida o arco AF, metade do arco,
cornprchendido entre a corda, e tan-
gente. O Q.. S.Q D.

P R O P O S I ç Ã'O VII.
T H E o R E 1\1A.

437 Hum angulo AEC, que tem o Figura 14.
vértice dentro na circurnferencia em
qualquer pOnto E entre o centro, e a
circurnferencia, tem por medida me-
tade do arco AC , fobre que fc eílri-
ba , e mais metade do arco BD com-

pre·
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prehendido entre os lados A E, E C
prolongados. .

D E M o N S T R A ç Ã ,o.

Tire-fé a linha reéla BC do ponto
B ao ponto C, o angulo AEC exterior
a reípeiro do triangulo BEC he igual
á fomma dos angulos interiores BCE,

.. Numer. EBC * ; mas eftes mefmos angulos , que
374· tem o vertice na circurnferencia, tem

por medida metade dos arcos compre-
hendidos entre os feus lados, a Iaber ,
o angulo BCE , ou BCD feu igual, me-
tade do arco BD , e o angulo CBE,

"Numêr. ou CBA, metade do arco AC *: logo o
MO. angulo AEC, que he igual a eftes dous ,

tem por medida metade deftes dous ar-
cos, ifto he , metade do arco AC com-
prehendido entre' os Ieus lados, e me-
tade do arco BD comprehcndido entre
os mefmos lados continuados •

....
P R O P O S I ç A O VIII. .~

T II E o R E M A.

Figura .); 438 O angulo BAC, cujo vertice
eftá fóra da circumfercncia -do circulo,

e os
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e os lados fe terminão na parte conca-
va da mefma circumferencia em B, e
C, tem por medida metade do arco
concavo BC , menos metade do arco
convexo DE, comprehendido entre os
meímos lados.

D E M o N S T R A <; Ã o.

Tire-fe a linha DC, o angnlo BDC;
fendo exterior a refpei to do triangulo
DAC, he igual aos angulos DAC +
ACD *: logo o angulo DAC, ou feu > Numl:r~
igual BAC, he igual ao angulo BUe 374~
- DCE; mas cada hum deíles angulos
tem por medida metade dos arcos com-
prehendidos entre os feus lados, a fa...
ber , o angulo BDC, metade do arco
BC, e o angulo ACD, metade do ar-
co DE *: logo o angulo BAC tem por *Numer.
medida metade da differença dos dous 4}O.

, arcos, ifto he , metade do arco conca-
vo BC, íobre o qual fe eftriba, menos
metade do arco convexo DE. O f2..: s.
2D• C o R o L L A R I O.

439 De tudo o que acabamos de
dizer fe fegue , que fe tivermos hum

an-
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Figura 15. angulo na circurnferencia , como ADe,
formado por huma corda De, e hurna
reéta AD, que continuada córte o cir-
culo, efte angulo terá por medida me-
tade do arco comprehendido entre a
corda De, e mais metade do arco da
corda AD continuada até a circumfe,
rencia do circulo para B; porque por
fer ADB huma linha reaa, forma com
De os angulos BDC+A De, que

.. Numer. juntos valem dons rectos * , e confe-
341. quentemente terão por medida meta-

de da circumferencia ; mas o angulo
BDC, por ter o verrice na ci rcumfe-
rencia , tem por medida metade do ar-

.. Numcr. CO De *: logo o angnlo ADe deve ter
4}O. por medida metade do arco BD, e mais

metade do arco De, que juntos fazem
metade do refto da circurnferencia,

P R O P O S I ç Ã O 1x.
T li E o R E M A.

-440 Se duas reB:as fe corrão den-
Figura 14. tro no circulo no ponto E , digo que

o reél:angulo feito das panes de hurna
AExEB he igual ao reétangulo feiro
das partes da outra EC X ED.

DE-
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D E M O N S T R A C; Ã o.

T'irem-Ie as cordas AC, DB, os tri- '
anglllos ACE, EDB são fernelhanres *, ..Numer,
porque os angulos em E verticalmente 40). ,

oppoftos são iguaes *, o angulo ACE ~Numer.
heigual ao angnlo EBD por eflarern 353·

fobre o mefmo arco *: Jogo os lados op-" Numet.
poftos a iguaes angnlos são proporcio- }46.

naes , e darão AE : ED: ':EC: EH *-: ..Numer,

logo tomando os produélos dos extre- 404·

mos, e dos meios, ferá AE X EB_ED Tom. I.
xEC. * OQ s.2 D. ..Nurncr.

%01.

P R O P O S I ç Ã O X.
'r H E o R E M A.

441 Se do p~mto A fóra do circulo Figura I)~

fobre O mefrno plano fe tirão duas li- .
nhas reélas AB, AC, que [e vão ter-
minar na parte concava da circurnfe-
renci~, digo que o reB:angulo compre-
hendido da fecante inteira AB, e da
rua parte exterior AD he igual ao re-
B:anglllo da outra íecante inteira AC,
e da íua parte exterior AE.

Tom. II. F



D E M O N S T R A ç Ã o.

Se fe rirão as linhas BE, CD, tere-
mos dous triangulos femelhantes ABE,
e ACD *, porque o angulo A he com-
murn , os angulos B, e C cada hum tem

.. Numcr~ por medida metade do arco DE * : lo-
'4}Q. go os lados oppoftos a angulos iguaes

II ~ Numer·. Ierão proporcionaes -, e ferá AB:AC ::
404" .AE: AD, e coníequenremenre toman-

do os produétos dos extremos, e dos
meios *, ferá ABxAD==ACXAE. O
Q: s. 2 D.

, "Numcr- •.
40J •

. 'rom. I.
I lO Numer,
:OJ.,

82.- N o v o C U R S o

.....
P R O P O S I ç A O XI.

T H E o R E 111: A.

Figura 16-. -442.- Se de hum ponto B, qualquer
que feja, na circumferencia ABC fe ti-
ra huma perpend icular DB fobre o dia ...
metro AC, digo que o quadrado dei:'
ta perpendicular he igual ao reaanglloi
lo das partes do diametro,

D E M o N S T R A ç Ã o.

'Tirem-fé as rcElas AB, BC do pon-
to B aos extremos do diarnerro A, e C,

O trí-
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e triangulo ABC ferá reéhngulo em
li, pois o angulo ABC eíhí fobre a fe-
micircumferencia * , e eílarã dividido -Numer.
em outros dous triangulos ABD, BDC 4ll.
tarnbem reétangulos , e que lhe ferão
femelhantes *: logo comparados os ]a- • Numcri
dos homologos deíles triangulos ferne- 407.

lhantes*, feráAD:DB:: DB :DC: lO-.Numcr~
go tornando os produélos dos exrre- 404-

. mos e dos meios * ferã AD X De == Tom. L, , "Numer.
BBz.. C OR O L L A R I O I. 20a.

443 Defta propoíição fe fegue que
a. qualquer ponto do diametro, que fe
levante huma perpendicular, fempre
he meia proporcional entre as duas
partes do. mefmo diametro , ift~ he o
que nós adiante chamaremos proprie-
dade principal do circulo, de que fe
deduz a fua eq uação,

C o R o L L A R I o II.
444 Segue-fé tambem da demonf-

tração precedente que qualquer corda
he meia proporcional entre o diarne-
tro inteiro A C, e a parte compre-
hendida entre a origem defta corda,

F ii e a



e a perpendicular tirada da fua extre-
IFigura 16. midade , porque o triangulo reétangu-

lo B AD he femelhante ao triangulo
ABC, pois além do angulo reéto tem
outro cornmum em A *: logo compara-
dos os lados homologos *, ferá AC:AB::
AB:AD: logo*ACXAD:=AB2. Do
rnefmo modo fe demonftra Be meia..Numer. 1 '

'205. proporciona entre AC, e CD.
C o R o L L A R I o III.

Figura J6. 445' Efta ultima propoíição podia
dernonflrar-fe , deduzindo-a da propo-
lição IX; porque como quaeíquer duas
reétas , que fe cortão dentro no circu-
lo, fe cortão de forte que os produélos
das ruas partes são iguaes , quando hu-
ma das fecantes for cortada ao meio
pela reéta AC, corno a linha BF , o
produélo BDxDF feria o quadrado de
BD; e fe fe fuppóe tambem que a ou-
tra fecanre AC paíla pelo centro, ou
que he perpendicular ao meio da fe-
cante B F, eíla fuppofição nos dará
exattamente a hyporheíe defte ultimo
theorema,

..Numer.
40J.
,. Numer,

j404.
Tom. J•

84 N O Voe U R SO
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446 A perpendicular BD, tirada
do ponto B da circurnferencia do cir-
cnlo fobre o diametro AC , fe chama Figura 16.1',

ordenada a eíle diametro ; e as partes
do diametro determinadas pelo íeu en-
contro em D, como AD, DC, fe cha-
mão abeiras, ou cortadas no mefmo dia-

. metro. Expreífa-fe o theorema prece-
dente geralmente dizendo, que em
hum circulo os quadrados das ordena-
das são iguaes aos produélos das ab-
cifas.

D E M A T R E M A T I C A. 8)

P R O P O S I ç Ã O XII.
P R o B L EM A.

447 Dado hum circulo BE, e hum Figura 17.

ponto D no mefmo plano, tirar delle
a reél:a DB , que toque o circulo no
ponto B.

S o L U ç A o.

Pelo centro C, e o ponto dado D
fe tire a reél:a CD: fobre eíta linha,
como diametro , fe deícreva hum fe.mi-

Clr-



circulo CBO, que córte o circulo da-
do no ponto B: a linhaBD [erá a. tan-
gente, que fe bufca, que toca o circu-
lo [ó no ponto B.

D E M o N S T R A ç Ã o.

. Para comprehender a razão deíla
operação tire-fé do ponto B ao centro
C a linha BC, o angulo CBD he re-

• N'unlcr. ao "*, pois eftá [obre o diametro : 10-
IIH. go a linha BD he perpendicular ao ex-

tremo do raio CD, e paffa pelo ponro
"Numer. D: logo he a tangente, que fe bufca.*"'l'. O 2 J: 2 D.

...
1)R O P O S I ç A O XIII.

T H E o R EM A.

Figura d. 448 Se de hum ponto B fóra do
circulo fe tira huma tangente BA, e
huma fecante BC, digo que o quadra-
do da tangent~ AB he igual ao reélan-
guIo feito da fecanre inteira BC pela
111aparte exterior BD.

O E M o N S T R A ç Ã o.

Ti remare as cordas AC ,AD do pon-
to do contado A aos pontos C, e D,

em

86 Novo CURSO
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em que a fecante BC encontra o cir-
culo, os triangulos CAB, ADB são
femelhantes *, pois tem o angulo em B "Nurner,
commum; e o ángulo ACB, formado ~OJ.

pela cordaAC, e fecante CB, he igual
ao angnlo BAD da tangente AB , e da
corda AD, porque cada hum tem por
medida metade do arco AD compre-
hendido entre os feus lados * : logo· Numer,
eftes rriangulossão femelhantes, e con- 4JO, C4J6',

fequentemente tem os lados hornolo-
gos proporcionaes *BC :AB ::AB :BD: "Numer.
logo AS:! ==ac X BD. * O 2 s.2D. :t:~.I.

" Numc:r.
205.

449· Segue-fé daqui que fe duas tan-
gentes AB, SF fe encontrão no ponto
B, as partes AB, BP deftas tangentes
são iguaes entre fi, porque do mefmo
modo fe demonítra tambem que BF2
=BDxBC; e pois AB2==BCXBD,
'ferã AB2::;:;BP2, e confeqnentemente
AB==BF •.

c o R o L L A R I O.
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P R O P O S I ç Ã O XIV.
T H E O R E M A.

Figura I,.. 45'0 Se hum a tangente CD for per-
pendicular á extremidade do diametro
AB, digo que tirando-fé do ponro A
á tangente quantas reélus quizerem.,
taes como AC, AD, o quadrado do
diarnerro AB ferá igual ao produél:o da
linha AC pela parte interior AE.

" Numer.
43 I.

D E M O N 5 T R A ç Ã o.

Tire-fe a linha BE da extremidade
B do diarnerro ao ponto E, em que a
reéla AC corta o circulo, e teremos
dons rriangulos femelhantes ABC,
AEB, porque o primeiro he reél:angu ...
lo em B por canfa da tangente CD,
perpendicular ao diamerro AB *: o fe-
gundo AEB he reétangulo cm E, cf-
tando efte angulo Iobre todo o diarne-
tro *: demais eftes triangulos tem hum
angulo commurn em A: logo são ferne-
Ihan res *, e os lados homólogos 110S

dão AC:AB ::AB'AE: logo AB2 -AC
xAE. * O !2.: s. 2 D•

,. Numer.
421.

• Numer.
4°)·
'r-,m. L
• Numer.
lOS·

•
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D E FI N I ç AO.

45' I Ruma linha fe diz efrar divi ...
dida em meia, e extrema razão, quan-
do a linha toda he para a maior parte,
como a .mefma parte maior he para a
mais pequena: efta parte maior fe cha-
ma media/la •

. P R O P O S I ç iiO XV.
P R o B L EM A.

. -45' 2. Dividir hum a linha dada, v. g.
AB, em meia, e extrema razão, ifto Figura 20.

he , de modo que feja -:-:-AB : AF : FB.
S o L U ç A o.

No extremo B da 1inhaAB fe levan-
ta a perpendicular BD igual á metade
da mcíma linha AB *: do ponto D com • Numcr,
o inrcrvallo de BD, como raio, Ie def- J48.

creva o circulo EBC : pelo centro O
ao ponto A fe tire a fecanteAC, eto-
ITIc-JeAF iguàl á parte cxrêrior AE da
fecanre AC, digo que a linha AG ficará
divid ida no t-onto F em meia, e extre-
ma razão, iâo he , qlleAB:AF::AF:FRDE
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D E M O N S T R A q Ã o.

Chamemos á parte AF, ou AE x,
AB a, ferá CE tambem a, e AC a+x,
FB ferá a-x: ifto fuppoflo , ferá :7AC:

• Numer, AB :AE -, ou ::AC :AB :AF, e em ter-
44', mos analyticos :7a +x: a: x; e tornan-
Tom. I. do O produélo dos extremos, e dos me-
-Numer. ios ", ferá aa=ax+xx; e paffando sx
20~. do fegl1ndo membro para o primeiro,
T I ferá aa-ax=xx, ou a-xXa=xx, do
om. • d ft '"• Numer. que fe de uz e a proporçao * a: x: x: a

2U. -x, ou AB:AF::AF:FB. O 2S·2D.

FIM DO QUINTO LIVRO.

NO.
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NOVO CURSO
DE

MATHEMATICA.
L I V R O VI.

TRATA-SE DOS POLY ONOS
regularu iufcriptos , e circumfcriptos

110 circulo.

D E F I N I ç Õ E S.
I.

4;3 M polygono regu-
lar, ou irregular fe
liz cflar iufcript o cm

11~~~gj hum cireulo , nando
I:;. o verti do ~ li

angulos tO -ão a ircurnfcren ia do cir-
ulo,

II.
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, H.
. 45'4 Humafígura regular, ou irre-
gular fe diz circumfcript a em hum cir-
culo, quando cada hum dos feus lados
toca a circumferencia do circulo; ou
por outros ter~os, quando cada lado
he hurna tangente do circulo.

III.
4,5' Chama-fe polygono regular hu- ,

ma figura, que tem todos os lados, c
angulos iguaes entre fi; e polyg01l0S fy-
metricos aquelles , que tem os lados op-
poílos igl1aes, e parallelos dous a dons.

. ' IV.
45'6 Hum polygono regular, que

tem finco lados, [e chama Pent agono ;
quando tem feis, charna-Ic EXtlgollo,
Ept agono fc tem fere, e fc tem oito ORo-
gono, Enengono o qne tem nove, Deca-
gono o que tem dez, finalmente Onde-
[(lg01l0, e Duodecagono te tem onze, ou
doze. v.

4S'7 Como todo o polygono rcgu-
lar fc pôde inícrcvcr cm hum circulo,
f~ diftingncrn cm todo o polygono rc-
gular duas caflas de angulos , anguloã

do
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do centro, e angulos do pply_g0110, 011
da circumferencia.

VI.
. 458 O angulo do centro Ire hum Eftamp. ,

angnlo, como BAC, formado por dous Figura I.
raios AB ,AC, tirados do centro ás ex-
tremidades de hum dos lados do poly-
gono.. VIr.

459 O angulo do polygono he hum Figura l.
angulo , .co~o BCD, formado pelo en-
contro dos dons lados BC, CD do meí-
mo polygono.

C o R o L L A R I o.

460 Como o angulo do centro do
polygono tem por medida o arco, de
que hum dos lados do polygono he cor-
da ,. achar-Ie-ha fempre o valor deite
anglilo dividindo 360, ou os gráos da
circumferencia inteira pelo numero dos
lados do polygono; aílim para achar ,0

angulo do centro de hum Exagono , di-
vido ,60 por 6, o quociente 60 hc a
medida do angnlo qlle bufco ; c como
o anglllo B.C~) do polygono he duplo Figura r~
do anglJlo t: eH, hc contequentcmcnre
igtlal aos .dons angulos da bafe do tri-

an·
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L E 1\1 M A,

Se tivermos hum triangulo Ifocele!
,Figura J. ABC, no qual os angulos da bafe fe-

jão duplos do do verti ce , digo que di-
vidindo hum dos angulos da bafe BAC
em dous igualmente por hurna linha
AD, que vai encontra r o lado oppof-·
to em O, efta linha dividirá o mefmo
lado em meia , e extrerna razão no pon-.
to D, de forte que íerã -;.:BC:BD:DC.

D E M o N S T R A ç Ã o.

Os triangulos ABC, DAC são fe-
rnelhantes • , porque' tem hum angulo
commum em C: o angnJo OAC hc igual
ao angulo B, pois pela fuppofição ,o,
angulo B hc metade do angulo HAC,'
de que tarnbern hc metade o angu lo
DAC. Tarnbcm o triangulo I LA he
lJocele, porque o angllk> UBA hc igual
ao angulo BAD : logo os la los A ,
BD ~Ú() igll:leS; iflo iuppoílo , nos tri-
angulo:-.1cflclh:lI1t 'sABe, J C com-:
par ado", o: lados homoloBos ,ferá
1 C:A ::: 1 C:D ~; mas un=::AC: lo-
go ,rerá 7.BC: llD: DC. 02 J'.p. n,

c»

.. Numer.

ti Numer.
401{..
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C o R O L L }{ R I O I,
464 Defla propofição fe deduz o

modo de fazer hum trianguln Ifoceles ç

cujos angulos da bafe fcjão cada hum
duplo do do vcrricc ; porque parfl fazer,
por exemplo, hum rriangl1lo como
'ABC, não ha mais que dividir o lado
BC em meia, e extrema razão, e fo- Figura
bre a parte menor DC, como bafe,
fazer hum triangulo Ifoceles com dna
fecções da abertura do cornpaffo igual
á med iana BD, e teremos o pon to A,
<Jueferve para formar o rriangnlo ABC;
e como a linha fc não pôde dividir em
meia, c extrema ra7JO em mais de hum
ponto, não ha mais que hum trianpu-
lo com a propriedade, que acabal~os
de molhar.

e o R o L L A R J o II.
46, Segue-fé tarnbem que fe do

ponto B, como centro, fe dcfcrcver Figura;
hum circulo, cujo raio feja Ui ,ou C,
a bafe AC do rriangulo Ifocele AD fe-
rtí o lado do Decagollo infcripro no cir
culo , porque pela conftru ~ao o dou
Tom. ll. 1" an-
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angulos da bafe são duplos do do ver-
tice , os trezcm íomma valem dons re-

• Numer. $;o's *: ,logo a Iornma de todos rrez jun-
JN· tos vale finco vezes o angnlo do verti-

ce : logo acharemos o angulo do ver-
tice dividindo 180 por ~ , qne dará 36
gráos valor do angulo B, o qual nu-
mero re a décima parte de 360 gráos,.
ou dacircumferencia do circulo , e con-
fequenrernentc a corda AC da decirna
p3rte da circurnfercncia he o lado do
Decagono,

Figura 4.

~
P R O P O S I ç A O III.

P R O B L EM A.

466 Infcrever hum Decagono em hum
circulo.

S o L U C; Ã o, E DE M o N S T R A çÃ o.

Para infcrever hum Decagono 'em hum
circulo, [c divida o raio BC do circulo
em meia, e extrema razão no ponto D ,
e a mediana BD [erá o lado do Deca-
g01lO; e applicando efta linha dez ve-
zes na circumfercncia , dará os pontos
para delinear' o Decagoflo, o qne he evi-

deu...
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dente, pois pelo corollario precedente
a medida de huma linha, dividida em
meia, e extrema razão, he o lado do
Decágono infcripro no circulo, a que
ella ferve de raio.

P R O P O S I ç Ã O V.
THEOREMA.

467 Se tivermos huma rcéla BD Figura S.
igual á Iornma dos lados do Exagono ;
e do Decagono infcriptos no mefmo cir ...
culo , eítard dividida em meia , e ex-
trema razão no ponto C da união dos
dous lados.

D E M o N S T R A <; Ã o.

Seja a linha BC .ignal ao lado do De-
cagouo infcripto no circulo, cujo raio
hc BA\.ou AC, cO,ntinue-fe ~C pa:a
O 7 de forre qneDe AC, pOIS o raio
hc o lado do 1'(I.'(Igo1l0 , devemos mof-
rrar que BD :De ::DC :BC. Para ifto
t irc-Ic a linha AD, e [cd o trianculo
]JCA Ijocele, c o novo triangulo E1)A
fcmdhantc ao rriangnlo BAC, pois cf-
tcs uiangulos tem o angnlo B commum,

G ii e o



.. Numer,
3H

"Numer.
40J.
"Numer.
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e o angu 10 BDA he igual ao angulo
CAB ; pois fendo o triangu 10 DCA
Ifocele , o angulo exterior BCA he du-
plo do angulo CAD, ou eDA *; mas
fendo eB lado do Decagono , o rnefrno
angulo he duplo do angulo BAC no •
~el1tro: logo o angulo BDA he igual
ao angulo CAB: logo os rriangulos
BDA, BAC são íernelhan tcs *, e tem
os lados homologas proporcionaes * :
logo ferã BD: BA:: BA :BC, mas De
=BA : logo ferá 7.- BD: De:C13. o
2 s. 2 D.

""P R o P o S I ç A o V.
T H E O R E M A.

--468 o quadrado do lado do Pentt'-
gono infcripro em hum circulo he igual
á fornma dos quadrados dos lados do
Exagono , e do Decagono inícnpros no
mefmo circulo .

. O p E R A ç A o.

Figura 6. Divida-fe O arco ACB do lado do
Pent agono em dons igualmente no pon-
to C, e a cordaAC, ou eB ferá o lado

do
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do Deeag011o, e o raio AD, ou BD o
lado do .exal!.0110, devo moftrar que te-
remos AB2 =DB2 +AC2

• Para ifto fe
divida o arcoAC em dous no ponto F,
tire.fe a linha fD, e do ponto E, em
que córta o lado AS do Peut agono , fe
tire a reéta EC. '.

D E M o N S T R A ç A o.

O triangulo EC ferá Ifoceles , e fe-
melhanre ao triangulo ACB , porque
a reéla DF córta o arco AC em dU1S
partcs igraes , e paíla pelo centro: cor-
tará também a corda cm duas partes
igllaes, e he perpendicnlar ~: ~o~o to- ..Numer,
dos os pontos da reéla DF diílão Igual- 424. c4J)·
men te dos extremos A, C, e temos AE
=EC : além diffo efte triangulo tem
hum angulo commum com o triangulo
Ifoceles ACB: logo são femelhanress ; ..Nurner,
e comparando os lados homologos, tr- 40;.

remos AB: AC:: AC: AE·: logo AC2
.. Numer,

=ABxAE. * TambcrD; o triang~llo i;:~.J.
ADB he Iernclhanre ao tnangnlo 1)EB, ..Nlm;r.
porC]ue cílcs triaugulos tem hum an- lOI.

gulo cornrnurn cm B, que hc de S' 4-
gráos; mas o angulo BDF rambcin hc

de



.. Numer,
404.
Tom. I.
,. Numer.
:Ol.

Figura t-

• Numcr,
HB.

.. Nurner,
54.9.
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de ) 4 gráos, pois a fua medida he o
arco BF, que he igual a CB = 36 grãos
+FC == 18 gráos, pois FC he metade
do arco AC: logo o triangulo DEB fe-
rá Ifoceies, affimcomo o triangnlo ADB ;
e comparando os lados hornologos , te-
remos AB :BD:: BD :BE *, e ferá BD2 •
=ABxBE *; e fornrnando os membros
defla equação com os da equação pre-
cedente, teremos BD2 -\-AC2 =AB X
AE+ABxBE; mas ABXAE+ABx
BE=AB X BE+AE=AB xAB =AB2:
logo BD:!+AC2=AB2. O 2S.QD.

, ....
P R O P O S I ç A O VI.

P R o n L E MA.

- 469 Infcrever hum Pentago1lo em
hum circulo. '

S o L u ç'Ã o.

Para ínfcrever hum Pe11ttlgono em
hum circulo, 'tire-fc o raio CF perpcn-
dicular fobre o diamerro AB *, divi-
da-fé o fcrnidiamerro CE cm duas par-
tes iguaes no pomo E *: defte ponto,
como ccnrro , com o intervallo EF fe

dcf-
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dcfcreva O arco DF, e a corda DF fe-
rá o lado do Pent agono infcnpto no cir-
culo AFB.

D E M o N S T R A ç A o.

O triangulo DFC he rcétanglllo peja
conítrucção , o lado FC he o lado do
Exngono ; faIta demonftrar que o lado
CD he G lado do Decago11o ; porque pa.
ra DF fcr lado do PC1ltag01JO, baíla pe-
]0 theorerna precedente que o quadra-

. do defte lado feja igual ao do lado do'
Decagono ; e do Exagono : para ifto cha-
memosCF, ouCBa, e[eráCE=-;-a,

a.incognita De feja x, e BD ferá ==
a+x, DE-x+ : a: iflo fuppoflo , co- .
mo EF he igual a ED, teremos, por .
fer o triangulo ECF rcéhngulo, CEz
+FC:! =E{i~* , 'ou em termos analyti- •Numcr,

408.
ou aaJ r

COS aa+- aa == XX +ax+- aa ,4 . 4

== XX + ax, ti rando de huma , e ou tra

parte; aa, de que fc tira efla propor- To.rn. 1.

J * DB CB ('B Num .r,çao a+x :a ;:a : x ,ou : :: J : 201.

De,
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De, o qne moílra que a linha DB e{-
tá dividida em meia, e extrema razão
no ponto C, e por confequencia * a li-
nha DC he o lado do Decagono ; pois
BC he a do Exagono, O Q s.2 D.

P R O P O S I ç Ã O VII.
P R o B L E MA,

- 470 Infcrever hum quadrado cm
hum circulo.

Para infcrever hum quadrado em
hum circulo, tire-fé o diametro AB,
no meio deite diametro [e levante ou..
tro CED perpendicular ao primeiro *,
cites dous diametros cortarão a circum-
ferencia em quatro partes iguaes 110S

pontos A, C, B, D, pelos quaes tira-
das as reélas AC, CB ,BD, DA, farão
hum quadrado, pois todas eftas linhas
são igllaes, por ferem cordas de arcos
ignacs, e de mais cada hum dos angll-
los deita figura he reélo , pois citá fo..
bre todo o diamctro, * O2 s.Q D•

PRO"
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P R O P O S I ç Ã O VIII.
P R O B L E 1\1 A.

471 Infcrever hum Oélogono em hum
circulo.

Para infcrever hum Oélogono em hum Ellamp. :
circulo, depois de ter dividido a cir-
cumferencia em quatro partes iguaes,
como fe quizeflernos infcrever hum
quadrado, fe divida cada quarto de
circulo CB em duas partes, e a corda
CF , ou FB ferá o lado do Oãogono,

A D v E R T E N C I A.

Não temos tratado do modo de in-
fcrcver em hum circulo o Eptagono ; o
Enneagono , ou o Ondecagono ; porque fe
não tem achado o modo de infcrever
geometricamente eftes trez polygonos
íimplesmente com a regoa, e cornpaf-
fo , fendo precifo recorrer á Geome-
tria compofta , ifto he , á Geometria
dJS curvas; e a folução dos problemas
por meio das curvas não he tão Ii-nples,
como o daquelles , que fe achão fó com
a regoa, c cornpaffo , e he o que tem
cauíado toda a difficuldadc nefles pro-

ble-
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blemas , como o da trifecção do angn-
lo, em que fe divide o angulo em rrez
partes iguaes, que he das equações do
terceiro gráo ; e como não falIamos
neíle tratado defta caíla de equações ~
vamos dar o modo de fazer hnma cur-
va, chamada eqaatriss de Dinoflrato do
nome de íeu inventor, por meio da
qual fe poderão dividir os angulos, e
arcos de circulo em quantas partes
jgllaes quizerem; mas para ifto fe fa-
zem primeiro precifos os dons feguin-
tes problemas.

PROBLEMA r.
. 472 Dividi.r hurna linha nas partes
19l1aes que quizerern,

Figura 9. Para dividir a linha AB, por cxcrn-
plo , cm nove partes iguaes, tire-fé a
linha AC, que faça qualquer engulo
com AB: do pomo A, como centro,
com o raio AB fe defcreva o arco Be ,
que fcrá a medida do angulo B A.C:
depois com a rnefma abertura de com-
paílo do ponto B fe dcfcreva o arco
AD ==Be, rire-fc a linha BD, que fa-
rá o angulo ABD == CAD: ifto íuppof ..

to,
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to, notem-fé no lado AC com o com-
paífo hum numero de partes iguaes em
quantas fe quer dividir a linha AB, if-
to he , começando do ponro A fe no-
tem nove partes Ígllacs na linha AC,
depois fe fará o meírno na linha BD,
começando do ponto D: tirem-fé de-
pois as linhas 9A, 8 I, 72, &c., que
di vidirão a linha AB em nove partes
ignaes, o que he evidente; porque co-
mo as linhas; que fe tirarão, são pa-
rallelas entre fi, farão femelhantes os
triangulos ArEA9B * ; o que rnoftra "Numer
que aílim como AI he a nona parte de 394·

A9, tambem AE ferá a nona parte de
AR, e affim as mais.

P R o B L E MAU.
473 Dividir hum arco de circulo

em hum numero de partes ignaes, que
fejão em numero par, ifto he , que feja
diviíivel pelo numero 2., c íuas poren-
cias 4, 8, 16, 32, &c. .

"::equizcrmos dividir, porexemplo'Eft
o quarto de circulo ABC cm dezcfeis FI,,:7tl
partes iguacs , dos pontos A, e C com ~
o mefmo inrervallo de cornpaíío fe fa-

ça
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ça a fecção O, tire-fé a linha BD, que
dividirá o arco A C em duas partes
jgllaes no ponto E: do rnefrno modo
fe dividirá o arco EC em duas partes
iguaes no ponto F , e o arco FC em
dons iguaes no ponto G, como tarn-
bem o arco GC igualmente em H, e
ferá o arco CH a decima fexra parte
de AC, e affim as mais. .

Defte modo fe pode dividir geome-
tricamente hum arco de circulo cm hum
numero infinito de partes iguaes, di-
vidindo o arco todo, e depois as ruas
partes fempre de duas em duas.

lkfodo de de~crever a 1Luadratriz.
Figura II. 474 Para defcrever efla curva fedi-

vida o raio AB cm hum grande nume-
ro de partes iguaes, de modo que o
qnarro do circulo pofla dividir-fé no
mefm numero de partes iguacs: fup-
ponhamos pois que fe dividio o quar-
to de circulo em dez, e fcis partes
iguacs, como tambem o raio AD , ,ifto
fuppoflo , depois de ter tirado do ccn...
tro B ás extremidades de cada hurna
das partes iguacs do quarto de circulo

as
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as reélas Be, BD, BE, BF, &c., fe
tirem pelos pontos G, H, I, K das
partes iguaes do raio parallelarnente
ao Iernidiarnetro BT as retlas GL, HM,
lN, KO: pelos pontos L, M,N, 0, &c.
em que eftas reétas encontrarem os ra-
ios, que dividem o quarto do circulo,
fe defcreverã a curva AS, que fe póde
fazer muito mais exaéla , dividindo o
quarto do circulo, e o raio AB em ma..
jor numero de partes iguaes para ter os
pontos L, M, N, °mais proximos huns
a0S outros; e ql1e o ponto R, que he o
do encontro do ultimo raio com a pa- .
rallela , reja o mais proximo que hc
poffivel ao fcrnidiarnerro RF, para que
fique infcníivel o erro, que póde ha-
ver na continuação da curva AR, até
encontrar o Iemidiamerro.

Pela geração deíla curva fe vê, que
tirando as parallelas HM, KO, até en-
contrar a curva nos pontos M, e O, e
tirando por effes pontos os raios BD,
liF, &c., haverá a mefma razão corre
o a rco AD , c o arco DF, como en-
tre a linha AH, e a linha H I\.• e ncfta
proporção coníiílc a natureza da curva.

PRO...
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PROPOSIÇAO IX.
PROBLEMA.

475' Dividir hum angulo em trez
partes iguaes.

Figura 12. Suppondo ter-fé defcripto a curva
AD do modo, que fe acabou de eníi-
nar , e gravada em hum papelão bem
Iifo , ou em vifta de lanterna, dão-nos
para dividir o angulo OPQ em trez
partes iguaes.

Para refolver efte problema, fuppo-
nhamos a curva com o quadrante.AC ~

Figura 13. faça-fé O angulo ABE igual ao angulo
dado: do ponro F, em que o raio BE
corra a curva AD, fc tire a perpendi-

• Numer. cular FG fobrc o íemidiametro AS *, e
J4i. dará a parte AG, a qual fe divida em

tantas partes iguaes, quantas fc quer
o aoguto dividido: nefte exemplo íe
divida em trez partes igllaes nos poo.
tos H, K, dos ql1aes tiro as parallclas
KL ,HI, que cortarão a curva nos pon-
tos L, I , pelos qllaes ti rando os raios
BM, 13N, dividem o arco AE em trcz
partes iguacs nos pontos M, c N pela
propriedade da curva, pois he A K :

AG::
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AG ::AM :AE; e como AK he a terça
parte de AG, tambem o arco AM fcrá
a terça parte do arco AE.

Mas te nos deffem para dividir hum
angulo obtufo com RST em trez par- Figura I....

tes ignaes , parece que ifto teria lua
difficllldade, pois o arco RT não põde
fer conteúdo no arco AC por fer ma.
ior que elle , e neíte cafo deve dividir ...
fe em dous igualmente o angulo obtu ..
ío para ter o angulo agudo BSV, que:
fUppOlUOS fer o mefmo que o angula
ABE; e affim dividindo <? angnlo agll~
do em trez partes iguaes nos pontos
M, e N , não ha mais que tomar o ar-
co AN , que fendo duplo da íexra.par-
te do arco RT, ferá igual ao terço do
mefmo arco R T. O 2 s.2 E e D.

PROPOSIÇÃO X.
P R o B L EM A.

-- 476 Infcrever hum Euneagon« em
hum circulo.

Para ínfcrcver hum Enneagono em Figl1\'a IS.
hum circulo , fe applique primeiramen-
te o raio íeis vezes á circurnferencia

11a..
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para ter os pontos B,C,D,E,F ,G,
que a dividirão em feis partes iguaes;
e tirando linhas do primeiro ponto ao
terceiro, e do terceiro ao quinto, do
quinto ao primeiro, teremos o trian-
guIo equilarero :3DF , que dividirá a
circumferencia em trez partes ignacs:
divida-fé depois hum deftes arcos, co-
mo BCD, em trez partes iguaes pelo
problema precedente, e achar-fe-ha
nona parte da circumferencia do ci
culo , cuja corda ferá o lado do Enneo-
gono. O2 s.2 D.

P R O P O S I ç Ã O XI.
P R o B L EM A.

477 In[créver hum Eptagono em hum
circulo.

Para infcrever hum Ept agono em hum
circulo, divida-fé o quarto do circulo
em fere partes iguaes, e cada huma
ferá a vigefirna oitava parte da circnm-
fercncia : hum arco igual aos Cjuatro fc-
timos do quadrante, ferá a fctima par-
te da circumferencia do rnefmo ci rculo ,
e a fua corda o lado do Eptagono,

PRO·
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P R O P O S I ç A O XII.
P R O B L·E MA.

478 Infcrcver hum Uudecagon» em
hum circulo.

Para infcrever hum Polygono de
onze lados cm hum circulo, divida-fe
o quarto do circulo em onze partes
iguàes, e torne-Ie a corda do arco, que
Ieja qu~tro undecimos do quadrante, e
fie fera o lado do Undecagono,

A D V E R T E N C I A.

Chama-fe Q!ladratriz a linha, que
acabámos de defcrcvcr , porquc con-
tribue á quadratura rnecanica do cir-
culo, pois Iuppondo que [c achou o
ponto D, em qne cita curva encontra Figura lJ.
O raio Be, demonftrão Pappo , Clavio,
e outros Authores , que o fernidiame-
tro BC hc meio proporcional entre a ba-
fe BD da Qpad'"atriz., c a circurnfcrcn-
cia AEC do quad rante , de forte que te-
mos cita proporção BD:BC ::BC :AEC;
de que fe fegue, que conhecendo cfla
bafc , fc pódc achar a circurnfercncia do
qnarro do circulo.
Tom. II. H PRO-
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P R O P O S I ç Ã O XIII.
PROBLEMA.

<4-79 Circurnefcrever qualquer Po..
lygono á roda de hum circulo.

Para circumefcrcver hum Polygono a
hum circulo, deve-fé primeiro infere-

ERamp; 7. ver hum fernelhante POlyg0110 no meírno
circulo: querendo v. g. circumefcrever

Figura 16. hum Exagono a hum circulo BEC; deve-
fe primeiro infcrever hum Etcagono den-
tro no circulo, e dividir hum dos lados,
v. g. RC, em dons COIU o raio AE, e ao
extremo E tirar a tangente FG, que fe
terminará pelos raios AR, AC continua-
dos, e FG ferá o lado do Exagono ci rcum ..
efcripro ; e fazendo a meCma operação,
fe acharão os mais lados. Mas para íe
fazer mais depreffa , depois de ter a-
chado os pontos F ,G, he melhor der-
crever hum circulo do centro A com o
raioAG, na circumferencia do qual fe
podem marcar os pontos, que fervem
}.)ara defcrever o POlyg0110, applicando-
lhe com o cornpaflo o comprimento do
lado FG. .

FIM 00 SEXTO LIVRO. .
.. NO-
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MATHEMATICA.------,--------------------
L I V R O VII.

EM QUE SE TRATA DA RAZJiO,'
que tem entre fi os circuitos das figuras

femelbantes , e a proporção das
luas [uperficies,

D E FI' N I ç Õ E S.
480 Ous quadrilareros tem

as bafes, e aItu ras re-
ciprocas, quando a ba-
fe do primeiro he pa-

~~. ~~' ra a bafe do fegunc.lo,
como a altura deílc fegundo hc para a
altura do primeiro; e geralmente fe

H ii diz,
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diz, que quaefquer duas grandezas são
reciprocas a outras duas, quando as
duas primeiras são os extremos, ou os
meios de huma proporção, de que as
outras duas são meios, ou extremos:
por exemplo a, e b são reciprocos ás
grandezas c; e d , fe tivermos a:c:: d :b.

PRO P °S I ç Ã 0, I.
T H E o R E M A.

,-48 I Os circuitos de dous polygonos
Ellamp. 9. regulares, e fernelhantes A, e B, v. g.
Figura I. O circuito do polygono A ao circuito
c l. do polygono B, são entre fi como o

raio AC ao raio BF.
D E M o N S T R A ç Ã o.

Seja'CD a, FG b, AC c, BF d: ir..
to Inppoíto , [c cada polygono he hum
exagono, o circuito do poJygono A fe-
rã Ga ; e o circuito do polygono B [erá
6b, devemos molhar que 6a: «b-: c: d,
Os triangulos DAC, GBF são fcme-
lhantes, porque, por ferem os polygo-
nos fernclharitcs, os angulos, que com-
põem cada hum dos triangulos , são

r eí-
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refpeélivamente iguaes, e os lados op-
poílos a angulos iguaes são proporcio-
nacs *, e terá a: b :: c: d ; e multi pli- •Numcr,
cando os termos a, e b por 6 , ferá 6a: 40~.

6b ::c : d. O 2 s.Q D.
A D V E R T E N C I A.

Efta propoíição he geral para todas
as figuras femelhantes, regulares, ou
irregulares, começando pelos trian-
gulos; porque ainda que as figuras ir-
regulares fc não pofsão inCcrever no
circulo, pode-fé com tudo dizer que
os Contornos deites polygonos , fup-
poílos fernelhanres , são entre fi como
os raios de dons circulos , que paf-
faílcrn pelo vértice dos trcz angu!o~
ignaes , quaefquer que fe tomem cm
huma , ou outra fihllra, com tanto l}ue
eflcs circules paliem por angulos de
dous trianguJos fernelhantcs , e Ierne-
lhanternenre poílos em huma , contra
figura. C o R o J, L A RIO.

4'h Segue-fé dcíla propofiçáo que
as cil'cumfcrcncias dos circules s50 en-
tre fi como os raios dos mcfmos cir-

cu-
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culos; porque fe tomarmos os circn-
Figura J. los X, e Y como polygonos femelhan-
c 4· tes de hum numero infinito de lados,

chamando a á circurnferencia do pri-
meiro, e c o feu raio, b á circurnfe-
rencia do fegundo , e d o feu raio, [e-
rá a: b:: c: d,

PROPOSIÇÃO II.
T H E o R E M A.

Figura I. -483 Se do centro A de hum poly-
e 5. gano regular fe tira huma perpendi-

cular AE fobre hum dos [cus lados,
digo que a fuperficie deíle polygono
ferá igual ao rriangulo redangulo , que
tiver por altura a linha IK igual á per-
pendicular AE , e por bafe hU111alinha
KL igual ao circuito do polygono.

D E M o N S T R A C; Ã o.

Se o polygono regular he hum ex-
agono, e que [e rirão do centro raios
a todos os anguIos, teremos tantos
triangulos iguaes, quantos forem os
lados do polygorto; affim o polygono
A fera compofto de íeis triangulos

iguaes
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iguaes a ACD; mas como os triangn-
los ACD, KIL tem a mefma altura,
eílão entre ii na razão das bafes *; e •Numcr,
como a bafe KL he fextupla da bafe 3.93·

CD pela coníirucção , ferá também o
triangulo K 1L fextuplo do triangulo
CAO, e por confequencia igual ao po-
lygono. O Q s.2D.

C o R o L L A R I o.

484 Delta propoíição fe fegue, que
para achar a fuperficie de hum poly-
gono regular, fe deve multiplicar me-
tade do {eu circuito pela perpendicu-
lar, tirada do centro do polygono fo-
bre hum dos [cus lados, pois a fnper-
ficie do triangulo IKL, que he igual
á defte poIygono, fe acha multiplican-
do metade da bafe KL pela perpendi ..
cular lK. * ..Numer.

P R O P O S I ç Ã O III. )1,9-

T H E o R E M A.

,·4SS' A fuperficie de hum circulo he Figura s;
igual á de hum triangulo , que tiver
por altura o raio do circulo, e por bafe
a circumferencia do meímo circulo.

DE-
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DEMONSTRAÇÃO.

Como o circulo he hum polygono
de infinitos lados, póde-fe tomar a rua
circumferencia pela fomma dos lados,
e o raio pela perpendicular do poly-
gono: logo a fua fupcrficie ferá igual
a hum triangulo, que tiver por altura
o raio, e por bafe a linha NO igual á
circurnferencia. O 2 s.2D.

C o R o L L A R I o I.
486 Pois o triangulo MNO he igual

ao circulo, e tambem he igual a hum
reélangulo , que tiveíle por bafe meta-
de da linha NO, e por altura a linha
MN * , fegue-fe que a íuperficic de hum
c!rcul0 hcigual ahnm rcétangulo , que
rivefle por bafe metade da circurnfcren-
da, e o raio por altura, e que para fe
achar a fua íuperficic Ic e multipli-
car metade do diametro por metade da
circumfcrencia.

A D v E R T.E N C I A I.
487 Se a fuperficie do circulo fe

coníidera como compoíla de huma in-
fi..
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finidade de circumfcrcncias concenrri-
cas , cujos raios fe excedão igualmen-
te, todas eílas circurnferencias compo-
rão huma progrefsão infinita arithme-
tica , do qual o centro fed o menor
termo, e a circumferencia o maior; e
como o femidiametro A B expreífa o Figura ~
numero dos termos da progrefsão, te-
gue-fe que a fua íornma fe achará mul-
tiplicando o maior termo, que he a
eircumferencia, por metade do raio AB.

A D v E R T E N C I A U.
488 Parece que a propoíição pre-

cedente moltra logo a quadratura do
circulo, pois prova qne hum circulo
hc igual a hum triangulo, que tiveflc
por bafe a ci rcum fcrencia do ci rculo ,
e por alru ra o raio ; mas como ainda
fe não tem achado geometricamente
hurna linha recta pcrteitarncnte igual
ri circurnferencia de hum circulo, Ce-
gue-fe que Ie não tem achado hum rri-
angulo igual ao circulo : ogue digo de
hum triangnlo fe pôde também cnren-
der de hum quadrado igual a hum cir-
culo , porque fc pódc fazer gcomctri-

J ca-
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camente hum quadrado igual a hum
rriangulo , como veremos depois; mas
para que não haja equivocação ncíta
palavra quadratura do circulo, he juf-
to que os principiantes faibão que a
quadratura do circulo confifte cm achar
huma propoíição , que enfine o modo
de fazer hum quadrado igual ao circu-
lo, e qne demonftre que realmente c[-:
tá feiro.

Ainda que os Geometras não tenhão
até agora achado huma linha perfeita-
mente igual á circnmferencia de hum
circulo, iílo não embaraça que prati-
camente fe fupponha poder-fé ifto fa-
zer, fervindo-nos de algumas regras,
que são approximaçóes da quadratura
do circulo, como vamos ver.
489 Arquimedes achou que a razão

do diametro á circumferencia he quaíi
7 a 22 , ifto he , que fe o diamerro con-
tém fere partes iguaes, a circumferen-
da conterá quaíi vinte e duas, ou, o
que vem a fer o mefmo , que a circnm-
ferencia tem rrez diametros , e hum
ferimo, Ora como os diametros dos
círculos eftâo na razão das fuas cir ...

cum-
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cumferencias , * fe tivelfemos hum cir-" Numer,
culo , cujo diametro foffe , por exem- 48~.
plo , 28 palmos, para achar a circurn-
ferencia, diríamos: [e 7, diametro de
hum circulo, dá 22 por circurnferen-
da do mefmo circulo, quanto dará 28,
diametro de outro circulo, por circum-
fercncia? e acharemos 88 palmos.

Mas fe conheceífemos a circumfe-
rencia de hum circulo, v. g. de 66 pal-

o mos, para lhe achar o diametro faria-
mos huma regra de 3, dizendo: [e a
circumferencia dehum circulo, que ti-
vefle 22. palmos, dá 7 por diametro ,
de quantos feria o diametro de outro,
cuja circumferencia foflern 66 palmos?
e acharemos 2 I o diarnetro, que fe
bufca. Além da razão de 7 a 21., de
que nos podemos fervir , quando for
precifa maior exacção , podemos rarn-
bem nfar da de 113 a 35'5', que achou
Merio , e he mais exacta que a prece-
dente, e por iflo fera uril fervir-nos
delta ultima nas operações , em que fe
prccifa mais exacção , do que nas ope-
rações ordínarias,

Co.
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c O R O L L A R I O II.
490 Segue-fe também diflo que

hum circulo he igual a hum retl-angn-
Figllra 6. 10NSRQ, que tiveífe por bafe a quar-

ta parte da circurnferencia , e por altu ..
Ia o diarnerro , pois efte reébnglllo hc
igual ao rcélangulo NT, que tem por
.bafe metade da circumferencia, e por
.altura o raio; e confequenremenre fe
riveffernos hum quadrado VXYZ feiro ce
bre o diarnerro do circulo, tendo ef- J

te quadrado a mefma altura qne ore-
érangulo NR, que he igual á íuperfi-
cie do circulo , fcrá 'plra clle na razão
das bafes VZ, e NQ; póde-fe logo di-
zer que a fupcrficic do circulo he ao
quadrado do diamctro , como o diamc-
tro á quarta parte da circumfcrcncia.

C o R o L L A R I o III.
. 491 Se fuppuzermos o diamcrro
.dc hum circulo dividido em ícte par-
tes iguaes , e que a fua circurnfcrcncia
contenha. cxaébmentc vinte e duas,
(o ql1e na pratica n~o pôde cauíar cr-
ro fcníivel) dobrando os membros, te ..

. OlOS



•

D E 1\1 A T H E M A T I C A. 12)

mos J 4, e 44 por diametro , e circum-
ferencia ; no que he de notar, que fen-
do o ultimo numero divifivcl por 4, e
dando I I no quociente, fe póde efte
quociente tornar pelo quarto da cir-
cumferencia , do que fe fegue pelo co-
rollario precedente que a razão de 14.
a I T he a mefma do quadrado do dia-
metro á fuperficie do circulo; affim pa-
ra ter a Iuperficie de hum circulo, de
que conheço o diamerro , que Iuppo-
nho =a, bafta fazer efta regra de trcz
14:1 I :: aa :J:; , OLI, o que vem a fer o
mefmo, para ter a arêa do circulo, baf-
tará tomar os onze lluatorze avos do
quadrado do diarnerro do circulo.

E S c H o L I O.

492 Os principiantes não defgof-
rarão faber o modo, com que Arqui-
medes dcícubrio a razão, de que aca-
bamos de fallár.: o conhecimento dos
primeiros axiomas da Geometria bafta
para nos dar a conhecer claramente
que a circumfercncia de hum circulo
hc maior que o circuito de qualquer

po ..
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polygono infcripto no rnefmo circulo,
e menor que qualquer polygono cir-
cumfcripto no mefmo circulo: o mef-
mo fe deve entender da Inperficie do
circulo, e dos polygonos infcriptos , c
circumfcriptos : ifto fuppofto , eis-aqui
o que fez A rquirnedes para conhecer
a razão proxima do diametro á circum-
ferenda: infcreveo em hum circulo
hum polygono de 96 lados, e circum-
fcreveo no mefmo circulo hum poly-
gono femelhante de igual numero de
lados: calculou depois pelas proprie-
dades das linhas, ou cordas do circulo
o comprimento de hum dos lados de
cada polygono , e achou o contorno
multiplicando o numero .achado por
96. Suppondo pois que o diametro do

, circulo foffe I , achou que o perirne-
t .,,,unto'> tro 'do polygono infcripto era + •

que 3 ~~ do diametro , e que o do po-

~">'\.4t'" lygono circumfcripro era' que 3

;: , ou 3, c .; ~ de que [e deve con-
cluir que a fnperficie entre eftcs dous
contornos também he maior que 3 ~,

c 7'
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e menor que 3 ~:; affim fendo 7 o dia-
metro do circulo, a circurnferencia de-
ve fer maior que 21, e menor que 22,

que he 3 vezes o diametro , c 7-' de
modo que efra mefma circurnferencia
he muito mais proxima a 22, do que
a 2 I. Facilmente fe vê que A~qujrne-
des dividio o circulo em quatro partes
iguaes, ou, o que he o rnefmo, que
procurou o valor de hurna corda de 90
gráos: depois bufcou a corda do arco
de 45 gníos para ter o lado do O.:7ogo-
'10, depois o lado de hum pOlygOllOde
16 lados, e em fim o do polygono de
32 lados: depois do que bu fcou a cor-
da de hum arco, terça parte do ultimo
polygono de 32 lados, e efla corda he
o lado do feu polygono de 96 lados,
pois he eviden te que 32 X 3 == 96•

P R O P O S I ç Ã O IV.
T H E o R E M A.

-493 Se tivermos dons polygonos
femelhanres A, c B , a íuperficie do Figura r.
primeiro Icrã á do fegundo , como o c I.

qua..
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quadrado da perpendicular AE ao qua ..-
drado da perpendicular BH, ou como
o quadrado do raio AC ao quadrado I

do raio BP.
Chamemos ,ao lado CD do primeiro

polygono a, á' perpendicular AE b , ao
lado FG do outro polygono c, á per-
pendicular BH d , o circuito do primei-
ro polygono ferá 6a , e o do fegundo
ferá 61; e multiplicando metade def ..
tes circuitos pelas perpendiculares, os I

produclos darão as fuperficies dos po-
lygonos, 3ab a do primeiro A, e 3cd a
do fcgundo, B , devemos .moílrar que
3ab: 3cd:: bb: dd,

D E M o N S T R A ç Ã o. '

Para provar que 3ab : 3cd : : bb : ââ ,

baíla moftrar que nefta proporção o
produél:o dos extremos he igual ao pro ..
duélo dos meios, e que 3abdd 3cdbb *:
para iflo, por ferem os triangulos ACD,
BFG femelhantes, ferá a: c: : b : d: lo-
go ad =bc *; e pondo ad no fegllndo
membro da primeira equação em lugar
de bc ; teremos 3abdd::::::.3ttddb. O 2 s.
!2..: D.
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c o R O L L A R I o.

494 Por ferem as figuras A, eB fe- Figura n
rnelhanres , os triangulos, de que elIas e a.
fe compõern , ferão tambem ; affim O

trianguloACE. ferá femelhante ao tri-
angulo BFH, pois tem dons angulos
iguaes cada hum ao feu refpeélivo *: "Numc:r~
logo ferá AE: BH:: AC: BF, e AE2: 403-

BH2:: AC2: BF::!;mas os polygonos eC-
tão entre fi como os quadrados das.per-
pendiculares AE, BH por efta propo-
fição: logo tambem são entre fi como
os quadrados dos raios AC, BF, ou
dos lados CD, FG , pois eftes quadra-
dos eftão na mefma razão que os qua-:
drados das perpendiculares.

ADVERTENCIA.

49; Efta propoíição fe deve enten-
der não fómente de todos os polygo-
nos regulares íemelhanres , que fe po..
dem inícrever em hum circulo, mas
~ambem de todos os outros polygonos
Irregulares femclhantes, que são entre
fi como as. quadrados das perpendicu-
lares, tiradas de hum ponto femelhan-
Tom.II. 1 te~



130 No voe U R S O

temente poflo em huma, c outra figu-
ra fobre lados homo logos : em hum a
palavra, as fuperficies de quaefquer
dous polygonos femelhantes são entre
li como os quadrados dos lados homo-
logos , das linhas tiradas nas figuras
por angulos iguaes , das perpendicula-
res tiradas fobre os dous lados corref-
pondentes, e geralmente de todas as
linhas femelhantemente poítas,

P R O P O S I Ç' Ã O V.
T H E o R E 1\1 A.

496 As fuperficies de dons circu-
los são entre fi como os quadrados dos
raios.

Figura 3. Se tivermos dous circulos x, e y,
c 4. chamemos a a circurnferencia do circu-

lo x, e c o íeu raio, b a circumferen-
da do circulo y, e d o [eu raio, a fu- '

perficie do primeiro ferá :c , a fnperfi-

lO Numer. de do fegundo ferá ~-l *: ifto fuppofto,,s,.
d 4 ".u ddevemos monrar que"i""·"""i" :: cc: '.

DE.,
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D E M O N 5 T R A ç Ã o.

Para dernonílrar que :c : ~rl : : cc : dd;
baila moílrar que o produélo dos ex-
tremos deftas quatro quantidades he
igual ao produélo dos meios, ou que
OClU Ma * p .n r d d . Tom. t~_ =- . ara IuO le eve a verti r , ..Numct
2 2 ~

que fendo as circumferencias doscircu- 210.

los entre fi como os raios * , ferá a: b:: ..Numere
C : d , do que fe tira ad xz.bc *: logo 482.

:l r d b d . . Tom. J.pom O no legun o mem ro .a pnmel- ..Numero'
ra equação ad em lugar de bc, teremos 201~

acdd == addc, O 2 s.2 D.
C o R o L L A R I o.

497 Por ferem os raios dos circn-
los entre fi como as cordas de arcos de
igual numero de gráos, e como 05 rua-
metros, ou como os lados dos polygo-
nos íemelhanres inferi ptos nos roermos

d
circu!os, fegue- fe....ql1e as íu perfidcies
os circulos , que sao como os qua ra-

dos dos raios , ~ão também como os
quadrados dos diarnetros , como os
quadrados das cordas de hum meflllG

1ii nu-
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numero de gráos, e como os quadra-
dos dos lados dos polygonos íemelhan-
tes inícrlptos , ou circumCcriptos no
ci rculo. A D V E R T E N C I A.

. Efta propoíição , como tambem a
precedente, são de grande ufo na Geo-
metria, e parece pouca toda a applica-
ção, que fe puzer para bem [e com-
prehender. Ainda que a propoíição ,
que [e íegue , [e poífa deduzir da pre-
. cedente, vamos demonftralla particu-
larmente de outro modo differente ;
advertindo que defta mefma propoíi-
ção , que [e fegue, [e podião deduzir
todas as propriedades das figuras [e-
melhantes, pois pela definição das fi-
guras femelhantes todos os polygonos
Iernelhanres são compoílos de trian-
gulos femelhantes.

P R O P O S I ç Ã O VI. . ,
T H E o R E M A.

Figura 7. . 49& Dons triangulos femelhantes
~~ ABC, DEG são entre fi como os qua-

drados dos íeus lados homologos, ir...
to
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to he , que teremos ABC: DEG:: AB%:
DE2, ou ::AC2: DG2.

D E M o N S T R A ç A o.

Tirem-fé dos angulos C, e G as per':
pendiculares CH, GF *: o triangulo ..NUmCf)
ACB he igual ao produélo da fua bafe H7·
AB por metade da perpendicular CH;
do mefmo modo o triangulo DGE he
igual ao produéto da bafe DE por me-
tade da perpendicular GF *: logo te- ..Numers

CH JI~~
remos ACB =AB X --;- , eDGE =DEX
~ r d h ~.--;-; e razen o uma proporçao com
os termos defta equação, ferá ACB:
DGE:: AB X C

2
H : DE X ~F ; mas por fe-

rem eftes triangulos femelhantes, o fe-
rão tambem os triangulos re6bngulos
ACH, OFG, tendo hum angnlo igual
além do angulo reélo *, pois o angulo ..Numer.
A de hum he igual ao angulo D do ou- 40J.

tro: logo ferá Cl-l : GF ::CA :GD, e T '
nos primeiros triangulos teremos CA: ..~~~~;..
GD : :AB :DE: 'logo AB: DE : : CH : 219·

AB DE Tom. I.
GF *: tambem íerd AB:DE:: -:;-: -;;-*...Numer,

~ ~ • 214·
10-
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"Numer.
22).
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logo multiplicando ordenadamente as
duas ultimas proporçóes , teremos AB2:
DE2:: CHx A: : GFXD

2

E *: logo ferá

ACB :éGE ::AB2 :DE2. O 2 s.2D.

A D V E R T E N C I A.

499 Efta propoíição tambem póde
fervir para demonftrar que o quadra-
do da hypothenufa he igual aos qua-
drados dos outros dous lados em qual-
q,uer triangulo reélangulo , como ABC;
porque abaixando do angulo reélo a
perpendicular BD, teremos trez rrian-
gulos femelhanres ABC, ADB, BDe ;
e tomando as hyporhenufas por lados
homologos, teremos ABC:ADB:BDC
:: AC2 : AB2 : Be2; mas o triang1110
ABC he igual aos dous, ou á fomma
dos dous triangnlos ADB+BUe: lo-
go também o quadrado AC:! da Jiypo-
rhenuía AC fera igual aos quadrados
das outras hyporhenufas AB ,BC, que
são lados do meímo triangulo ABC.

PRO-
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P R O P O S I ç Ã O VII.
T H E O R E M A.

;00 Os parallelogramos eftao em
razão compofta das bafes, e alturas,
iflo he , como os produétos das fuas
bafes pelas fnas alturas.

D E M O N S T R A ç Ã o.

Sejão os parallelogramos G, e H: Eílamp, Ia
. chamemos a a bafe do primeiro, e b a Figura 10.

fua alt , C a bafe do fegpndo, e d a e fi.
fua alr] : O primeiro G ferá igual ao
produélo ab ; e o fegundo H ferá igual
ao produéto cd da bafe pela altura, af..
fim ferá G:H::ab:cd. O ~S.Q:D.

C o R o L L A R I o l.
5'<:' I Como os triangnIos são meta-

des dos parallelogramos da mefma ba-
fe, e da mefma altura, íerão tambem
entre fi corno os produélos das íuas ba-
fes pelas fuas alturas.

C o R O L L A R I O II.
;02 Se os produtl:os ab ; td das ba-

fes pelas alturas são iguaes , os paral-
le·



Tom. r.
"Numer.
~u.

Tom. I.
"Numer.
:U5·
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lelogramos G, e H, que são como efles
produél-os, ferão rambem ignaes, co-
mo tambem os triangulos, que são me-
tades deíles paralle1ogramos ; donde
fe deduz eíla propoíição geral: dous
parallelogramos, ou dous triangulos,
são iguaes, quando tem bafes recipro-
cas ris fuas alturas ; e reciprocamente
fe dous triangulos, ou dous paralle-
logramos são iguaes, tem as bafes re-
ciprocas com as [nas alturas; porque
pois ab - cd , ferá a: c:: b : d *
a:(::d:J

COROLLARIO I

503 Segue-fé tambem defla propo-
fição , que fe dous triangulos, ou dous
parallelogramos são fernclhantes , [e-
rão entre fi como os quadrados das ruas
bafes, ou das ruas alru ras; porque pois
os triangulos fe fuppõern íemelhanres ,
as bafes, c alturas ferão proporcionaes,
e affim ferá a: c : :b : d ; e a: c: : a : c ;
multiplicando eflas ,duas proporções
ordenada-nenre , teremos aaiccubnu á *,
mas a razão de {l2: c2 hc igual á de ab
a cd : logo teremos G: H :: aZ

: c'2, iílo
he , os parallelogramos femelhanres ,

OLl
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ou os triangnlos, que são metades,
são entre fi como os quadrados de ruas
bafes, ou, como exprefsao os Geome-
tras , na razão duplicada das fuas bafes •

....
P R O P O S I ç A O VIII.

T II E o R E M A•

.504 Se tivermos trez linhas em
proporção contínua, digo que o qua-
drado feito fobre a primeira ao qua-
drado fei to fobre a fegnnda, como a
primeira linha he á terceira, ifto he ,
reprefenrando eílas linhas por letras
a, b, c: fe :: a: b: c, ferá a2

: b2
:: a: c.

D E M o N S T R A ç A o.

Para provar que aa: bb:: a: c, mof-
traremos que o produélo dos extremos
he igual_ao pro~llao dos meios, ou Tom. I.
que aac=bba *. Eftando pela hypothe- •Numer,
íe as rrez linhas em proporção contí- 210.

nua, ferá a: b : : b : c, de que fe fegue T I
aczzb? *: logo muI ti plicando cada mern- •~7:~e~.
brodefta equação pora, feráa'2t=b2a, lOS·

que he exaélarnente o produélo dos
extremos, e dos meios da proporção,
que queríamos, provar.

Coo
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c O R O L L A R I o.

505' Segue-fé defta propofíção , que
fe tivermos trez linhas proporcionaes ,
não fómente o quadrado feito fobre a
primeira he ao quadrado feito fobre a
fegunda, como a primeira á terceira;
mas todos os polygonos fernelhan tes ,
regulares, ou irregulares, feitos fobre
eftas duas linhas, são entre fi como a
primeira á terceira; porque como os
polygonos femelhantes são entre fi co-
mo os quadrados dos feus raios, ou
dos lados homologos deites polygonos
femelhantes , o primeiro polygono fe-
rá ao fegnndo, como o quadrado da
primeira linha ao quadrado da fegun-
da, ou como a primeira á terceira;
do que fe fegue, que tendo a fuperfi-

. cie de dous polygonos femelhantes ,
te podem fempre achar duas linhas,
quê fej ão entre fi como eílas íuperficies.

I-<

P R O P O S I ç A O IX.
THEOREMA.

;06 Se nos derem duas linhas re-
nas, a que chamaremos a, e b, digo

que
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que o reétangulo feito deltas duas li-
nhas he meio proporcional entre os
quadrados das rnefmas linhas, ifto he ,
que ferá aa: ab:: ab: bb,

D E M o N S T R A ç Ã o,

He evidente que póde ter lugar a
proporção aa : ab:: ab : bb ; pois o pro-
duélo dos extremos, e dos meios dá Tom. r.
aabb=aabb *. O 2S.2. D. "Numer,

210 •

-,
• •

.....
PROPOSIÇAO X.

P R O B L EM A.

-'07 Achar huma meia proporcio- Figura rs.
nal entre duas linhas dadas.

Para achar huma meia proporcional
entre as duas linhas A, e B, fe jun ..
tem eftas linhas de forte que fação hu-
ma fó CD, notando o pon to E, em
que elIas fe juntão , depois fe divida a
linha inteira em duas jgualmente no
ponto F *, e defte ponto como centro" Numer,
fe defcreva hum femicircnlo: fe do pon- 149·
to E fe levanta hurna perpendicular
EH, qne fe termine na circumferen-
cia do circulo , ferá a meia proporcio ..

nal ,
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nal , que Ie bufca, o que he evidente,
"Numer; pois pela propriedade do circulo * to-
~4J! da a 'perpendicular AE he meia pro-

porcional entre as partes CE, ED do
diametro: affim fuppondo que a linha
K feja igual a HE, teremos trez linhas
proporcionaes A, K, B.
508 Se quizeffemos hum meio pro-

porcional entre dous numeros dados,
corno 4, e 9, [e mulriplicarião efles
dous numeros hum pelo outro, e fe
extrahiria a raiz 6 do produéto ;36,
que he o quadrado do meio propor-
cional, que [e bufca , pois efte qua-
drado do meio he igual ao produélo
dos extremos 4, e 9 , o que dá 4:6 ::6 :9-

Se o produélo de dous numeros da-
dos não he quadrado, o que fuccede
todas as vezes que hum dos números ,
ou ambos não são quadrados, poder-
fe-ha achar o medio , que fe buíca por
approximação, fervindo-nos das deci-
maes para cxtrahir a raiz do produélo,
Tambem he de notar que a Geometria
nos dá exaélamenre eílas linhas, ainda
que fejão das que charnão incornmen-
furaveis, iílo he , que não tenhão al-

gu..

, I
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guma cornrnua medida, por mais pe.
quena que feja , com as linhas propof-
tas: por exemplo, ainda que pofla fuc-
ceder que o numero das partes da li...
nha A não feja hum numero quadrado,
como tambem o das partes de B, acha-
fe com tudo o comprimento exaéto da
media K, o que nefta fuppoíição fe não
poderia determinar em numeroso...

P R O P O S I ç A O XT.
P R o B L E M A.

509 Achar huma terceira propor":
cional a duas linhas dadas.

Se fe quizer huma terceira a duas Figurà Ij~
linhas dadas M, e N, de forte que a
primeira M feja a fegunda N , como a
mefma fegunda N a terceira, que fe
buíca , faça-te qualquer angulo ABC,
e fobre o lado Be fe tome a parte BD
igual á primeira linha M, e a parte
DF igual á fegunda N: no lado BA
torne-te a parte BE igual á mefma fe-
gunda N , tire-fé a linha ED , e do
ponto F a linha FG parallela a ED,
digo qne a linha EG ferá a terceira
proporcional, que fe buíca,

D.·



141, No voe U R S O

D E M O N S T R A ç AO.

OS dous lados BG, BP do triangu ...
lo EGF eílão cortados proporcional-
.mente pela linha DE parallela á bafe
FG pela conílrucção , e coníequenre-

• Numer, mente * fera BD; DF ::BE: EG, mas
J.94· BE he igual a DF pela conflrucção :

logo BD:DF::DF:EG; e fazendo a
linha O igual a EG, ferão as rrez li-
nhas M, N ,O continuamente propor-
cionaes,
-. ) 10 Se fe quizeffe achar hum ter-
cei ro proporcional a dons números ,
fe quadraria o fegundo, e o quociente
defte quadrado dividido pejo primei-
ro numero feria o terceiro proporcio-
nal, que [e buíca : fc o íegundo não he
díviíivel pelo primeiro, o [cu quadra-
do tambem não ferá diviíivel por eíle
primeiro numero, e fe não póde achar '
o terceiro proporcional Ienão por ap-
proximação , íervindo-nos dos quebra-
dos decimaes : fobre que também 11e
de notar a differença da Geometria á
Arithmetica na derermmação das quan-
tidades, que a primeira dá cx'aaa,?en ..

te



DE1\-I A 'r H E M A T I C A. r43
te o comprimento das linhas, que fe
buícão , fem determinar o valor das
fuas partes; e a fegunda dá em certos
cafos o valor exaéto , e determinado;
e em ou tros não o póde dar, fenão por
huma approximação , que fe póde con-
tinuar infinitamente, [em já mais dar
o verdadeiro valor.

Efte ultimo problema fe poderia tam ...
bem refolver de outro modo, fervin-
do-nos do circulo. Cl.!leremos, por ex..
ernplo , achar huma terceira proporcio-
nal ás linhas B, e K, faremos a Iinha
CE igual a B , e fobre efta linha fe le-
vantará a perpendicular EH igual a K *: •Numer~
tire-fe a linha eH , fobre a qual no feu )4r.
extremo [e levantará a perpendicular
BD, que irá encon trar a linha CE con-
tinuada no ponto O, e determinará a
linha ED, que ferá a terceira propor.
cional , que fe bufca; por quanto he
claro, que fendo CHD reélo , a reéla
EH ferá meia entre os fegmentos da
bafe, o que vem a fer o mefmo que fel'
a reéla ED a terceira proporcional ás
linhas CE, EH , ou ás Iuas iguaes B,
K. O Q.; S.Q; D.

PRO-
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P R O P O S I ç Ã O XII.
P R O B L E M A•

; I I Achar hnrna quarta propor4
cional a trez linhas dadas.

Figura 14. Para achar huma quarta proporcio-
c: IS. naI a trez linhas P, Q, R, faça-fe , co-

rno no problema antecedente, hum an-
gulo CSX, qualquer que feja, depois
torne-Ie fobre o lado CS a parte SV
igual á linha P, a parte VZ fobre o
mefmo lado igual á linha Q, e fobre
o outro lado SX fe torne ST igual á
linha R, e rire-fe a linha TV , e a efta
do ponto Z huma parallela XZ, e dará
a linha TX igual á quarta proporcio-
nal , que fe bufca.

D E M o N S T R A ç Ã o.

Os lados do trianguJo XSZ, corta-
dos pela linha TV paralJela á bafe XZ,

,·-Numer. darão * SV : VZ:: ST: TX; e affim fa-
U4· zendo a linha Y igual a TX , ficarão

as quatro proporcionaes P ,Q, R, Y.
O 2S.2D.

5 I::' Para achar hum quarto nume-
ro proporcional a trez numeras dados,

fe

•
.,
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fe deve fazer a regra de 3 ordinaria ,
pois efta regra não he outra couía mais
que a arte de achar huma quarta gran-
deza proporcional a trez outras dadas,

Nos problemas feguintes vamos mof-
trar o ufo , que fe póde fazer dos pre-
cedente~, e as propriedades das linhas
proporcionaes,

P R O P O S I ç Ã O XIIr~
\

PROBLEMA.

5'13 Fazer hum quadrado igual a
.hum reél-anglllo.
. Para fazer hum quadrado igual a Fígur(l lO!
hum retlanglllo AC, fe deve bufcar e 1I~

huma meia proporcional entre os la-
dos defiguaes AB, e BC do reélangu ..:
lo dado, e o quadrado deíla meia pro-
porcional ferá igual ao reétangulo ,
pois por fel' a linha DE meia propor ...
cional entre os lados AB, Be do re-
él-angnlo AC, he certo que o íeu qua-
drado DF ferã igual ao retlangulo AC,
pois eíle reébngulo he ignul ao pro-
duélo dos extremos AB, BC.

. Tom.lI. K Co,
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C O R O L L A R I O.

S' I4 Como já moftrámos que hum
circulo he igual a hum reÇlangulo fei-
to de metade da circumferencia por
metade do diametro *, fegue-fe que
o quadrado de huma linha, que foífe
meia proporcional entre o fernidiame-
tro , e a íemicircumferencia , ferã igual
ao circulo.

P R O P'O S I ç Ã O XIV.
P R o B L E M A.

, Efl1mp. J J S' I S' Achar hum quadrado, que feja
a outro em hurna razão dada.

Figura 16. . Para achar hum quadrado, que feja
e 17· ao quadrado eB em certa razão, v. g.

de 3 a 5, faço huma linha GH igual
aos trez quintos do lado AB, depois
entre as linhas AB, e GH bufco hu-
ma meia proporcional EF , e o quadra-
do IF feito fobre ella ferá os trcz quin-
tos do quadrado CB; porque como ef-
tas linhas AB, EF , GH eflão em pro-

• Numer, porção contínua, ferá AB2: EF2 :: AB:
504. GH *; masGH pela conftrucção he os

trez
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trez quintos de AB: logo tambem EF~
feeá os trez quintos de AB2. .

5 16 Efta propofição fe deve enten-
der não fó dos quadrados, mas de to ..
das as outras figuras. Por exemplo: fe
quizeífemos fazer qualquer pentagono
irregular fernelhante a outro pentago...
no irregular, que tiveffe com elle hu-
ma certa razão, fe bufcaria huma meia
proporcional entre qualquer lado do
pentagono propoílo , e hurna linha,
que tiveífe com efte lado a razão dada;
e fobre efta media affim determinada,
como lado homologo , fe defcreva o
pentagono, e os outros lados fe acha-
rão por hurna regra de rrez , fervindo-
nos dos triangulos femelhantes. De[-
ta propofição fe tira o modo de redu-
zir quaefquer figuras de grande em
pequena, e de pequena em grande em
qualquer razão.

P R O P O S I ç Ã O XV.
T H E o R E M A.

; 17 Achar a razão, que tem duas
figuras fernelhantes.

K ii Pa...
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Figura IS~ Para achar a razão de duas figuras
e 19· femelhantes A, e B, fe deve bufcar hu-

ma terceira proporcional, como GH,
aos feus lados homologos CD, EF, a
razão da linha CD á linha GH ferá a
mefma que a do polygono A ao poly-
gono B.

Para fe demonftrar bafta advertir,
que fendo os polygonos A, e B ferne-

I • Numer. lhantes , ferá A: B ::CD2 :EF2*; e fen-
4.Sl4· do as trez linhas CD, EF , GH conti-

nuamente proporcionaes , ferá C D2:
" Numer. EF2:: CD :GH *: logo A :B :: CD :
S04· GH. O 2S.f1D.

P R O P O S I ç Ã O XVI.
PROBLEMA.

p 8 Fazer com bum lado determi-
nado hum reél:angulo igual a outro.

Figura 20. Pede-fé hum reélangulo igual ao re-
e :U. étangulo BC, de forte que tenha hum

dos feus lados igual á linha DE: buf-
que- fe huma linha, que reja quarta pro-
porcional á linha DE , e aos dons la-

"Numer. dos AC, e AB do reétangulo *, depois
s11. faça-fe hum rcétangulo com a linha DE,

~



5 I9 Defta propoíição fe fegu~, que
havendo muitos rectangulos, cujas ba-
·res, e alturas íejão defiguaes, fe po-
dem reduzir á mefma altura, e depois
fazer hum fó igual a todos juntos, dan-
do lhe por bafe huma linha igual á fom-
ma de todas as bafes, e a altura com-
mua. c o R o L L A R I o II.

520 Como todas as figuras reélili-
neas fe podem reduzir a triangulos, e
de cada triangulo fe pode fazer hum
rêélangulo, fegue-Ce também que dan-
do-fe a mcfma altura aos reélanglllos,
que procedem de cada triangulo , fe

po-
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e com a quarta proporcional achada,
efte re8:angulo ferá igual ao reélangu-
lo BC.

D E M o N S T R A ç Ã o.

No reélangulo GH o lado FG he
igual á proporcional achada, o lado .
FH he igual aDE: 108:0 teremos FH:
AC:: AS: FG: logo FGxFH==ABXTom. I.
AC. * O O.S.2 D. lO Numer,

""-' 20:•.
C o R o L L A R I o I.
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poderao reduzir todos a hum fó, c fa-
zer hum quadrado igual a huma figu-
ra reétilinea , compofta de hum gran":
de numero de lados, como tambem á
fomma de muitas figuras rcétilineas ,
pois não ha mais que buícar huma meia
proporcional entre os lados do reélan-
guIo igual á figura reétilinea propoíta,
ou á fomma das figuras dadas.

E S c H o L 10.

;"1 Toda a theorica das razões das
nguras femelhantes, e não íernelhanres
hc fundada nas propofições, que aca-
bamos de demonítrar ; mas como todas
as figuras geometricas, redas , ou cur-
vas fe compõem de triangu los, para
fazer efta parte mais completa accref-
centarem08 dons theorernas acerca das
propriedades dos rriangulos , coníide-
rados a reípeito das fuas íuperficies ,
cujo conhecimento não póde deixar de
fer muito util na Geometria prática.
O primeiro, que tirei de hum livro de
Mr. Scooten , Commentador de Geo-
metria de Defcartes, e que fe não en-
contra em livro .algum de elementos,

fe
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fe pôde contar entre as propofições
mais geraes , que fe dão ácerca das ra-
zões dos triangulos. Eu teria começa-
do por efta propofição o tratado das
razões das figuras geometricas, e de-
duzido della todas as mais propoíições,
que acabamos de demonftrar , fe ifto
me não obrigára a fazer huma mudan-
ça mui confideravel, e julguei melhor
tratallo aqui em poucas palavras, pois
p6de fervir de confirmar os principi-
antes nefta parte, que he abfoluramen-
te neceffaria para comprehender o mais
que fe fegue. Tambem defta propoíl-
ção fe pode fazer hum grande ufo na
Geodefia, ou divisão dos campos. Não
ha coufa, que mereça mais a noíla at-
tenção, como a fimplicidade, com que
Mr. Scooren revolve muitos problemas,
que fem o foccorro defta propoíição pa-
recerião muito embaraçados. O feglln-
do theorema dá o modo de achar a fil-
perficie de qualquer rriangulo , de que
fe conhecem os trez lados. Já vimos
que éíle conhecimento bafla para achar
a .fu_perficie, pois os trez lados deter-
nunao a perpendicular, que fe deve

muI.
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multiplicar por metade da bafe para
.. Numa, ter a area do trianguJo. *
~8.9.

P R O P O S I ç Ã O . XVII. f

T H E o R EM A.

. 5''-2 Dous triangulos, quaefquer
Figura 22; que fejão , BAC, DEF, que tem hnrn
J: Z,J. angulo igual A, e D, comprehendido

entre quaefquer dons lados, são entre
fi como os produélos dos lados, que
comprehendem o angulo igual.

D E 1\1: o N S T R A ç Ã o.

Sobre o ladoAC do triangulo BAC
fe tome a parte AH=DF, e [obre AB I
a linha A L=DE, rirern-fe as rcêtas
LH, BH, os triangulos LAH, EDF
tendo pela hypothefe hum angulo igual
comprehendido entre lados iguaes, pela
conílrucção são inrei rarncnrc igllaes * :
ifto fuppoílo os triangnlos AHL, AHB,
que tem o mefmo'vertice em H, e os
triangulos AB II ,. A BC, que tem o
mefmo vértice ern B, cftão entre fi na
razão das fuas bafes * , e teremos as
feguintcs proporções A H L : A H B : :

AL: .

"Numer.
39J·
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AL: AB, e ABH :ABC ::AH :AC: lo':'
go multiplicando eílas duas proporçóes Tom. r.'
ordenadamen te *, ferá ALH X ABH: •Numcr;
ARB X ABC:: ALxAH , ou EDxDF :: :U).
ACxAB ; e dividiqdo·os dous primeiros
termos pela mefma quantidade ABH,
e pondo em lugar do triangulo ALH T m r
o [eu igualDEF, teremos * DEF:ABC:: •~lll;"e;.
EDXOF:ABxAC.02S.2D. 234.

OUTRA DEMONS'fRAÇÃO.

Dos verti ces B, e E de cada hum dos
triangulos fe tirem fobre as bafes AC,
DF as perpendiculares BK, EM ; fen-
do os triangulos proporcionaes aos pro-
duetos das bafes por metade da altura,
o Ierão também aos produélos das ba-
fes pelas alturas, e ferá ABC: DEF:
ACxBK: OFXEM; mas os triangu-
los ABK, DEM são femelhantes por
terem, além do angulo rcélo , hum an-
guIo igual em cada hum, iílo he , o an-
guIo A do primeiro igual ao angulo D
do fegundo * rlogo AB :DE ::BK :EM; • Numer,
e multiplicando os dous antecedentes 40J.

por. AC, e os dons confequenres por !~m.L
DF, ferá * AB><AC:DExDF .:BKxAC: l1.)~mcr.

E 1
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.. Numer.
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EM ><DF ; mas acabamos de molhar
queABC:DEF ::ACxBK:DFxEM:
logo *ABC: DEF ::ABxAC: DExOF•
O !1S.2D.

COROLLARIO I.
;23 Segue-fé das duas precedentes

demonfrrações que também a propoíi-
ção he verdadeira, no cafo que os an-
gulos dos dous triangulos fejão íupple-
mento hum do outro. Para fe provar,
continue-fé a linha DF para G, de mo-
do que GD==DF, e tire-fe EG, os
triangulos G E D , O E F, tendo bafes
iguaes, e o vértice no mcímo ponto,
ferão iguaes em Iuperficie *: logo fen-
do ABC:DEF: :ABXAC:DEXDF,
ferá tarnbern , pondo em lugar do tri-
angulo DEF o [eu igual GDE, e em
lugar de DExDF o feu igual DExDG,
AtlC: GDE ::ABxAC :GDxDE.

C o R o L L A R I o I[

;24 Como os paralIelogramos são
duplos dos triangnlos da mefma bafe,·
e da rnefma altura, feguc-Ie que quaef-
l}Uer dous parallclogramos , que tem

hum
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hum angulo igual, ou he fupplemento
hum do outro, são entre fi como os
produélos dos lados, que comprehen-
dem efte angulo.

C o R o L L A .R I o III.
)2) Se os lados, que comprehen-

dern o angnlo igual, são reciprocos,
ifto he, [e tivermos efta analogia AB:
DE:: DF: AC, os rcélangulos ABXAC,
e DExDF são iguaes : logo os rrian-
'gulos, ou os parallelogramos , que ef-
tiverem na razão deftes reaangulos,
ferão tambem i'guaes, do que fe vê que
o Art. 396 he corollario mui fimpies
defta propoíição : póde-fe logo geral-
mente eftabelecer que dous triangulos,
ou dous parallelogramos são iguaes ,
quando tem hum angulo igual, ou an-
gulos , que são complemento hum do
outro entre lados recíprocos.

C o R o L L A R I o IV.
;26 Defta propoíição fe podia tam-

-bem deduzir a propriedade cornrnua a
todas as figuras-femelhantes de ferem
entre fi como os quadrados dos lados

ho.
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homologos ; porque fendo as figuras fe-
melhanres , compoílas de triangulos fe-
melhantes , e tendo os trianglllos ferne-
lhantes os lados homologos proporcio-
naes , os que contiverem angulos iguaes
ferão homologos : logo por ferem os
triangnlos entre fi como os produélos
deftes lados , ferão tambem na razão
dos quadrados dos mefrnos lados, por-
que he evidente que [e AB :AC ::DE:
DF, ferá tamhern AB :AB :: DE: DE:
logo multiplicando ordenadamente, fe-
rá AB2 :ABXAC:: DE2 :DExDF*; e
al ternando AB2 : DE2 :: ABxAC : DE X
DF * ; mas pela prefenre propoíição
ABC: DEF ::ABxAC: DExDF: logo
fendo os triangulos femelhantes, íerã
ABC: DEF:: AB2 : DE2.

C o R o L L A R I o v.
Figura 22. ;27 Póde-Ie tambem ufar defta pro-

poíição para achar hum triangulo ALH,
que com hum lado determinado AL fo-
bre o lado AB do triangnlo ABC te-
nha com o triangulo ABC hurna certa'
razão. Por exemplo: fe fc quizer o rri-
àngulo A L H a terça parte do trian-

gu-
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guIo ABC, feja AB::::a, AC==b, AL
== c, e AR ==x, pela prefente propofi-
ção fera ab:c.x::3:I: logo3c.x::::ab; edcf-

" 'rom. J.
embaraçando a incognita, ferá x=~* , ·Numer.

) '" 2.94·
fegue-fe que para ter x fe deve bufcar
hurna quarta proporcional ás linhas
3AL, AB~ AC, porqu~ da equação Tom. I••
3CX =ab fe trra a proporçao F:a::b:x. * "Numer.

lU.
A D V E R T E N C I A.

Para facilitar a intelligencia da fe-
guinte propoíição , que para os prin-
cipiantes fcrá hum pouco embaraçada,
vamos explicar nos dous lemmas fe-
gllintes tudo o que he neceffario fa- ,
ber-fe para fe comprehender facilmen-
te.

LEMMA I.
P R o B L EM A.

-..tz. 8 Infcrever hum circulo DF E Figura ::"4-
em hum triangulo B A C.

Facilmente íe vê que tudo fe reduz
. a achar dentro no trianguIo hum POll-

to G. que feja tal, que abaixando del-
le fobre cada lado as perpendiculares

GD,
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GD , GE ,GF , eftas linhas íejão iguaes
entre fi; porque eftando o ci rculo in-
fcripto no triangulo , cada lado ferá
hum a tangente defte circulo, e por
confequencia perpendicular á extremi-
dade dos raios GD, GE, GP. Por hum
pouco fupponhamos que o ponto G he
. o que fe bufca, e que eílejão tiradas
as perpendiculares GD, GE, GP aos
lados AB, AC , BC, já vimos * que as
partes AE, AD das tangentes compre-
hendidas entre o ponto A, em que fe en-
contrão, e os pontos E, e D do contado
são ignaes entre fi; mas as reélas EG,
D G são tambem : logo os triangulos
reaangulos AGD ,AGE são totalmen-
te iguaes , pois os trez lados de hum
são iguaes aos trez lados do outro *: lo-
go os angulos EAG, OAG são iguaes ,
e por confequencia o centro do circulo
fe achará em alguma parte da linha AG,
que divide o angulo BAC em duas par-
tes iguaes. Do mefmo modo fe moítra-
rá que os triangulos reé1angulos BEG,
B F G são ignaes, c que o centro do
circulo fe achará na linha BG, que di-
vide o angulo BAC em dons igualmen.

te:
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te: logo ferá no ponto da interfecção.
das linhas AG, BG: aflim para ter o
centro G bafta dividir quaefquer dous
angulos A, e C, ou tambem A, e B,'
cada hum em dons igllaes; e o ponto
G , em que fe cortarem as linhas da di-
visão, ferá o que fe bufca: abaixando
pois defte ponto a perpendicular G D
fobre o lado AC , teremos o raio, com
que fe defcreva o circulo, que fe pede.

LEMMA II.
S'19 Suppondo tudo como no pro-

blema precedente, fe fe continua o la-
do AB, e fe toma BK ==FC, digo pri-
meiro, que a linha A K ferá igual á
fimifomma dos trez lados : fegnndo,
que AK ferá a fomma das trez differen-
ças da fimifomma dos trez lados a ca-
da hum dos mefmos lados.

D E M o N S T R A <t A o.

Primeiro. Pois temos AE==AD, e
DE=BP , De=CF , a fomma dos trez
lados ferá ,.AE+zBE+1CF, ou zAE
+2BE +zBK, por fer BK == CF pela
conítrucção : logo a fimifomma dos rrez

la..
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lados ferá AE+EB +BK ==AK. O 2
s. 2 D.
. Segundo.~or fer AK igual á femifom-
ma dos trez lados, he evidente que
BK he o exceffo da femifomma ao lado
AB. Tambem AE he o exceífo da fe-
mifomma a :SE+ BK, ou ao feu igual
BF + FC, ifro he , o lado BC; e final-
mente BE he o exceffo da femifomma
a BK + AE, ou aos feus ignaes DC+
AD, ou ao terceiro lado AC: logo AK
he a fomma das trez differenças dos trez
lados á femifomma dos mefmos lados.
O Q s. 2 2.° D.

530 Tambem [e deve notar que o
triangnlo BAC eftá dividido pelas li-
nhas HG, GC, GA em trez trianguJos
AGC,AGB, BGC, que todos tem por
altura o raio do rnefmo circulo: logo
a fuperficie deíte triangulo [erá igual
á fomma dos trez triangulos, ifto he ,
haverá eíla igualdade BAC = ~B X EG
+~XGE _I-BC X GE ==AB+AC+BC

222

XGE == AK XGE. Efta reflexão he ab-
folutamente neceffaria para a intcllí-
gencia do [eguintc theorema,

PRO-
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P R O P O S I ç Ã O XVII!.
T H E O R E M A.

nI A fuperfície de hum triangu- Figura l41
lo, qualquer que íeja , por exemplo a
do triangulo B A C, he igual á raiz
quadrada de hum produflo de quatro
dirnensões , feito d{tfõb,ma dos trez
lados pelas differel),2s de cada hum
dos lados á mefr{rá1õmma.

D E M o N S T R A C; Ã o.

Sobre o lado BC Ie tome huma par-
te BM igual á linha FC, e ficará CM
igual a BF, tirando das linhas iguaes
a parte cornmua F.M : continue-Ie o la-
do A C , e fe lhe accrefcente a parte
Cl-I igual a BF, ou CM, e teremos
AH igual a AK, por ferem as partes,
que compõem efta linha iguaes: levan-
tem-fe dos pontos K, 1\11, H fobre ca-
da huma das linhas, que lhe correr ..
pondem, as perpendiculares KI, MI,
HI, que [e encontrarão todas em hum
10, e no rncfmo ponto I, e ferão to-
?as ignaes entre fi, porque B M he
19ual a BK; e tirando a linha BI , os
T0111.11. L tri-
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triangulos reélangulos BMI, BKI fe..
rão iguaes , por quanto tem, além do
angulo reélo, dous lados reípeéliva-
mente iguaes, que são o lado M B
igual a BK , e o lado BI commum:
logo o lado KI ferã igual ao lado MI.
Do mefmo modo [e moílra MI igual
a HI, pois as linhas CM, e CH são
iguaes : depois fe continuará a linha
AG, que tambem irá ao ponto I, co-
mo he evidente, por ferem os quadri-
lateros AEGD, AKIH feme1hantes,
pois as linhas GD, GE são ignaes en-
tre fi, e parallelas ás linhas IH, IK,
também iguaes entre fi ; e as linhas
AD, AE tambem são ignaes entre fi,
como tambem as linhas AR, AK.

Suppoíla efta conílrncção , facilmen-
te [e vê que os quadrilateros EGBF,
l\tlBKI são femelhantes, por ter cada
hum dous angulos reélos , e os lados
EG, FG iguaes entre fi, do rnefmo mo-
do ql1e os lados B K, B M; o angulo
EBF do primeiro igual ao anglllo em
I do fegundo , pois cada hum delles
he o Iupplemenro do mefmo angulo
KBM, e em todo o quadrilatero os

qua-

•
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quatro angulos valem quatro reélos ~
logo os triangulos GEB, BKI, que
são metades deftes quadrilareros , são
femelhantes, e com os íeus lados ho..
mologos fe póde formar eíra propor~
ção IK: KB : :BE : GE, do que fe fe..
,gne, por ferem iguaes os produélos
dos extremos,' e dos meios, I K X G E= BK XB E ; mas GE2: II{ XGE :: GE :
IK; e por ferem os triangulos AE G,
AKI femelhanres , ferá GE:IK::AE:
AK: logo GE2: IKxGE, 011 BKxBE::
.AE :AK; e tomando os produétos dos
extremos , e dos meios, fera G E2 X
AK= BK X DE X AE; e multiplican-
do ambos os membros defta equação
por AK, ferã GE2XAK.z=BKXBEx
AE X AI{, do que fe deduz, tornan-
da a raiz de huma, e outra parte dos
membros da equação GE X AK, ou *a
fuperficie do triangnlo BAC=VBKxBE
X AE X AK; mas eftas fracções, que fi-
cão de baixo da radical, são as trez
differenças da Icrnifomma dos lados a
cada hum dos lados, multiplicadas pe-
la mefma femifomma AI{: logo a fu-
perncie do triangulo BAC he igual á

L ii raiz
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raiz quadrada de hum produélo de
quatro dimensões , feito da femifomma
dos trez lados, multiplicado pela dif-
ferença da mefrna femifomma a cada
hum dos lados. O 2 s.2D.

FIM DO SETIMO LIVRO.

NO..
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NOVO CURSO
DE

MATHEMATICA.
L I V R O VIII.

TRAT ÃO-S E AS PROPRIEDADES
dos corpos a refpeito da [ua [uperfi-

cie , e [olidez:

D E F I N I ç Õ E S.
I.

532. RISJUA hc hum [0- El\amp.u
lido terminado por
dous polygonos fe- Figura I.

~a."'11 mclhantes j uae ,e
~~~:D paraUclos entre fi, e

por tanto parallelo-
gramos, quantos são os lados do p~ .ly..
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lygono, que lhe ferve de bafe: tal he
o folido A. Chama-fé eixo do prifma
huma reéla , como CB, tirada do cen-
tro C do polygono, que lhe ferve de
bafe, ao centro B do polygono íupc-
rior : fe efta linha he perpendicular á
bafe do prifma, fe chama prifma refio;
e fe chama prifma obliquo, ou inclinado,
quando efta linha he inclinada fobre o
plano da bafe.

II.
5'33 Chama-fé cylindro hum folido

gerado pelo movimento de hum circu-
lo, que fe move parallelamente a .fi
mefmo por hurna linha AB: o circulo
inferior defte íol ido fe chama bafe do
cylindro , ou circulo gerador: a linha CD
tirada do centro do circulo gerador,
ou inferior ao centro do circulo íupe-
rior , fe chama eixo do cylindro : íe eíla
1inha he perpendicular ao circu lo in-
ferior, o cylindro fe chama reél:o ; e
fe efla linha he inclinada fobre a bafe,
chama-fé cyli11d1'O obliquo. Defta gera-
ção do cylindro fe fegue, que fe hum
cylindro fe córta por hum plano par-
rallelo á bafe do cylindro , o côrte re-

pre-

Figura 2.
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prefentará hum circulo, pois o circu-
lo gerador neceflariamente pairou por
eíte plano para gerar o cylindro,

IiI.
;34 Se de qualquer ponto A fóra

do polygono fe rirão as rectas AB, AC, Figura J~
AD, AE a todos os anguIos do poly-
gono, refulta hum íolido , que fe cha-
ma pyramiáe , cuja bafe he o polygono
dado, e fe termina por tantos triangu-
los, quantos são os lados do polygo-
no: os folidos reprefentados pelas fi-
guras 3, c 4 são pyramides: o ponto
A, de que fe rirão as linhas aos angu-
los da bafe, fe chama »ertice da p'yra-
mide : fe a bafe da pyramide he hum
polygono regular , a linha AH, tira-
da do centro H da bafe ao vértice da
pyramide, fe chama eixo da pyramide :
quando efte eixo he perpendicular á
bafe, a pyramide he reéta ; fe he obli ...
qua, he inclinada.

IV.
;3; Se o polygono, que ferve de

bafe á pyramide, he hum circulo, dá-
fe-lhe então o nome de pyramide coni-
ca, ou cone: pode-fé pois imaginar o

co-
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cone formada pelo movimento de hn-
~ Figura S. ma reda CA fixa em C, <]ue o feu ex-
I tremo inferior volta á roda de hum cir-

culo ADBA, fóra do qual eftá o pon-
to C. O circulo ADBA fe chama baJe
do cone, o ponto C uertice do cone, a
linha CE tirada do centro da bafe ao
vertice fe chama eixo: fe o eixo he per-
pendicular á bafe do cone, chama-fe
reão: fe o eixo he inclinado á mefrna
bafe, chama-fe cone obliquo. Eftes co-
nes são reprefenrados nas Fig. 5, e 6.

Tambem fe póde imaginar o cone
reélo formado pelo movimento de hum

- triangulo reélangulo A E C á roda de
hum dos lados do angulo reéto C E ;
mas o cone obliquo não fe póde fnp-
pôr formado pela revolução de hum
trianguJo obliquangulo á roda de al-
gum dos feus lados, e por iflo fe de-
ve preferir a primeira definição por
fer mais geral. V.

; 3 6 Chama- fe cone truncado reão
hum folido formado peja revolução de
hum rrapefoide reéhngulo, como FG
HI á roda de hum dos feus lados GF ,

que
Figura 7.
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que eitá entre os dous angulos rcélos,
Tambem fe põde dizer que o cone trun ..
cado he o que reíla de hum cone ABC,
depois de delle fe ter ti rado o peque-
no cone BOE, que fe cortou por hum
plano paralleIo á bafe do cone.

VI.
5' 3 7 A esfera he hum falido termi- Figura 8.

nado por huma fuperficie curva, a que
fe chama [uperficie esferica ; como AB
CD , dentro do qual ha hum ponto
chamado centro da esfera, do qual to-
das as linhas reélas tiradas á fuperficie
são iguaes entre fi. Pode-fé imaginar
a esfera gerada do movimento do fe-
micirculo á roda do diamerro , o femí-
ci rcn 10 gera o folido da esfera, e a fe-
rnicircumferencia a fuperficie da rnef-
ma esfera.

VII.
5' 38 Segmento esferico , ou porção

da esfera he hum folido comprehendi-
do de huma parte da fuperficie da es-
fera, e da de hnm circulo; ou huma
das duas partes defiguaes da esfera,
cortada por hum plano, que não paífa
pelo centro: fc o plano da fecção paf-

fa
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fa pelo centro da esfera, a divide em
dons fegmen.tos iguaes, a que chamão
bemisferios : póde-fe imaginar o feg-
mento esferico gerado da revolução de

.. hum fegmento de circulo á roda de hu-
ma linha, que divide a corda deite feg-
mento em duas partes iguaes, e lhe he
perpendicular.

VIII.
5'39 Chama-fé Zona huma parte

Figura ,. ABCD da íuperficie de hnma esfera,
terminada por dous circulos BC, AD
da mefma esfera parallelos entre fi.

JX.
Eaamp.IJ 5'4° O feãor da esfera he hum fo-

lido terminado em ponta no ccn no da
esfera, que tem por bafe huma parte

Figura 10. da fuperficie da esfera, como COH:
póde-fe imaginar o fcétor esferico co-
rno prod uzido da revolução de hum fe..
aor de circulo á roda de huma linha,
que paffa pelo een tro , e divide a cor ..
da em duas partes iguaes.
, X.

Pizura s r, 54I Orbe he hum corpo esferico ,
~ terminado por duas íuperficies esferi-

cas ccncentricas , huma concava, e ou-
• tra
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. tra convexa, como o corpo, que fe
comprehende entre as duas fuperficies
esfericas, huma convexa BeDE, e ou-
tra concava FGHT; do que fica claro
que o orbe he o refto, quando de hu-
ma esfera maior, como MCDE, fe ti-
ra outra menor concentrica FGHI. O
orbe fe póde conceber como formado
pela revolução de huma coroa á roda
do feu diametro,

5'42. Como hum orbe, v. gr. X, fe
póde conceber de huma groffura infi-
nitamente pequena, fegne-Ie que a es- Figura rr,
fera póde fer coníiderada como com-
pofta de infinitos orbes, de que o ma-
ior he a íuperficie da esfera, e o me-

. nor o que íe termina em o no centro
da esfera.

XI.
5' 4 3 Af1gulo [olido he o que he for- Figura \1.

mado de muitos planos, que Ie encon-
trão no mefmo ponto, como por ex-
emplo o angu lo E, que fe fórrna com
os planos BEA, AEO, DEC, BEC.
Para melhor comprehendcr efta defini-
ção, deve-fé coníidei ar o vertice das
pyramidcs, os cantos dos cubos, e dos

pa-
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parallelipipedos, que são angulos fo-
Iidos ": Para formar hum angulo íoli-
do, sao precifos ao menos trez planos,
affim como para fe formar hum angulo
plano fe precisão duas linhas •

....
PROPOSIÇAO I.

T H E o R E M A.

; 44 A fuperfícíe de qualquer prif-
ma reéro , [cm comprehender a fua ba- '
fe , he igual á de hum rctl:angulo, que
riveífe por bafe huma linha FG igual
á fomma dos lados da bafe do prifma,

Figura IJ. e por altura hurna linha GH igual á
• 14' altura DE do prifrna.

D E M o N S T R A ç Ã o.

Se o prifma reélo tem por bafe hum
exagono regular, Ierã comprehendido
por [eis reé.1:angnlos raes , como DH :
logo fc a linha FG igual á fomma dos
lados do polygono juntos, fcrá fex-
tuplo do lado AD; e como os reélan-
gulas BD, FH tem a mefrna altura, o
reéhngnlo FH ferã íexruplo do reélan-
glilo HD, e por confcquencia he igual
á fuperficie do prifma. O2 s.Q o.

Co.
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c o R O L L A R I O.

; 4, Como o cylindro tem por ba..
fe hum circulo, que fe póde coníide-
rar como hum polygono de infinitos
lados, fegue-fe qU,eo reébngulo, que
tiver por bafe huma reéla igual á cir-
. cumferencia do circulo, que lhe ferve

, de bafe ao cylindro, e por altura a do
cylindro, que fe fuppóe reél:o , ferá.
igual á íuperficie do mefmo cylindro.

Do mefmo modo fe demonftraria que
a fuperficie de qualquer prifrna reélo,
cuja bafe foffe hum polygono irregu-
lar, como quizermos, he igual á de
hum reé1:angnlo, que tivefle a meíma
altura do prifma , e a bafe foffe igual'
á fomma dos lados do polygono.

PROPOSIÇÃO II.
THEOREMA .

. _;46 A fuperficie de qualquer py-
ramide reéla , como ABC, he igual á Figura IS'
de hum triangulo , que tiver por bafe e 16.

hurna linha Gl igual á fomma dos la-
dos do poJygono regular, que lhe fer ..

YC
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ve de bafe, e por altura hnma linha
GH igual á perpendicular BF , tirada
do vertice da pyramide fobre hum la- I

do DE.
D E M o N S T R A c Ã o.

Supponhamos que a pyramide ABC
ED tem por bafe hum exagono regu-
lar, como fe fuppõe fer reéra , fera ter-
minada por feis triangulos iguaes ao
triangulo OBE: logo fe tivermos hum
triangulo GHI , cuja bafe HI feja fex-
tupla da bafe DE do rriangulo DBE,
e a altura folfe igual á do mefmo tri-
angulo, a fuperficie deite ultimo rrian-
guIo GHI fera íexrupla da do triangu-
Io OBE: logo ferá igual á fuperficie
da pyramide, fem comprehender a fua
bafe. O 2 s.2D.

541 Se a bafe da pyramide não foífe
polygono regular, a perpendicular tI-
rada do verrice da pyramide fobre ca-'
da lado não feria a mefma em todos os
triangnlos, ainda que a pyr armde foí-
fe reéta , e ifto fuccederia ainda no ca-
fo que a pyramide tiveíle por bafe hum
polygono regular, íenão foíle rcéta,

Ncf-
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N efres dous cafos fe deve bufcar -a fu-
perficie de cada hum dos triangulos
em particular, e a fomma deftas fn-
perficies ferá a fuperficie da pyramide.

C o R o L L A R I o.

5'48 Como hum cone reéto fe pôde
coníiderar como huma pyramide reéla
de infinitos lados, fegue-fe que a fua
fuperficie ferá igual á de hum trian-
gulo , que tivefle por bafe hurna linha
igual á circnmferencia do circulo, que
lhe ferve de bafe, e por altura huma
linha ignal ao lado do cone.

P R O P O S I ç Ã O III.
T H E o R E M A.

5'49 Os parallelipipedos , e prifmas
reélos eílão entre fi na razão compofta
das razões das fuas trez dimensóes,
ou como os produélos das fuas trez di-·
rnensões.

D E M o N S T R A <1 Ã o.

Já vimos que para achar a folidez
dos parallelipipedos era precifo rn~ll-

tI-



I76 Novoe U R S O

ti plicar O produélo das dimensões das
fuas bafes pelas alturas : logo fe ti-
vermos dous prifmas, dos quaes hum
feja A, e outro B , e as dimensões do
primeiro fejão abc , as do fegundo def,
o folido do primeiro prifma, ou o mef-
mo .prifma , ferá abc; e o Iolido do [e-
gundo prifma , ou o mefmo prifma, fe-
rá def : logo terá A: B:: abc : def; mas
a razão de abc a def he compofta das
trez razões de a a d ; de b a e, e de c
a f: logo os prifmas eítão entre fi em
razão compofta das ruas trez dimen-
sões , ou como os produélos das ruas
dimensões. O Q s. ~ D.

C o R o L L A R I O.

5' 50 Segue-fe tambem que a razão
dos folidos da mefrna efpecie Ie achará
multiplicando as fuas bafes pelas fuas
alturas: por íolidos da mefma eípecie
entendo, por exemplo, pyramidcs, co-
nes, &c.; porque ainda que não enfi-
naffernos o modo de achar a íolidez
das pyramides, e dos cones , iflo não
embàraça , para que aílentemos que ef-
ta depende dos produdos das fuas t~ez

di-
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dimensões ; porque fe para achar o fo-
lido de huma pyramide fe deve multi-.
plicar a bafe pelo terço, v. gr: ou pela'
metade da altura, he 'certo que para~
achar o Iolido de outra pyramide ram-.
'bem ferá precifo multiplicar a bafe pe-'
lo terço, ou metade da fua altura; af-
fim multiplicando do mefmo modo as
trez dimensões de huma pyramide ,- e
as rrez da outra, fe eítes prodnB:os não
dão a fua íolidez , ao menos' darão a ra-
zão, que tem as pyramides entre fi.

P R O P O S I ç Ã O IV. ,
T H E o R E M A.

,'551 Toda a pyramide AB CDE, Figura J1~'
v. gr. he O terço de hum priíma da meí- .,
ma bafe" e da mefma altura.

Suppondo a bafe AC fel" hum qua-
drado, chamaremos AD, ou D C a,
AH, ou EF b , c a perpendicular EG
~ a, pois he metade de IK, ou AD.
2

D J: 1\1 o N S T R AC; A o.

Imaginc-[c que do prifma AK fe ti-
ra a pyramidc AB C DE, o reüo são
-"Tom. II. M ou-
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outras duas pyramides taes como AHI
EB, que tem cada huma por bafe hum
dos reél:angulos AHIB da íoperficie do
prifma , e por altura hurna perpendi-
cular igual a EG. Ora [e multiplicar;
mos aa ; que he a bafe AC da pyrami-
de AEC, pela rua altura EF, que he
b , teremos aab produélo das trez di-
mensóes; e multiplicando tambem ab,
que he a bafe da pyramide AHEB, pe-
la altura EG, que he -;- a, ferã o pro-
duélo (I:" das trez dimensões : affim a

pyramidc .ABCDE he á pyramide AH
IEB, como aab he a (I:" : logo a pri-
meira he dupla da fegunda *, pois ef-
tas pyrarnides suo entre fi, como os
produélos das rrcz dimensóes; mas
como ha quatro pyramidcs iguaes a
{l"" r. f' r á 4"n" b-;-, a rua iomma ler -;-, ou z aa ; e

jun tando a cfta fornrna a pyramide AB
CDE=allb, teremos o folido inteiro
== 3aab: logo a pyramide AEC ferá o
tcr~o do foi ido , ou prifrna .reéto AK.
Ô U! S.Q: D. c-,.



DE MA T H EMA T I C A. 179 t

C o R O L L Á R I O I.
55''' Sendo a pyrarnide ABCPE o

terço do prifrna AK, fe fe cortar eíla
pyramide por hum plano BED, que
paffe pelo vertice E, e pelos angulos
oppoftos da bafe, efte plano dividirá
a pyramide total em outras duas pyra ..
mides iguaes , pois cada huma dellas
tem a mefrna bafe, e a mefrna altura:
logo fendo a pyramide total a terça
. parte do prifma total, Ierã a pyrami-
de triangular a terça parte do prifrna·
triangular; do que fe fegue, que qual-
qucr pyramide hc o terço de hum prif-
ma da mefma bafe, e da mefrna altu-
ra, porque hum prifma pentagonico,
por exemplo, fe pódc imaginar como
compofto de finco prifmas triangula-
res, e huma pyramide pentagonica
tambem como cornpoíta de finco pyra-
mides triangulares; c como cada huma
dellas he o terço do prifma corrcípon-
denre , a pyramide total fcrá também
o terço do prifma total.

"
~1ii Co.
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c O R O L L ·A R I O II.
5'5'3 Segue-fé defta propofição , que

para achar a íolidcz de huma pyrami-
de tal como ABCDE, que tem por ba-
fe hum quadrado, fe deve multiplicar
a bafe, ifto he , o quad rado AD pelo
terço da altura da pyramide , que he
a perpendicular CH, ou rambem rnul-
tiplicar a bafe por toda a altura, c to-
mar o terço do produdo,

C o R o L L A R I o lH.
Elbmp. '4 5'5'4 Se a pyrarnidc rcéla ACD fe
Figura IS. corra por hum plano FCG, que paf-

fundo pelo eixo íeja paralIclo a hum
dos lados da bafe, afecção ferá hum
triangulo Iíoccles FCG, do qual to-
dos os elementos, como IK, eftão cm
proporção arirhmerica ; mas como to-
dos eftes elementos são outras tantas
linhas iguacs aos lados dos quadrados,
que compõem a pyramidc, fegue-fe
que a pyramide fe compõe de hum nu-
mero infinito de quadrados, dos quacs
os lados todos cílão cm progrcfsâo ari-
thmctica ; c como para achar a Iomrna

def ..
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deftes quadrados fe deve multiplicar o
quadrado AD pelo terço da perpendi-
cular eH, pódc-fe tirar defte difcurfo
hum principio geral, e he, que fe ti-
vermos huma progrcfsâo arithmerica
infinita, compofra de linhas, das quaes
a mais pequena fe termine e 1 Q, a
fomma dos quadrados de todas eftas
linhas fe achará, multiplicando o qua;"
drado da maior pela terça parte da
grandeza, que expreffa o numero das
linhas, ou dos quadrados. Como a fe-
rie de numeros naturaes he .huma. fe-
rie de grandezas, que fe ailgnfentão
em progrefsão arirhmetica, pódc-Ie
por efta propoíição moftrar que a fom-
ma dos quadrados de todos os mime-
ros poffivcis, depois da ci fra até o in-
finito , he igual ao terço do cubo do
ultimo numero, que Ie póde imagi-
nar, ou também ao terço do cubo in-
fini to. r: •

A cornprehensão defte coroT1ario hc
de fumma irnporrancia , pois delle nos.

• havemos de fervir nas demon!yaçóes,
que fe feguem,

COo

1:11
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c o R O L L A R I O IV.
Figura I,. '5';'5' Segue-fe diílo , que para achar

a folidez de huma pyramide reél:aABC, '
que tem por ,bafe qualquer polygono
AC , fe deve multiplicar a bafe pelo
terço do eixo BD; porque como efta
pyramide he compoíta'de huma infini-
dade de polygonos íernclhanres á bafe ,.
é rodos eftes polygonos femelhamcs cf-
tão em razão dos quadrados dos feus •

,. Numer. lados homologos *, ou dos íeus raios,
'1.9). como EF , AD, os qnaes são os meí-

mos elementos do triangnlo ABD , pó-
de-fé dizer que eíles polygonos eílão
na razão dos quad rados das linhas de
huma progrefsão infinita arithmctica,
e confequentemente para achar o va-
lor ferá precifo multiplicar o maior po-
lygonó AC, pelo terço da perpendicu-
lar BD.

c o R o L L A R I o V.
Figura lI: 5',6 Como o cone ABC he com-

,ofto de' huma infinidade de circulos,
cujos raios são os elementos, como
EF , AD do trianglllo ABD, fegue-fe

que
•
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que eílando efles ci rcnlos na mefma ra-
zão que os quadrados dos fens raios *, •Numct~
ferá precifo para achar o valor de to- 4.96. .

dos eíles ci rculos , de que fe compõe
o cone, multiplicar o maior circulo AC
pelo terço da perpendicular BD, que
determina a rua quantidade.

P R O P O S I ç Ã O V.
THEOREMA.

~~7 Se tivermos duas pyramidcs
ABC, HIK, e a altura da primeira for Figura 1'.
igual á altura LO da fegunda, digo, c aQ.

que ellas Ierão entre fi na razão da ba-
fe AC á bafe HK.

Suppondo que a bafe AC reja hum
exagono regular, e a bafe KHhum qua-
drado, chamemos o lado MN a, a per-
pendicular DG b , o lado HI, ou lK c,
a al tura BD, ou LO â: ifto fuppoflo ,

a bafe AC ferá d (I: , ou 3 ab , a bafe.

KH ferá cc; e multiplicando eflas duas
bafes pelo terço da alrura , qllC he com-

ti (lH
mua , ifto he , por i' teremos 3J

va-



1'84 N o v o .C U R S O

] d .'. id ccâova or a primerra pyrarm c, e 7,
·'Numer: valor da pyramide HKL *: devemos
'HS·':,.'" ccd

_logo molhar que abd: -3 . :: 3ab :cc,

·D E M O N S T R A ç Ã o.

Efta proporção he evidentemente
boa, _pois o produélo dos extremos he
igual' ao produdo dos meios, porque

Tom. I. Ird
I"Numer. abdcc=i!!_!f.=abdcc. *' O !6 S. o. D.
!:tIO. • 3 -:-

C O R O L L A R I O.

5; 8 Sendo os cones pyramidcs de
huma infinidade de lados, fegue-[e que
quando tiverem a mcfma altura, cíla-
rão na razão das ruas bafes. O mefmo
ferão os prifrnas, e cylindros , que são
triplos das pyramides, ou cones da mef,
ma bafe, e da mefma altura; porque [e
as partes s50 entre fi como os todos,
reciprocamente os todos [crão entre fi
como as [nas partes do mefmo nome.

c . n

PR0-
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P R O P O S I ç Ã O VI.
T H E O R E MA.

..,. 1: •.,..

~;;9 Se tivermos dous prifmas X, Fig~ra 2i~
e Y, cujas bafes, e alturas fejão reei- e 2i·
procas, digo que são iguaes.

D E 1\1 o N S T R A ç Ã o.

Para fe demonftrar fupponhamos ab
a bafe do prifma x, cd a bafe do prif- 1. u'.

ma y, e a altura do prifma y; e1a al-
.tura do prifma x: iílo íuppofto , pela
hypotheíc temos ab : cd:: e if: logo abfT I

d
11. om .•

-: cc/e *; mas o primeiro membro ena" Nurner,
equação he o produélo das trez dimen- ZOl.

sões do priíma x, e o fegundo o pro-
duéto das trcz dimensões do prifma y :
logo cíles prifmas são igUlCS. O 2 S.
!2_:D. c o R o L L A R I O.

;60 Segue-fé deita propofiçao que
os cylindros, as pyramides, e os co-
nes, que tem as bafes, e alturas reei-
p.rocas, são iguaes entre fi, e a demonf-
tração hc a mefma precedente.

PRO ...
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P R O P O S I ç A O VII.r
T H E O R E M A.

Figura 24; - 5'6 I Huma pyramide truncada, v.
gr. ABEH, he igual a hum a pyrarni-
de, que tivefle por bafe hum plano
.igual aos dons quadrados BE, e AH
juntos, e mais hum plano, que foffe
meio geometrico entre eftes dons qua-
drados, e por altura o eixo ·FG.

Figura 2). Confiderando a figura H~IL como
córre de huma pyrarnide truncada,
cortada por hum plano perpendicular
á fua bafe, e que paflafle pelo feu ver-
tice , e o triangnlo HMI como o corte
da pyramitlc inteira, chamemos ao la·
do AD a,.KL, ou Be b, o eixo .MG
c, e o pequeno eixo l\lF da pyramide
KML d; affim o eixo da pyramide trun-
cada ferá c-d, e teremos Ila+bb-t-ab
por bafe da pvramide , que 'lucremos
demonílrar , igua1 á pyramide trunca-
da , porque ab he meio proporcional

-Numer. entre (la, e bb *: affim falta provar que
So6. o produélo de aa+bb+ob por c J ,1,

h (lne+hk+ flue - nOll_ ~Útl - n~ 1 hque e ) , e
igual ao folido da pyramidc truncada. .

DE.
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D E M O ~ S T R Â ç Ã O:

A pyramide truncada he igual á dif..
ferença da pyramide inteira á pyra-
mide , que fe cortou: o folido da py-

ramide inteira HMI he a;c , ~ peque-
id h fJód • dna pyraml e c -J-; e tiran o a pe-

quena da 'maior, a differença ferá o

1 d id d aae_vÓtlva or a pyraml e trunca a J '

o que deve fer igual ao produêlo
alie +"{,e+nóc - nnd - õH - nM O que dá

J '

ft
_, ane - ól>tl- nne + óóc -I- abc - ande a eql1açao• J . J

_uM --11M r d d--- , que ie eve emonftrar.

Por ferem os triangulos HMI , KML
.femelhantes, ferã Ri: KL:: MG: MF, T I
ou a: b;: c: â ; o que dá ad=bc *: pondo •~:ne;.
pois bc em lugar de ad no quarto, e lO::
Iexro termo do fegundo membro da
equação, teremos efta nne -; õM =nllc +:óc

±~-~-m-lli l' d3 , na qua trran o os
ter-
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termoS , que fe dcílroern , teremos
llOc_úúd=aac_uM O Q o n D, • .tJ.~.

} j

COROLLARIO 1.
. ;62 Segue-fé deita propoíição , que
para achar o valor de huma pyrarnide
truncada, fe deve multi plicar o lado
da bafe inferior deita pyramide pelo
lado da bafe íuperior para ter o plano
ab meio entre os dous; c juntando a
efle plano a íomrna das duas bafes in-
ferior ,. e fuperior , multiplicar .tudo
pelo terço da perpendicular FG.

No TA.

,63 Se a bafe da pyramide não fof-
fe hum quadrado, para achar o plano
media feria prccifo multiplicar os dons
planos hum por outro, e extrahir a

. raiz; mas e.fte plano fe pode achar de
outro modo mais íimplcs , que vamos
rnoílrar. Supponhamos 9ue a bafe da
pyramide he hum pentagono regular,
a bafe íuperior da pyramide Ierd ram ..
bem hum penragono regular fcmelhan ..
te ao da bafe inferior, porqu~ a pyra-

. l1lÍ-
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mide fe íuppõe cortada por hum plano
parallelo á bafe: feja 'la o contorno do
primeiro polygono , e b a perpendicu- "
lar, que mede a altura do rriangulo :
feja também 2C o contorno do polygo-
no, que hc bafe da pyrarnide, que fe
cor tou , e d a perpendicular, que me-
de a altura de hum triangulo, a fuper-
ficie do primeiro polygono ferá mera-
de do circuito multiplicada pela altu-
la de hum triangulo ;' do mefmo modo
a fllpedicie do fegundo polygono, ou
da bafe Iupcrior , ferá a fna perpendi-
cular multiplicada por metade do cir ..
'cuiro .: Jogo a bafe inferior ferá oh, ItNllmc:r.
e a bafe fuperior ferá cd : multiplican- 484.
do eftas duas fuperficies huma por ou-
tra, o produélo lerá abcd ; cuja raiz da-
rá o meio entre as duas bafes; mas fen-
do cíles polygonos fcmclhantcs, os [cus
contornos, ~11 metade delles Ierão en-
~re , fi clomo as perpel1fcdicL~bresd: lbogo 'rom. II
lera a » ::C:d, do que e tira a == c *: ,.Nurner,
logo fe no produélo abcd fe põe em ln- 201.

gar de bc o produéto ad ; que lhe he
igual, o quadrado do plano meio geo ..
metrico entre as duas bafes íerã aadd ;

cu..
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cuja,raiz ad. fe p6de logo conhecer, e
ferá o mefmo plano geornetrico: do
que íe fegue , que para achar hum po-
lygono femelhante a outros dous po-
Iygonos femelhantes entre fi , o qual
feja meio geometrico entre eftes dous
polygonos, fe deve multiplicar meta ..
de do circuito do maior pela perpen-
dicular do outro, ou metade do circui-
to do menor pela perpendicular do ma-
ior. Infifti neíla reflexão, porque dá
hum methodo mui facil de achar hu-
ma fuperfi.cie media geomctrica entre
duas fuperfi.cies femclhantcs, e que fe
não acha nos outros elementos. Por
exemplo: para achar hum circulo meio
geometrico entre dous circulos dados,
cujos raios são a, e b ; as circurnferen-
cias 2C, e 2d, o circulo medio íérã-ou
ad ; ou bc ; que fe acha logo', fcm fel'
preciío extrahir raizes.

C o R o L L A R I o II.
S' 64 Como hum cone truncado fe

compõe de huma infinidade de circu-
los, que todos eílão na razão dos qua-
drados, que compõem huma pyramide

trun ..
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truncada, fegue-fe que ,para lhe achar
a folidez fc deve bufcar hum circulo
medio entre os dous circulos oppoítos ,
e ajun tar efta em fomma com os dons
circulas, que fervem de bafe, e mulri-:
plica~ tudo pelo terço d? 'eixo compre-
hendido entre os dous círculos. O mef-
mo fe deve entender de qualquer ou-
tra pyramide truncada, ou a bafe feja
regular, 011 irregular ..

LEMMA.

;6, Huma linha meia proporcional
entre as partes EG', e GF do diarne- Figura :~
tro EF de hum circulo, Ierã o raio de
hum circulo igual á coroa X.

D E 1\1 o N S T R A G A o.

. Pela natureza do circulo GH * h'e "Numer.
meia proporcional enrre as partes EG, 4U·

GP do damerro ; e por fer o triangulo
I.XiH retlangulo, teremosGH2= lJH2

- DG2 .; e como os circules eflão na- Nl1mcr.
mejma razão que os quadrados dos feus 4°.1-
raios, ferá o circulo de GH igual ao
circulo de DH, menos o circulo de
DG; mas a coroa tambern he igual á

d1E-
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tli.fFerença dos dous circulos deícripros
com o raio DH, e com o raio DG:.
logo a coroa he igual ao circulo, cujo
raio he GH, 0\1 de hnma linha meia
proporcional entre as partes do diame-
troo

PROPOSIÇÃO VIII.
T H E o R E 1\1 A.

Figura 27; ;66 Se tivermos huma meia esfera:
AED infcripta. cm hum cylindro AB
CD, digo que a meia esfera he igual
aos dous terços do cylindro,

Conrinue-Ie o diametro BC para F,
de forte que BF feja igual aBA, e ri-
re ..fé a linha FA, que dará o triangu-,
lo Ifocele ABF.

.r

D E M o N S T R A ç Ã o.

Se fefupp6em a meia esfera, e o cY-'
lindro cortados por hum plano GL pa-
rallelo á bafe AD, cfta Iccção formará

. a coroa GH: abaixe-Ie do ponto H a
perpendicular HI fobre o diarnerro AD,
que pelo lemma precedente fcrá o raio
do circulo igual á coroa GH, pois he
meia proporcional entre as partes \.~I ,

in,
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10 *, ou GH, HL, que lhe são iguaes; •Numer.
mas como as linhas HI, GA, GK são 4H·,
iguaes p -Ia conílrucção , Iegue-Ie qu~
a coroa GH ferá igual ao circulo, cu-
jo raio for a linha correípondenre GK,
que he hum dos elementos do triangu-
10 ABE; e como o triangulo fe com-
põe de tantos elementos, quantas co-
roas ha no eípaço en tre a meia esfera,
e o cylindro , fendo a Iornrna das co-
roas, e dos elementos expreffada pela
linha BA, fcgue-Ie que todos os cir-
culos, cujos raios forem os elementos
dos triangnlos em íomma são igllaes
a todas as coroas; e como para achar
o valor de todos eíles círculos he pre-
cifo multiplicar o circulo do maior ele-
mento E pelo terço da linha BA *,·Numcf!
para achar a Iomma de rodas- as coroas Ss6.
terá prccifo multiplicar a maior B, _que
he o circulo, qúe ferve de bafe ao cy-
lind ro, pelo terço da linha AB, aItu-
m do cylindro ; do que fe regue que

, em fomma são ignaes ao terço do cy-
Iindro , e que por confequencia a meia
esfera he os dons terços do cylindro. . ..
OQS.2D.

r 'om.H, N COo
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C O R O L L A R I O I.
~67 Pois a meia esfera he os dons

terços do cylindro , em que eIla eftá
'igura 27· infcripta, ifto he , da mefma bafe, e

da mefrna altura, Iegue-fe que para
achar a folidez fe deve multiplicar o
feu maior circulo AD pelos dons ter-
ços do raio ME.

C o R o L L A R I o II.
;6g Sendo a meia esfera os dons

terços de hum cylindro da mefrna ba-
fe, e da mcíma altura, ferá a esfera
os' dous t~rços do cylindro , que tiver
pO'l' bafe' o circulo maximo da esfera,
e a altura o diametro: affim para achar
a folidez de huma esfera, deve-fé mul-
tiplicar o .circulo rnaximo pelos dous
terços do diamerro , ou também mul-
tiplicar o circulo máximo pelo diame-

. tI'O , e tomar os dous terços do pro-
duélo.

C o R o L L A R I O III.
Figura :8. ;69' Se imaginarmos o quarto de

circulo compofto de hum numero i~fi-
nl-
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nito de elementos, como DE, vere-
mos que fe o quarto do circulo fe mo-
ver á roda do raio AS, defcreverã hu..
ma meia esfera como X, que ferá com.. Figura 'Jf~
pofta de huma infinidade de circulas,
dos quaes todos os elementos do quar-
to do circulo ferão raios; e como eftes
circulas eítão na mefrna razão que os
quadrados dos feus raios *, e para achar" Numer.
o valor de todos os circulas, cujos ra...~96.
ias são os elementos do quarto do cir-
culo, fe deve multiplicar o circulo ,
que tem o raio maior Be, pelos dous
terços do Cemidiamerro AB *, fegue-íe ~Nllttltr~
que para achar os quadrados de todos S'7~
os elementos do quarto do circulo AC,
he prccifo multiplicar o quadrado do
maior elemento pelos dous terços da
linha AS, e gue defte difcurfo fe pó-
de tirar efte principio geral: Qye em
hnma ferie de elementos infinitos 'do
quarto do circulo a fornrna de todos
os elementos fera igual ao produéto
do quadrado do maior elemento, ifto
hc , d? raio pelos dous terços do mef-
mo raio,
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PROPOSIÇÃO IX.
THEOREMA,

c 570 A folidez das esferas eflão en-
tre fi na mefma razão que tem os cu-
bos dos feus diametros.

Figura }O, Chamemos o diametro AB a, a fila
circumferencia b ; o diarnerro CD c,
a fua circumferencia d , a fuperficic do
circulo maximo da primeira esfera ferá

~ , pois para a fuperficie do circulo fe

deve multiplicar metade da circumfe- I

,. Numer, rencia. pelo raio *,' do mefmo modo a
~86.

fuperficie do circulo maximo da esfera

fegunda he c: : depois multiplicando

cada huma doítas fuperficics pelos dous
terços do feu diarnctro , teremos 2a'lh,'2

(l2[, r Iid d " c• Numer, OU 6""' J.O 1 O a pnmeira esrera * , e
~61.

, c2d
pela mefma razão -6 folido da fegun-

da esfera: devemos agora molhar que
lia" ,ccd
T'ó::ai:c1•

Dt.
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D E 1\1 O N S T R A ç A o.

Baila moftrar que o produélo dos ex-

tremos deftes quatro termos aa: : c~d ::

al : cl he igual ao produélo dos meios,
ifto he , que nabe! == asccd : como os

6 6
diametros dos circulos tem a mefma
razão que as circumferencias * , .ferá ..Numc:i)
a: b : : c: d , do que fe tira ad == bc; e 481~
pondo ad em lugar de bc no primeiro
membro da equação precedente, ferá,
multiplicando tambem cada membro
por 6, aaadcc z; aaadcc. O 2 s.2 D.

D E F I N I ç Ã o. '

571 Chamao-fe corpos, ou folidos
fcrnelhantes aquellcs , do qual todas as
dimensões são proporcionacs , como,
por exemplo, duas pyramides são fe-
melhantes , quando cada hurna qellas
tem por bafe polygonos fcrnelhantes,
c que os feus eixos eftâo diípoílos .do
mefmo modo a refpeito do plano da fna
baíc , e são proporcionaes aos feus ra-
lOS, C aos 1ad9s homologas das bafes

fc..
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femelhantes, pois he precifo fazer re-
flexão que os eixos das duas pyramides
podem íer , como tambem as alturas,
proporcionaes aos feus raios, ou aos
lados homólogos das bafes fernelhan-
tes , fem que eílas pyramides fejâo cor-
pos femelhantes , como íuccederia fe
huma das pyramides foflc reéla , e a
outra obliqua. '.

e o R o L L A R I o.

~72 Da definição precedente, e da
ultima propoíição fe fcgue , que todas
as pyramides , prifmas, cylindros , ou
cones fernelhanres são entre fi como
os cubos das dimensões homologas,
por exemplo, dos [cus eixos, das ruas
alturas, ou, como [e explicão os Gco ...
merras , na razão triplicada das dimen-
sões homologas.

A D v E R T E N C I A •
•

Poderia fucccder , como já adverti-
mos, que dons corpos, que tem bafes
femelhantes, foffem entre fi como os
cubos das fuas alturas, fem que'daqni
fe pudeíle concluir que elles foífem fe-

me-
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melhantes. Imaginemos dous prifmas,
que renhão cada hum por bafe penta-
gonos íemelhantes , e as altu ras pro-
porcionaes aos lados homologas deites
pentagonos, mas o primeiro reélo , o
fcgundo obliquo: feja z a o circuito da
bafe do primeiro, b a perpendicular,
que mede a altura de hum dos trian-
1?ulos da bafe, e a altura do prifma,
Tambem feja zd o contorno do poly-
gono, que ferve de bafe ao fegundo
prifma, F a altura de hum triangulo,
e g a al tu ra do prifma, a folidez do
primeiro ferá ave, a do fegundo dj/(,
pois fe deve multiplicar a bafe de cada
hum pela fua altura, e teriamos abe:
tifg ::a1 : dJ, o que facilmente fe prova,
moftrando o produélo dos extremos
igual ao dos meios, ou abcd: == dfgaJ ;

pois como os polygonos , que lhe fer-
vem de bafe, são femelhantes, os Ieus
contornos, ou metade delles são pro~
porcionaes ás perpendiculares, que
medem as alturas dos triangulos: lo-
go a: b :: d: f: logo af == bd ; e porque
as alturas deftes prifmas são propor-
cionaes aos circuitos das bafes , ferá

a:
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a:c::d:g: logo ag=.cd; e fe no pri-
meiro membro da equação, que per-
tendemos provar, puzermos af em lu-
gar de bd; e ag em lugar de cd , tere-
mos efta a'dfg=a'dfg, o que molha
que efles prifmas eflão entre fi como
os cubos dos 1ados das filas bafes, ou
dos feus raios, ainda que não fejão fe-
melhantes: logo he verdade dizer, que
quando dons folidos são femclhantes ,
eílão entre fi como os .cubos dos lados
homologos, das fuas bafes, ou como
os cubos das fuas alturas; mas de dous
folidos eílarem entre fi, como os cu-
bos dos feus lados homologos, ou das
fuas alturas, não fe regue que fcjão
femelhan teso

Suppuzemos nefta reflexão, e no que
a precede ,que hum prifrna obliquo he
igual ao produélo da fila bafe pela fua
altura, ou, o que vem a fer o me fino , •
que dous prifmas são iguaes, quando
são comprehendidos entre dous planos
paralIelos. Para fe convencer deita ver-
dade bafta fazer reflexão, que hum prif-
ma póde fer gerado do movimento de
hum parallelogramo, que fe move pa ..

"
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rallelamente a fi mefmd ; e como os pa- UllJVI"

rallelogramos inclinados são ignaes ao
reélangulo da mefma bafe, comprehen-
dido entre as mefmas parallelas ,fe- ~: lJ;1 .

gue-íe que os prifmas reétos , e obli-
quos, gerados pelos movimentos def-
tas fuperficies, íerão tambem iguaes,
pois as íuperficies geradoras são iguaes,
e correm omefrno eípaço parallelamen-
te a fi mefmas.

....
PROPOSIÇAO X.

T H E o R E M A.

573 A fuperficie de huma meia es";'
fera he igual á do cylindro A B C O, Figura 31~

na qual eftá infcripta. e 31·

Suppondo que o cylindro AC, e o
cone GHI tem a mefma bafe, e a mef-
ma altura , chamemos a ás linhas iguaes
FE, FD ,KI, KH , e b ás circumteren-

das AD, G I: iílo fllppoftO, f~rá a;
O valor do circulo AD, ou GI *, que "Numer.
multiplicado pelos dons terços de FE 486.

~ dará 2na" - aab valor da meia es-
l' T--J ' fe-

..
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"Numer. fera *; e multiplicando n: pelo terço
56B•

de HK ~, ferá n~" a folidez do cone
• Numer. GHI. * JI '556• D E ]vi O N S T R A C; A o.

Se imaginarmos a meia esfera como
compofta de huma infinidade de peque-
nos cones, que tem as bafes iguaes na
fuperficie da esfera , e todos os verti.
ces fe terrninão no centro F, e por al-
tura commua o raio, póde-fe dizer que
todos eíles cones juntos são iguaes a
hum fõ , que tiveffe por bafe a fuperfi-
cie da esfera, e o raio por altura; mas
o valor deite cone igual á meia esfera

he n;" , e a do cone GHI he n~" , e am-

bos tem a mefma altura: logo dUo na
razão das bafes, fito he , como. o circu-
lo GI á fuperficie da esfera, que fe a-

chará , dizendo : como a~", valor do

cone GHI, a n;" , valor do cone igual

á esfera, allim o" bafe do cone GHI á
2

bafe do fegundo cone, ou á fuperficie
. da
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6alb2

da esfera, que fe acha fer 6"à2b == ab,
que he hum reétangulo igual á fuper-
ficie do cylindro, pois he feito da al-
tura a pela circumferencia i. 02 s.2
D. OUTRA DEMONSTRAÇÃO.

Imagine-fe tirar-fe do cylindro AC Figura 31•
O cone BFC, que he a terça parte del-
le , o íolido reíiduo A B FC D ferá os
dons terços; e como a meia esfera in-
fcripta tambem he os dous terços do
cylindro, coufequentemente ferá igual
a efte folido reíiduo ; mas imaginando-
fe efte folido reíiduo compofto de hu-
ma infinidade de pequenas pyramides,
cujas bafes todas eftejâo na Iuperficie
do cylindro, e a altura commua he o
raio FD, fegue-fe que fendo todas as
pyramides da meia esfera iguaes a to-
das as pyramides do folido refiduo , as
bafes de todas as pyramides de huma
ferâo juntas iguaes á íomma de todas
as bafes do outro, pois todas cftas py-
ramtdes tem a mefma altura; mas as
bafes todas de huma parte são ignaes
á íuperficie da esfera, e todas as bafes

da
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da outra parte são iguaes á fuperficie
do cylindro : logo a fuperficie da esfe-
ra he igual á íuperficie do cylindro,
que lhe hé circumfcripto, OQ s.2D.

COROLLARIO I.
;74 Tendo a fuperficie do cylin-

oro AC por bafe a circurnferencia do
circulo rnaxirno da esfera, e por aI tu-
ra o raio, fogue-Ie que a fuperficie de
hurna meia esfera he igual ao reélan-
guIo feito de huma recta igual á dr-
curnferencia do feu circulo maximo pe-
lo raio, e confequenternente a íuperfi-
cic de huma esfera ferá igual ao reétan-
guIo feito de hurna linha igual á cir-
curnferencia do circuIo máximo pelo
eixo; e affim para achar a Iuperficie de
huma esfera, deve-fe multiplicar o dia-
metro do [eu circulo máximo pela fua
circum ferencia. .

C o R o L L A R I o II.
;7; Sendo o circulo maxirno da

meia esfera metade do rettanglllo com-
prehendído da circumfercncia, e do
raio, fegue-fe que a fuperficie de hu-

ma



D E M A T H E M A T I C~. 2.0>

ma meia esfera he dupla do feu circu-
lo maximo , e confequentemente a íu-
perficie da esfera inteira he quadrupla
do mefmo circulo máximo.

C o R o L L A R I o III.
576 Como os circulos eílão na mef-.

ma razão que os quadrados dos feus
raios, fegue-fe que hum circulo, que
tiver o raio duplo do outro, terá qua-
drupla a íuperficie , e por confequen-
cia a íu perficie de huma esfera he igual
á de hum circulo, que tiver o raio igual
ao eixo da esfera. .

C o R o L L A R I o IV.
577 Como as íuperficies das esfe-

ras são igua€s aos círculos, que tive-
rem os raios iguaes aos diametros das
esferas, e os circulos são entre fi como
os quadrados dos feus raios, que aqui
são os diametros das esferas, fegue ..fe
que as fuperficies das esferas são entre
fi como os quadrados dos feus diame-
tros>

•

PRO ..
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P R '0 P O S I ç Ã O XI.
TH.EOREMA.

rigllr:1JJ' ;78. Afolidez de huma zona ABCD
he igual aos dous terços do cylindro
AEFD do circulo maior AD, e mais
ao terço do cylindro GBCH do circu-
lo menor BC.

O lt M o N S T R A ç Ã o.

Como o valor de todas as coroas,
que ha entre a zona, e o cylindro AE
HD, fe acha multiplicando a coroa ma-
ior EB pelo terço dalinha EA, ou 01,
fegue-fe que eíte produélo he igual ao
terço do efpaço EG, ou PR entre os
dous cylindros AEFO, GBCH, e que
por coníequencia a parte ABG da zona
á roda do cylindro he os dous terços.
Ora fe deite cvlindro fe tira o cone
BIC, que he hum terço, fica o íolido
reíiduo GBICH, que fera os dous ter-
ços ,.affim a parte ABICD da zona va-
lerá os dous terços do cylindro AEFD ;
mas como o cone BIC, que he huma
parte da zona, he a terça parte do cy-
lindro G BC H, deve-fé accreícentar

efte



D E M A T H E M A T I C A, 1.07

efte cone com os dous terços do cy,.
lindro AEFD para ter a Iolidez tia zo-
na, e ferá eíta folidez igual aos dous
terços do cylindro AEFD, e mais ao
terço do cylindro GBCH. 02 s.2D.

COROLLARIO L
579 Segue-fe defta propoíição que Figura 1

[c a meia esfera infcripta em hum cir-(, !:?()ro
culo fe cortar por hum plano FG pa_;I
rallelo á bafe AE, a parte A B CD E
(que he a differença da meia esfera ao
feébor e ferico CBHD) he igual ao [0*
lido reíiduo AFCGE do cylindro COf*

reípondenre AG, pois hum, e outro
são os dons terços do rnefmo cylindro
'AG. c o R o L L A R I o II.

580 Segue-Ce tambcm que a folidez Figura»
de hum fettof esfcrico, como CIBP,
he igual aos dous terços do cylindro '
EFLK, que tem por bafe o circulo ma-
ximo da esfera , c por altura a B.exa PO
do regmento esférico PBC, mais o ter-
ço do cylindro infcripto GBCH; por-
que fendo a esfera os do IS terços do
cylindro , que lhe hc circum[cripto, e

_,./ .. a ~o..
t. y~o .Jd1"4'he /0 ~;1/ L ~ .1? 9'~;"'')~ ,..- lj~OJ!)l~? o

S/ob)J... rr~ri~"o /L~ h ~ ~fi
~,t/e~· ~
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a. zona A B C D os dons terços €lo cy-
-Iindro AEFD, mais o terço do cylin-
dro GBCH, deve o feaor CIBP fel"
os dons terços do cylindro EKLF, e
mais o terço do cylindro GBCH.

C o R o L L A R I o III.
igtluJJ' 5~h Segue-fé defla propofição que

.0 fegmento esferico PBC he igual aos
dons terços do cylindro EKLF, me-
nos o terço do cylindro GBCH ; por-
que fendo a femiesfera inteira os dons
terços do cylindro AKLD, ferá tarn-
bem os dons terços dos cylindros AE
FD, EKLF, que são em fomma iguaes
ao cylindro circumfcripto ; mas a zona
he igual aos dous terços do cylindro
A E FD, e mais ao terço do cylindro
GBCH: logo tirarrdo a zona da meia
esfera, fica o folido do fegmento igual
aos dous terços do cylindro E K L F ,
menos o terço do cylindro GBCH: do
que [e fegue que o folido de hum feg-
menta esferico he os dous terços de
hum cylindro , que tiver por bafe o
circulo maximo da esfera, de que he
fegmento, e por.alturà a ílexa PO do

meí-

•
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T H E O R E M A.

) 82 Se fe córta huma meia esfera
infcripta em hum cylindro por hum
plano FG parallclo á bafe AE, digo Figura ~
que a íuperficie da zona A BD E he
igual á do cylindro correCpondcnte AG.,

DEMONSTRAÇÃO.

Sendo o folido AFCGE .igual á par":
te ABCDE da zona *, íe efte Iolido > Numera
fe imaginar cornpoílo de huma infi- 579.

nidade de pyramides , que todas te-
nhão as [nas bafes na Iupcrficie do cy-
lindro AG, e por altura o raio CE, e
a parte ABCDE da meia esfera como
compofta de pequenas pyramidcs , de
que as bafes eftâo na fupcrficie da zo-
na , e que tem por cornmua altura o
raio CE, fegllir-fe-ha (fendo todas as
pyramides de huma parte iguaes a to--

Tom.II. O das

D E M A T H E M A T 1 C A. 209

mefmo fegmento, menos hum cone;
que tenha por bafe o circulo, ou bafe
do -fegmento, e por altura o raio lP,
menos a flexa PO.
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das as da outra, e tendo todas a mef-
ma altura) que todas as bafes de huma
parte ferão iguaes a todas as bafes da
outra, e que ailim a fuperficie da zona
ABDE ferá igual á do cylindro AFGE.
O Q:S.QD.

COROLLARIO I.
583 Como a fuperficie da femies-

fera AHE he igual á do cylindro AI,
e que a fuperficie da zona ABDE he
igual á do cylindro AG, feglle-fe que
a íuperficie do fegmenro BHD da es-
fera he igual á do cylindro correfpon-
dente FI , ou também ao reétangulo
comprehendido de hurna linha igual á
circumferencia do circnlo máximo da
esfera, e da parte HK.

C o R o L L A R I o II.
584 Segne-fe também defta propo-

Iição , que fc a meia esfera infcripta
cm hum cylindro fc corta por hum pla-
110 parallelo á bafe, as partes da fuper-
ficie da meia esfera ferão iguaes ás zo-
nas correfpondentes do cylindro.
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c O R O L L A R I O III.
58; As fuperficies dos cylindros

FI, e AG, tendo as bafes iguaes, íe-
rão na mefma razão que as ruas altu-
ras HK, e KC; e corno o mefmo cy-
lindro he igual á parte da fuperficie
BHD da meia esfera, e o fegundo á
parte ABD E, íegue-fe que as partes
. da íuperficie da meia esfera eftâo na
mefma razão que as partes RI(, eKC
do femidiametro , fendo a meia esfera
cortada por hum plano BD parallclo
ao íeu circulo máximo.

586 Póde-fe rarnbcm dizer, que fe
fe córta huma esfera por hum plano
perpendicular ao eixo, as partes da íu-
perficie esférica Ierão na mefma razão
que as partes do eixo.

P R O P O S I C A O XIII.
"

THEOREMA.

-587 Q!lando trez linhas a, b , c ef-
tão em proporção contínua, o paral-
Ielipipedo feito deftas trez linhas he
igual ao cubo feito da meia; a1Iim de-

O ii ve..
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vemos provar que [e temos a: b: : b : c,
fera abe == bbb,

D E M o N S T R A li i o.

Pela hypothefe a: b :: b : c, ferá ãczi:
bb * ; affim pondo na equaçaoabc=hbb,
ae em lugar de bb , fera abc zzabc, O
Q s. 2 D.

P R O P O S I ç Ã O XIV.
T 1,,1E o R E 1\1 A .

,88 Qumdo quatro linhas cítão cm
progrcísão gcometrica , o cubo feiro
da primeira he ao cubo da' fegnnda,
como a primeira linha 'á quarta, iílo
he , que [e :: a: b : c: d ; teremos tam-
bem aaa ; bbb :: a: d.

D E 1\1 o N S T R A G Ã o.

Na primeira progrefsão -:: a:b:c:d
os trez primeiros ter1!l0s dão ac-sbb *,
pois temos a: b:: b : e ; e teremos tam-
bem ad == bc , pois a: b :: e: d: affim pa-
ra provar que ai: bi :: a: d, baila mof-
trar que o produélo dos extremos hc
igual ao dos meios ai d-b} a *: para iílo

baí-
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hafta pôr ac em lugar de bb no fegun-
do membro da equação, e bc em lugar
de ad no primeiro, e teremos aabc ==
aabc, O Q S.Q D. .

....
P R O P O S I ç A O XV.

P R o B L EM A.

~ 589 Achar dnas meias proporcio-
naes entre duas linhas dadas.

S o L U ç Ã o.

Para achar duas meias proporcionaes Ellamp;l&
entre duas linhas dadas AB, CD, fe Figura. H.
deve fazer hum reB:angulo como as
duas linhas, de forte que EF feja igual
a CD, e EG=AB: conrinuem-fe in-
definirarnentc os lados EF, EG, e do
centro I do reélangulo fe defcreva hum
circulo, de forte que continuadas as
linhas GK, FL cortem a circurnferen-
cia : do ponto K ao ponto L fe tire a
linha KL, que toque íómente o an-
gnlo H, e as linhas GK, FL ferão as
meias proporcionaes entre GE, eEl',
iílo he, entre as linhas AB, e CD.
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D E 1\1 O N S TRÁ C A o.

Abaixem-fé as perpendiculares 1M,
e ~N, e ficará a corda OL dividida no

"Numer. ponto M em duas partes iguaes *, co-
424. mo rarnbern a linha EF, e ferá OE ==

,L F , e ficando tarnbem K P dividida
pelo meio no ponto N, como rarnbem
GE, e fení GK =EP : ifro íuppoílo ,
por ferem os triangulos OEi>, HFL ,
KGH Iernelhanres , ferá HF :FL ::EO:
EP; mas por Ier OE ===\FL, fcrá ~ HF:
F L: E P; e fendo os dons triangulos
E O P, G H K femelhantes, ferd OE:
EP:: GK: GH; e pondo em lugar de
EPGK==EP, ferá~ OE:GK:GH, o
que molha haver a mefina razão de HF
a FL, que de FL a GK, e de GK a.
GH, e por confeqnencia as linhas FL,
GK são meias proporcionaes entre GE,
e EF.02 s.2D•

A D v E R T É N C I A.

5'90 Efte problema he ao que com-
murnmcnte fe chama duplicação do cu-
bo, pois ferve para fazer hum cubo
duplo do outro, ou que tenha a clle

, h~
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huma razão dada: feria muito util
achar-fe a refolução geometrica defte
problema, pois pela conílrucção pre-
cedente fe conhece que he precifo def-
crever muitos circulos antes de achar
hum, cuja circumferencia, cortando
nos pontos K, e L das linhas conti-,
nuadas , fe poífa por eftes pontos ti.
rar a linha KL, que toque fómente o
angulo H. He verdade que efte pro-
blema fc póde refolver de outro mo-
do, que veremos nas Iccções conicas;
mas ainda que o methodo, que lá ha ..
Vemos de dar, feja mais geometrico
que eíte , não deixa de ter fuas diffi.-
culJades; e como praticamente nos fer ...
vimos de melhor vontade de nnmetos ,
do que das linhas, vamos moftrar no
problema fegninte o modo, com que
fe podem achar em numeros duas meias
proporcionaes geometricas entre dous
numeros dados. .

....
PROPOSIÇAO XVI.

PROBLEMA.

;91 Dados dous numeros, achar
dous meios proporcionaes entre elles,

Pa..
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Para achar dons nu meros meios pro-
porcionaes entre outros dous , fe deve
fazer o cubo do primeiro numero, e
fazer depois huma regra de 3 , que te-
nha por primeiros dous termos os dous
numeros dados, o terceiro o cubo do
primeiro, e o quarto numero que fahir
ferá o cubo da primeira rneia propor-
cional ; a1Iim para achar efte primeiro
meio proporcional, fe deve tirar a raiz
cubica do quarto termo: para achar de-
pois o feguinte meio proporcional, fe
deve bufcar hum meio entre o primei-
1'0 achado, c o ul timo numero dado.

A1Iim para achar dons meios propor-
cionaes entre 2 , e 16, faço o cubo do
primeiro numero 2, que he 8, e faço

efta proporção 2: r6:: 8 : 8~~~ = 4X 16

= 64, cuja raiz cubica he 4, que hc o
primeiro dos d011S meios proporcio-
naes: para ter o fcgundo bufco hum
meio proporcional entre efte primeiro
4, e o ultimo 16, fazendo 4:x::x: 16,
do que fe feguc xx= 64, c x zz: 8, pois
tomando a raiz dos dous meios ferá 4,
e 8, e fica a progrefsão :: 2 : 4 : 3 : 16.
. Se
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Se os números dados foffem taes , que,
nas operações fe lhes não poffa extra-
hir as raizes cubícas , e quadradas ex-
aEtamente', nefte caro íer-nos ..hia pre-
cifo fervir das decimaes, conforme os
methodos explicados, para approxi-
mar as raizes o mais que he poffivel,
e fazer o mais exaélo que p6de fer as
pedidas medidas. Como os principian-
tes poderão não entender de fi mefmo
a razão deftas operações , que acaba-
mos de explicar, para achar dons nu-
meros meios proporcionaes entre ou-
tros dados, vamos dar a dcmonítração.
Já vimos * que quando C'juatrolinhas" Numer,

eftão em proporção geometrica, o cu- 588•
bo da primeira linha he ao cubo da fe-
gllnda, como a primeira linha á quar-
ta: logo invertendo ferá a primeira á
quarta, como o cubo da primeira he
ao cubo da Iegunda ; e conhecendo a
primeira linha, e a quarta, e o cubo
da primeira, temos os trez primeiros
termos de huma proporção, e podemos
achar o cubo da fegunda, cuja raiz cu-
bica he a rnefma fegunda; e achado o
fegundo termo, não ha mais que buf-

car
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carhum meio proporcional entre o fe-
gundo, e o quarto, (q1le he o fegundo
numero dado) e teremos o terceiro dos
quatro proporcionaes, qUe ferá o íe-
gundo dos dous incognitos, que fe buf-
cão. 02.: S.Q.D.

P R O P O S I ç Ã O XVII.
P R o B L E 1\1 A.

5'92 Fazer hum cubo, que feja pa-
ra outro em huma razão dada. .

Figura H. Para fazer hum cubo , que feja ao cu-
e ;6. bo C em huma razão dada, v. gr. de

2 a 3 por exemplo, ifto he , hum cu-
bo , que feja os dous terços do cubo C,
divida-fe o lado AB do cubo C em trez
partes iguaes, e faça-fé a linha Dli igual
ás duas partes deftas: bnfque-fe depois
entre AB, DE duas meias proporcio-
naes FG, e RI, e o cubo K feito do
lado F G, primeira deitas duas meias
proporcionaes, ferá o cubo, que fe pe..
de, e vamos provar que he os dous ter-
ços do cubo C.

I
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D E M O N S T R A ç Ã o.
Eftando as quatro linhas AB, FG,

RI, DE em proporção contínua, ferá
o cubo da primeira ao cubo da íegun-
da, como a primeira á quarta *; mas pe- • Numer.
la conftrucção a quarta he os dons ter- 588•
ços da primeira: logo o cubo da fegun-
da FG he os dons terços do cubo C.
O QS.2D.

Se o lado do cubo fe expreífa em nu-
meros, fe tomará tambem os dons ter-
ços, e entre o todo, e os dons terços
fe bufcarão dnas meias proporcionaes,
e o cubo da primeira fera o que íe pede.

C o R o L L A R I O.

Como as esferas eftão na razão dos
cubos dos diametros, ou dos raios *, ..Numer,
como tambem os cylindros, prifmas, po.
pyramides , e cones femelhantes, fe-
gue-Cc que para achar qualquer deftes
falidos, que efteja ao [cu femelhante
em hurna razão dada, fe deve obrar a
refpeiro das fuas dimensões homolo-
gas, dos eixos por exemplo, como a-
cabámos de fazer a refpeito dos lados

dos
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dos cubos; e depois de ter achado a
dimensão homologa, que aqui he o ei-
. xo , bafta fazer o eixo de hum folido
íemelhante ao folido propofto, bufcan-
do as outras dimensões , que fejão to-
das proporcionaes ás dimensões cor ...
refpondenrcs , e na razão do eixo do
primeiro ao eixo do fegundo.

P R O P O S I ç Ã O XVIII.
P R o B L EM A.

;93 Fazer hum cubo igual .a hum
parallelipipedo. . .

Para fazer hum cubo igual ao paral-
figul'3 n.lelipipedo AE , fc as trez dimensões

do parallelipipedo são defignaes , co-
mo aqui fe Iuppõe , bufqne-fe huma
meia proporcional entre as duas me-

"'Numer. nores AB, 13C*, e feja por exemplo
'5°7. FG: com cita linha fe faça o quadra-

do FH para ícrvir de bafe ao paralle-
lipipedo FI, que tenha a mcíma altu-
.ra que o paralle1ipipedo AE, pois o
reétangulo AC, que lhe ferve de bafe,
he igual ao quadrado FH, que ferve
de bafe ao fegundo . .lfro fuppofto, buf..

quem-
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quern-Ie duas meias proporcionaes en..
trc FG, e GK *, e ferá por exemplo "Numeil:'
NO, e pQ; digo que o cubo de NO ,89.
he igual ao parallelipipedo FI, ou AE.

Para o provar tomemos GD= FG
para ter o cubo GO: chamemos FG,
ou GH, ou GD a, GK s , NO c, e
ferá o parallelipipedo FI aab , o cubo
FM ferá aaa ; o cubo de NO ferá ccc,
refia moftrar aab =ccc,

D E M o N S T R A ç Ã o.

O cubo FM, c o parallelipipedo FI,
qne tem a mefrna bafe FH, eílarão na
razão das fuas alturas GD, e GK, do
que fe fegue aaa : aab t: a:b; e por fe-
rem as quatro proporcionaes, teremos
o cubo aaa : ccc ::'a: b ; ifto he, O cubo
da primeira ao da fegunda , corno a
primeira á quarta *; e corno eílas duas -Numet.
proporções tem a mefma razão a hu- 588.
ma tercei ra , ferá aaa: aab : : aaa: ccc;
mas ai=ai : logo (la"=ccc, O2S.2D.

Se as dimensões do parallelipipcdo
fe expreffare-n em nnmeros , baftarã ,
para achar hum cubo igual ao parallc-
lipipedo , multiplicar as trez dirnen-

.Jsoes
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sões humas por outras para ter o ío-
lido do parallelipipedo, e extrahir a
raiz cubica do produél:o , que ferá o
lado do cubo pedido.

C o R o L L A R I o.

594 Defta propoíição fe vê que não
ha folido , que fe não potra reduzir a
cubo; porque como os cones, esferas,
cylindros, pyramides , e prifmas fe po-
dem reduzir, mudando-fé as bafes dos
. cylindros , e prifmas em quadrados,
que lhes fejão iguaes, ficarão paralle-
Iipipedos , que facilmente fe reduzem
a cubos pelo problema, que acabamos
de refolver.

NO:"

FIM DO OITAVO LIVRO.
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LIVRO IX.

....
DAS SECC,OES CONICAS.

~~~~ OMO ordinariamente os
que eícrcvem elementos
de Geo.ner. ia não trarão

___ ,..IIIPIK das fecções conica , a me-
ior parte dos que eftlldã~

elles fe contentão com os fimpli-
ces elementos, [em fe ançarem e 1
buf ãllas em outra parte, por julgarem
. o [cu eftudo mais curioío que neceífa-
rio, e [6 proprio para " itlclles, que
fe querem inteiro .ente applicar ás Ma-

the-
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thematicas. He porém tão util o Ia-
bellas , que [em iífo he impoffivel reíol-
ver problemas, ainda mui ordinarios,
da Geometria prática no quotidiano
exercicio de hum Official Engenheiro,
ou Arrilheiro ; pois fe o primeiro qui-
zer calcular hnma abobeda abatida, de-
ve faber ao menos corno fe acha a fn-
pcrficie de huma elypfe , vulgarmente
chamada oval, que he huma das fec-
ções conicas ; e bana ler a applicação
da Geometria á prática para fe conven-
cerem ambos da neceflidadc , que tem
de faber ao menos as princi paes pro-
priedades das fecções conicas.

Seria com tudo coufa muito pouco
attendivel fe o feu eftudo fe limiraffe
ao que temos dito, pois he tão necef-
.fario aquelles , que ainda [em aípirar
a grandes Geometras, querem ter hum
mediano conhecimento delta íciencia ,
que não as pode perder hum momento
de vifta, pois na reíolução de hum pro-
blema hum pouco compofto encontra-
rá equações, para que lhe he precifo
fervir-fe de curvas na conílrucção da
figura, que dá a folução do problema,

CU~
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cujo conhecimento depende deite eC-
tudo.

Não falIo neíla obra deites proble-
mas, em que trato fó as principaes pro-
priedades elas fecções conicas, pois te-
nho por objetl:o dallas a conhecer aos
que eíludão Geometria com mais algu-
ma applicação para lhes excitar o ap-
petite de profeguirem , e também pa-
ra me fervir dellas em algumas partes,
em que são inevitáveis. Se encontrar
porém com algum daquelles , que fe
não contentão com ver hum fó livro,
lhes aconfelho que lcião o excellente
tratado de fecçóes conicas do Marquez
do Hofpiral , que he o melhor que te.
mos neílc genero; e como neíte trata-
do figo hum methodo muito íemelhan-
te ao [eu, não duvido que comprehen-
dendo bem o que [e fegue, fc enten-
derá facilmente aquelle tratado, a que
efle póde de algum modo fervir de in ..l ftrncção.

Tom. II. p CA..
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--------------.---------------
C A P I T U L O I.

Qjle trata as propriedades da parabola,
D E F I N I ç Õ E 5.

I.
Eltampõ 17 ;95 SE tivermos huma reaaAB per-
Figura I; pendicnlar fobre outra OP, na .

qual fe tomem as partes AC, e CD
iguaes entre fi, oede C para B fe ti-
rem pela linha AB muitas parallelas á
linha OP, como EF, GH, &c., e que
DE, ou DF fe faça igual aAK, eDG,
ou DH igual a AI, continuando a achar
quantidade de pontos taes , como E,
G, M, de forte que fempre feja DM
igual a AL, a curva, que pairar por
todos eífes pontos, fe chama porabola.

II.
596 A linha ACB he o eixo da pa-

rabola, III.
597 O ponto A fe chama P01/to ge-

rador, a linha OP direélriz, e o ponto
D fdco, IV•
..598 O ponto C fe chama origem do

eixo, ou vertice da parabola ; porque he
o ponto, em que fe fuppóe terem co-

me..
•
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rneçado as parallelas, que formão a pa-
rabola. V.

5'99 Cada huma das perpendicula-
res , como KE , ou IG, ou LM, [e cha..
ma ordenada ao eixo AB.

VI.
600 As partes CK, CI ,CL do ei-

xo, comprehendidas entre o verrice ,
e o encontro de huma ordenada, fe cha-
mão abciJas, ou cortadas do eixo CB.

VII.
60 I Se do vértice da curva fe lan-

çar huma perpendicular CN ao eixo
AS, que feja quadrupla de AC, fe cha-
ma parametro da parabola,

VIII.
602 Hnma linha rcéla , que não en-

contra a parábola cm mais de hum pon-
to, ~ que continuada para ambas as par-
tes a não córta , fe chama tangente,

P R O P O S I ç Ã O I.
T H E o R E 1\1 A.

603 Na parábola o reélangulo fei-
to da abciía CI, e do pararnerro CN
he igual ao quadrado da ordenada GI.

P ii Cha-
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Chamemos AC, ou CD (l; as inde-
terminadas, ou variáveis CI x; e Gly ;
AI, ou DG, que pela definição da cur-
va lhe he igual, ferá x+a; e DI, ou
CI-CO ferá x-a; o parametro CN
pela definição Ierã 4a: reíla provar que
CIxCN =GI2, ou que 4ax=yy.

O E M o N S T R A ç A o.

Sendo o triangulo GID reébngnlo,
ferá GD2 =Gl2 +012

, do que fe fegue
Gtz=GD2 -DI2; masGD= AI=x+a
ferá GD2 =x2 + 2aX-1- a'l, eDI =a-x:
logo DP=x2 -2 ax+a2

, c GP=yy:
logo teremos efta equação yy = x2 +»a»
_I- a2 _ x2 + z a» - a2 ; e ti rando as qtlan-
ridades , que fc deftroem, ficará yy::=
4ax. O O.S. O.D.- .-....;

P R O P O S I ç Ã O II.
o T II E o R E MA.

- 604 Na parabola os quadrados das
ordenadas E K, G I são entre fi como
as íuas abcifas CK ,CI; ou, o quc vem
a fcr o (Ilcfrno, os quadrados de qnaef-
quer duas ordenadas, e as íuas abcifas
farão cita proporção EK'l : GP ::CK:CT.

D~·
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D E M O N 5 T R A ç Ã o.

Sendo eíles quadrados iguaes aos ~e-
éraoglllos feitos das abciías pelo para-
metro, ferão entre fi como os reél an-
gulos , a que são iguaes ; mas todos
eftes reélangulos tem a mefma altura
commua , que he o parametro : logo
eílarão na razão das fuas bafes, e ferá
EK2 :G12 ::,CK: CI. OQ s.Q D.

COROLLARIO I.
60; Se á origem do eixo CH fe ti-

ra huma perpendicular CS, e dos pon-
tos E, G, M da, curva fe levantão per-
pendiculares febre a linha CS, fegue-
fe que o quadrado C<z ao quadrado
C 2 ter í a mefma razão que a linha
QE' á linha RG, porque as linhas CQ,
e CR sao. iguaes á,s ordenadas !(E, e
IG, e as lmh-asQ!<:, e RG são iguaes
ás abcifas CK, e CI. Depois nos' Ier-
'Viremos defte corollario para molhar
que as balias, e as bombas defcrevcm
no feu movimento parábolas no efpa-
ço que correm do lugar, de que fe dei-
tão até o lugar, em que vão cahir.

Coo
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C O R O L L A R I O II.
606 Como os quad rados das orde-

nadas, que eílão para hurna , e outra
parte do eixo na. mefrna linha, são
iguaes ao rcélangulo da mefma abciía
pelo mefmo parametro, fegue-Ce que
são iguaes entre fi, como tambem as
ordenadas: logo o eixo divide o ef-
paço indefiniro terminado pela curva
em duas partes iguacs , pois di vide em
duas igalmente todas as ordenadas ,
que lhe são perpendiculares, e que fe
podem tomar como elementos deita
fuperfície.

C 9 R o L L A R J o III.
607 Como a linha CL fe pode to-

mar da grandeza que fc quizer , e de-
terminar fcmpre o pontoj\1 do mcímo
modo, fazendo DM~L, fegne-[c I

que a curva fe póde eftender infinita-
men te, e que os feus dous lados fe a-
partão continuamente do eixo. .

PRO-



D E M A T H E M A T I C A. 2. 3 I. ~.
P R O P O S I ç A O III.

T H E O R EM A.

608 Por hum ponto dado tirar hn-
ma tangente á parábola.

Para tirar huma tangente a hum pon- Figura 2~

to E dado na parábola , fe tire deite
ponto ao f6co e a linha EC, e do rncf..
mo ponto a linha DE parallela ao eixo,
que ferá perpendicular á diredriz AH,
e a encontrará no ponto D: junrern-Ie
os pon tos D, e e, e a linha EG, que
paffa pelo meio I da linha De, e pelo
ponto dado E, ferá tangente á para-
bola; ou, o que vem a fer o meímo ,
não a tocará mais que no ponto E. Ti-
rem-fé as linhas FD, FC, e por quaef-
quer dous pontos da linha EI as paral ...
lelas FH, FH ao eixo AK, como rarn-
b~ma linha EK perpendicular ao mefmo
eixo. D -E M O N S T R A G A O.

Por eftar o ponto E na parabola, [e-
rá a linha EC tirada ao f6coC, igual á
linha AK pela definição da parabola;
ou eambem ferá igual á linhaED, que
hc igual AK por caufa do l'cébnguIo

ED
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EDAK. Além diffo pela conílrucção a
linha EG divide em duas igllalmente
a linha De no ponto I: logo eíta li-
nha he perpendicular a DC, pois tem
dons pOntos E, e 1 igualmente diftan-
tes dos feus extremos: logo paífarã por
todos os pontos 5gnalmcnte diílantes
dos feus extremos; como são os pon-
tos F, F ; mas nos triangnlos DF H
a hypothenufa DF =FC he maior que
hum dos lados FH: logo FC he maior
que FR, ou que AC, e affim o pon to
F não eftá na parabola ; e como fe 1'ó-
<te demonflrar o mcfmo de qualquer
outro ponto, fegue-íc que a linha EG
toca a parábola fó no ponto E, c por
confequencia he tangente a cíla, 0!d.:
S·2D. .

COROLLARIO I.
609 Defta ccnflrucção fc feguc que

Figura;. O angulo DEC eftá dividido cm dons
igualmente pela tangente EG , pois
eíla linha divide a linha De em duas
partes iguaes: do que tambern fe fe-
gue que o angulo HEL formado pela
tangente EG, e o diamerro DER ti-

ra-
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rado pelo ponto do contaélo, he igual
ao angulo C E I formado pela mefma
tangente, e a linha tirada. do ponto da
contingencia ao fóco C; porque, corno
acabamos de ver, o angnlo CEI DEI;
mas DEI ==LER, que lhe he vertical-
mente oppofto: logo CEI=LER.

e o R o L L A R I o II.
610 Segue-fé do ultimo corollario

que Ie no fóco C fe puzer hum ponto
lurninofo, todos os raios, que delle [a-
hi rem, rcfleélirão a encontrar a para-
bola por linhas parallelas ao eixo, por- -
que he hum dos principies da Capto-
trice., que todo o raio reflexo faz com
o plano da reflexão o angulo da refle-
xão igual ao da incidencia , mas he vi-
fivcl que a tangente ao ponto E póde
reprelcntar o plano da reflexão; e con-
fequentcmcnre o raio, que fahe do fó-
co C pela linha CE, reflet1irá, feguin-
do a linha ER Reciprocamente todos
os raios parallelos ao eixo de hurna pa-
rabola , cortados pelo parametro delta
Cl11 va, refleéhrão para o fóco C: o rnef-
mo Ie deve entender de qualquer ou-

tro
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tro corpo elaftico differente da luz: af-
fim huma pequena bola de marfim, que
fe lançar pela linha RE, fe moveria,
encontrando a curva pela linha EC.

DE F I N I ç Ã o.

Figura,. 6II Se do ponto do contado E fe
tira a ordenada EK ao eixo da parabo-:
la, a linha GK fe chama fubt angente •

.....
P R O P O S I ç A O IV.

T H E o R E M A.

Figura,: - 6 I2 Se fe tirar a perpendicular EM
ao ponto do contado E, e de.fi:emef-
mo ponto fe tirar hum a ordenada EK
ao eixo' BM, digo que a parte KM do
eixo ferá fcmpre igual á metade do pa-
rarnetro delta parabola , iílo he , a z a,

D E 11-1 o N S T R A C; Ã o.

Como as linhas De, eEM são pela
conftrucção perpendiculares a LG, fe-
rão parallelas entre fi, como tambem
as linhas .EK, e AD, que tambem são
perpendiculares ao eixo: Jogo os trian-
gulos reétangulos DAC, EK.M são in...

rei-
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teiramente iguaes : logo AC::=: KM ,
ou á metade do parametro , que he 2,0.
O Q; S.Q;D.

....
P R O P O S I ç A O V.

T H E o R E M A.

-~ 6 13 A fubtangente GK. he dupla Figura 3·

da abeifa BK.
o E M o N S T R A ç Ã o.

Por fer o parametro deita parabola
4a *, ferá KM la pela propofição an-" Nl1mer.
tecedenre ; e por ferem os rriangulos 60(.

KGE, EKM. femclhantes *, teremos" Numer,
eíta proporção KM la: KE y ::KE y : 6°5·
KE.z Y."J _ • ~ "_KM 2a - KG , e fc na equaçao KG-

:: fc pllzer 4ax em o lugar deyy, a que

he igual * teremos KG == ~ == 2X. O" Numer.
o '. 20 604·

!1S.2 D.
C o R o L L A R I O.

614 Defta propouçao fe ti ra hum
modo mui facil de tirar huma tangente

á
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á 'P'~rabola; porque para tirar a linha
,LG, por exemplo, que feja tangente
á parabola no ponto E , baíla rá ti rar
do ponto E a perpendicular Er ao ei-
xo BM , e fazer a linha BG igual á ab-
cifa BK, e tirar pelos pontos G, e E
a linha GEL.

Fjgüra 4.

DE F I N I ç Ã o.

6 I) Se do ponto A, cm que hnma
reéla toca a pa'abola, [c tira hurna li-
nha AO parallela ao eixo MN, eíla li-
nha he hum diametro da parabola .

....
P R O P O S I C A O VI.s

HEOREMA.

Figura 4•. 616 Se fe tira hurna linha CD pu-
rallela á tangente NB, digo que o dia-
metro AO a dividirá em duas partes
ignaes no ponto E.

Tire-fé do ponto A a ordenada AG,
e dos pontos E, C, D as linhas C[,
EF, OL parallelas á ordenada AG:
continue-fé o diamerro AO até encon-
trar a linha HC: ifto fuppofto, chame-
mosMF m, IF, ouHE t, fL"ouEKu,
· • af-
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aílirn, r ferá t11-t ,e ML m+tI. Chame-
mos raml-em MG x, e AG y , GF ferá
tn-x: devemos provar que EC he igual
aED, ou que HE t==EK ti, o qne he
o mefmo; porque fe HK eitá dividida
em duas igualmente no ponto E, a re-
fia CU o citará tambem no mefmo pon-
to. D E M o N S '1' R A '1 Ã o.

Os trianguJos BGA, EHC, EICD
são Iernelhantes , porqtie tem lados ref-
pectivos parallelos, e dão as duas pro-
porções feguintcs BG lX: AGy:: ~KtJ:

DI( :: ' e BG 2X : AGy ::EH t :eH

1:-.:; c determinado deite medo o valor
das linhas DI\., e Cl-I , teremos o va-
lor das ordenadas el ,DL, porque CI
:::::I H-eH, ou AG-CH=y-:::
do mcfmo modo DL==KL+DK==AG

+DK y +:v. ; mas peja propriedade .

da parabola os quadrados das ordena-
das Cl , AG, 01., são entre fi como as ..N
íuas abcifas *,o que dá as [egl1intcs pro 6"04~:nt:r~

por- •
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t'Y2 ttyy"
Porções AG:zyy : CP yy - -. _.1- -- ••

x 4XX

MG x: MI m c-t ; e ·AG:!yy: 01/YY-1-
uy2+ tltly.? •• MGx' MLm+'tJ de que
x 4X.1:'" ,

fe rirão as feguintes duas equações myy

- tyy == xyy - ty2 -I- ~; , e myy + tlyy

"tlllVy • d ..;::::xyy+t~y-+ 4~ ; C nran o a prImeI-
ra equação da fegunda, ifto he , o pri-
meiro membro da primeira do primei-
ro membro da fegunda, e o legundo
membro da primeira do fegundo mem-
bro da fegunda, teremos myy+ ttyy -

myy + tyy == xyy + ityy+ t:'.:v ~ xyy -I-

tyy - t';:; e reduzindo o primeiro , e

fegundo membro, tirando de cada hum
as quantidades iguaes tryy+tyy , fica
0== .!!!!.vy _ ttyy • e tranfpondo fed!:!!.!!..

4X 4X , '4X
ttvy dr.' r. •== ~~, e que ie tira ler tlU= tt; e tI-

rando as raizes, dividindo cada mem-
bro pela fracção ~:, ficará tl=l. OQ S.
2D. DE-
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DEFINIÇÃO 1.
.617 Toda a linha, como EC, ou
tD , tirada parallelamente á tangente

. AB, fe chama ordenada ao diametro AO.
D E F I N I ç Ã o II.

6 I8 Se fe buíca huma terceira pro-
porcional ás linhas BM, c á tangente
AB, eíta linha fe. chamará o parametr»
do diametro AO.

c o R o I, L A R I O.

6 19 Da definição precedente [e fe-
gue, que fe fe tira do fóco P ao pon ..
to do contaéto A huma linha quadru-
plá'Ã.P, ferá igual ao parametro de AO.

Para fe provar fupponhamos que o
ponto S he ° ponto gerador, e ferá
GS:::: PA *; e chamando SM ,ouMP a, •Numcr,
~lG x, AG y, teremos SG, ou AP = ~9)·

X +a, e ~ela propofição primeira 4a~
-::::.yy: iftofüppofto, chame·fep o para-
metro do diamctro AO, pela definição
precedente * ferá MB x: AS·: AB:p: • Numc:r~
logo px =ABz; mas por fcr rc!lan<Tulo 611.

o trianglllo A B G,. terá AB~==AG2 +GBz
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GB2 =4ax -1-4't'x: logo px = 4ax +4x.v ;
e dividindo tudo por x, ferá p = 4Cl +
4X=4AP. O 2 S.2 D.

P R O P O S I ç Ã O VII.
T H E o R E MA.

61.0 O quadrado de qualquer orde-
nada EC a hum diametro AO he igual
ao reéhmgulo da abcifa AE pelo para-
metro do diametro AO, ou , o que hc
o rnefmo , por huma linha quadrupla
de AP•.

Fica tudo como na propofição pre-
cedente, e fe chamarão as linhas com
as mcímas letras, excepto a-linha AE,
a que chamaremos z, que fendo igllal
a FG, fera 11l - ta, .

D E 1\1: o N S T R A ç A o.

Somrnemos .as duas equações , que
achamos pela propofição anrecedenre ,
pondo t em lugar de ti, que lhe he igual,
o que dará myy -1-tyy +myy - tyy = ."(yy
-1- tyy + t;:v +xyy _ tyy -1- t::'; c fazen-

do a reducção , fica 2111Yy= 2~"YY + '!!!.
~ 2.~

C
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e defvanecendo a fracção , fica 4mxy'y
:::::4.xxyy+ttyy ; e dividindo tudo por
Yy , dá 4mx::::4xx -+ tt; e fazendo par-
far 4XX do fegundo para o primeiro
membro, 4mx-4Xx, ou m-xX4x::::
tt; e corno m - te-z: Z, teremos 4XZ::::::
tt ; e por fer reaan~gulo o triangulo
EH C, teremos EC- :=EH2+ CH2::::
tt +::~; e pondo 4XZ em lugar de tt,

e 4ax em lugar de yy, ferá Eel ~ 4x.z
+~..::.., oU4xz+4az=zX4x+4a,

4XX

ou EC2=4APXAE. O Q:S.!bD.
C o R o L L A R I o I~

62 I Por efte theorema fe vê a gene;
ralídade da propofiçâo primeira, pois
não fómente o quadrado de huma or ..
denada ao eixo he igual ao reélangu]o
comprehendido do parametro do eixo,
e da abeira, mas tambem que o quadra-
do de toda a ordenada a qualquer dia-
metro he igual ao reélangulo da abeira
correfpondente, e do parametro defte
diametro. Para que ifto fe entenda me-
lhor, íupponhamos RT tangente ao
Tom. II. Q. pon~ 'I
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ponto M extremidade do eixo, todas
ilS ordenadas ao eixo ferão parallelas a
efta tangente, e pela propofição pri-
meira o quadrado de cada hurna deftas
ordenadas ferá igual ao reél:angulo com-
prehendido da abcifa correfpondente ,
e de huma linha quadrupla de PM , que
he a difrancia do foco ao ponto do con-
raéto : logo fe imaginarmos que o eixo
'ML fe mova parallelamente a f mefmo
até o. ponto A , ou que feja o diametro
AO, e que a tangente RT tenha efcor-
regado pela parabola , não a tocando
fempre em mais de hum ponto, até que
o ponto M feja o ponto A, então a tan-
gente RT ferá a linha NB, c a linha
PM ficará na linha PA, e por confe-
qucncia ferá a quarta parte do para-
metro do eixo, que he o diarnetro AO ;
e as ordenadas, que fe tiveffem ti rado
parallelas á tangente RT, taes corno
VX, íerão fempre parallelas á tangen-
te, e acompanharão o eixo; e fe a ab-
eifa MV he igual á abciía AE, a orde:
nada VX fera a ordenada EC, e fera
fempre o quadrado de EC igual ao re-
aangtuo comprehendido por huma li-

nha.
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nha quadrupla da diftancia do ponto
dq contado A ao foco P, como fe de-
ll1onftrol.1na propoíição precedente.

Póde-Ie notar que fe o ponto A fe
approximalfe mais do ponto M, pode-
ria fuceeder que o ponto e cahifle pa-
ra lá do eixo ML, e que tambem cahi-
ria, fe fe tomaífe huma abeira AE ma-
ior fobre o diamerro , fuppofto fempre
o mefmo ponto A; mas ifro não emba-
raçaria que fubfiftilfe do mefmo modo
tudo o que temos demonftrado, de
qualquer modo que a linha De po.lfa
achar.Ce na parabola, pois íempre ef-
tará dividida em duas igualmente pelo
diametro, fendo parallelo á tangente.

e o R o L L ·A R I o lI.
622 Segue-fe também do que te-

mos vifto, e notado autecedentemenre e
primeiro, que o parametro do eixo he
o menor de todos os parametros: fe-
gundo, que fe fobre o eixo, e [obre
9ua1quer diametro fe tornão .abciías
19uaes, as ordenadas ao diametro fe-
rão maiores que as do eixo, pois os
Ieus quadrados são iguaes aos refian-

Qii gll-
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gulos feitos de huma mcfma abcifa por
parametros differenres, e o parametro
de qualquer diametro he maior que o
do eixo.

C o R o L L A R r o III.
623 Por fer o quadrado de huma or-

denada a hum diametro qualquer igual
ao produéloda abeifa pelo parametro ,
que he huma grandeza eonftante para
cada diametro, ~ variavel , conforme
os diverfos diametros, fegue-fe que
chamando p ao parametro de qualquer
diametro, ex á abciía , tomada no mef-
mo diametro, começando da origem
do diametro , e y á ordenada corref-
pondenre , teremos fempre a equação
yy =t«, o que contém as proprieda-
des da parabola , ou feja a refpeito dos
diametros, 011 a refpeito do eixo: fe
fe fuppõe que a abeira fe tome no ei-
xo, e Ieja igual ao quarto do parame-
rro , teremos efta equaçãoyy ==2_pp, de

4

que fetiray==+-p, e dobrando 2Y=P,
. o que molha que o dobro da ordenada ,

que



P R O P O S I ç Ã O VIII.
T H E O R EM A.

624 Se fe córta hum cone por hum
plano parallelo a hum de íeus lados,
afecção ferã huma parabola.

Corre-fé o cone ABC por hum pla- Figura S~
no parallelo a hum de feus lados Be,
digo que afecção, que ferá por exem-
plo DEI, fará na íuperficie do cone
huma curva D H EK I, que fcrá hU01a
parábola. Supponhamos que o cone foi
cortado pelo plano LM parallelo á íua
bafe, afecção ferá hum circulo, do
qual as linhas FK, e FH ferão perpen-
diculares ao diametro LM, e ao mef-
mo tempo ordenadas á curva, porque
fe fuppõe que o plano ED I, que corta,
he perpendicular ao plano do triangu-
lo ABC, que íe chama trianpulo pelo
eixo. lfto fuppoflo , tomemos no lado

BC

D E M A T H E M A T rc A. 24;

que pafla pelo fõco , he igual ao para-
metro ; o que tambem he verdade a
fefpeito de qualquer diametro, como
fe pode facilmente averiguar, enten-
dido bem o que fica já explicado. * •Numer.

621.



~46 N o voe U R S O

De a parte BO igual a FM ,e do pon·
to O fe tire ON parallela a FM, que
ferá o parametro da parabola; porque
demonftraremos que o reélangulo feito
deNO pela abcifa Ef he igual aoqua ..
drado da ordenada FK, chamando ás
linhas BO-, ou MF ti, NO p, FE x,
e FKy.

D E 111o N S T R A ç Ã o.

Os triangulos BNO, EFL, tendo
os lados refpcdivos parallelos , são fe- ,
melhantes , e darão BO ti :ON p :: EF x:
FLP~', de que [etiraBOxLF, ouFl\i

Toni. r.
"Numer, xFL=ONXE'F*, e analiticarn tep«
:01.

= o:x; mas pela propriedade do circulo

FMxFL=FK2: logo t==s» 02 s.
QD. C o R o L L A R I o.

6~5' Se o rriangulo pelo eixo he
equilatero , a linha FM comprehendi-
da entre o eixo da parabola, e o lado
De do cone ferá igual ao parametro da
parabola, porque he evidente que a ab-
cifa LF nefte cafo f~rá igual á abeifa EF.

PRO-
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P R O P O S I ç Ã O IX.
P R O B L E M A.

- 6.26 Dado o paramerro , defcrever
hnma parabola.

Para defcrever huma parabola, de
que a linha AB feja o paramerro , to- Figura 6•.
mern-fe em huma linha, v. gr. EK, as
partes EC, e CF, cada huma igual ti
quarta parte do pararnerro AB : depois
fe tire á linha EK hum numero inde-
terminado de perpendiculares, coma
GH, e fe fação as linhas FG, FH, ca..
da hnma igual á linha EI; ou, o que
he o mefmo , do ponto F, como cen-
tro, com o raio EI fe defcreva hum ar-
co de circulo, que corte as linhas GH
nos pontos determinados H, e G, a
curva, que palrar por eftes pontos, fe-
rá huma parábola. A demonftração he
a mefma que a daprimeira propoíição,

P R OP O S I ç Ã O x.
PROBLEMA.

627 Dada huma parabola , achar-
lhe o eixo. .

Pa-
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Para achar o eixo de huma paraboIa,
v. gr. CLI, bafta tirar por quaefquer
pontos que quizerem da parabola duas
linhas AB, CD, v. gr. parallelas entre
fi; e dividindo pelo meio eftas linhas
nos pontos E , e F, tirando por eIles
a linha GFH, ferá hum diametro , pois
divide igualmente duas linhas paralle-
las: depois do ponto C fe tire a linha
CI perpendicular a GK; e dividindo
efla linha pelo meio no ponto K, le-
vantando neíle ponto huma perpendi ..
cular KL, ferá o eixo da parabola.

D E M o N S T R A ç Ã o.

Sendo as linhas AB, e CD ordena-
das ao diametro GH, e a linha CI per-
pendicular ao diametro , ferá tambem
perpendicular ao eixo, pois o eixo he
parallelo ao diarnetro, e efta mefma li-
nha ferá huma dupla ordenada ao eixo:
logo a linha KL, que palra pelo meio,
he o eixo, que fe pede, pois o eixo di-
vide em duas igualmente as duplas or-
denadas.

.'PRO-
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P R O P O S I ç Ã O XI.
p R. o B L E M A.

628 Dada huma parabola, achar-
lhe o para metro.

Para achar o parametro de huma pa- Figura 7·
rabola dada , he precifo buícar huma
terceira proporcional a qualquer abci-
fa , v. gr. LM , e á ordenada correfpon-
dente MN *, que ferá por exemplo OP, ..Numer.
e efta linha OP ferá o parametro que 601. ,

fe pede, pois o reétangulo feito de
LM, e OP ferá igual ao quadrado da
ordenada MN. * ..Numer,

60J.

P R O P O S I ç Ã O XII.
p R. o B L EM A.

- 629 Dada huma parabola, de que
fe conhece o parametro , achar-lhe o
fóco.

Para achar o fóco de hurna parábola
!"etome no eixo ,LK huma parte LQFigura 7·

ígual ao quarto do parametro O]", e
o ponto Qfera o fóco , que fe bníca ;
o que he evidente, pois pela geração
da parábola o parametro he quadru-

pIo
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plo da diftancia do fóco Q ao vertice
L da parábola,

-------._--------.----' __,----
C A P I T U L O II.

Da Ellipfe.
D E F I N I ç Õ E S.

I.
Eftamp.ll 630 TEndo tirado em hum plano
Figura 8. duas linhas reétas deíiguaes

AB, e CD, que fe cortem pelo meio
com angnlos reélos no ponto E: fe fe
defcrever hum íemicirculo , cujo dia-
metro feja a maior AB, e fobre eíle
diarnetro fe levantarem muitas perpen-
diculares, v. gr. FG, IK, &c., e depois
fe tomar FH quarta proporcional ás
linhas AB, CD, FG, e tambem IL
quarta proporcional a AB, CD, IK,
&c., e fe continuar a achar defte meí-
mo modo hnma quantidade de pontos

,. taes como H, e L, a curva, que paílar
por rodos cftcs pontos, ferá chamada
Ellipfe. II.

63 I A linha AB fe chama eixo ma-
ior da ElIipfe ; e a linha CD, quefc

'. fup-
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Juppõe perpendicular ao meio de AB,
fe chama eixo menor: á linha CD íelhe
chama tambem eixo conjugado ao eixo
AB; e reciprocamente o eixo .AB con-
jugado ao eixo CD.

lIT.
632. As linhas FH, IL perpendi-

culares ao eixo AB fe chamão ordena-
das ao mefmo eixo; as. linhas IK, FG fe
chamão ordenadas do circulo; e compa.
rando-as com as ordenadas da Ellipfe,
de que são pane, fe chamão todas or.
denadas correfpondentes : do que fe fe-
gue que a Ellipfe he hurna curva, da
qual as ordenadas tem fempre ás or-
denadas de hum circulo defcripto [o-
bre o maior eixo huma conftante razão,
que he a do eixo maior AB ao [eu con ..
jugado CD, de que fe tira efta analo-
gia para qualquer ordenada, v. gr. FH;
AB:CD::FG :FH.

IV.
633 Bnfcando-fe huma terceira pro-

porcional aos eixos AB , e CD, v. gr.
MN , efta linha íe chama parametro do
eixo, que he o primeiro termo da pro-
porção contínua. v.
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v.
634 O ponto, em que os eixos fe

cortão em angulos reétos , fe chama
centro da Ellipfe.

VI.
635' Se no eixo maior de huma EI-

lipfe fé tomão os pontos K, K aparta-
dos cada hum dos extremos do eixo me-
nor á linha 1(D=AE, ifto he , a dif-
tancia de metade do eixo, eftes pon-
tos fe chamão focas da Ellipfe.

VII.
636 As partes AF, BF de hum ei-

xo, feitos pelo encontro da ordenada
FG a efte eixo, fe charnão abcifas ; ou
cortadas do eix0.J a reípeiro da ordena ..
da FG; e charnão-fe tambem algumas
vezes abcifas as partes comprehendi-
das entre o centro, e o encontro de
huma ordenada, como EF , e então fe
di~ que as abcifas tem no centro a fua
ongern.

1-1

P R O P O S I ç A O I.
T H E o R EM A.

- 637 Tirada na Ellipfe hnrna orde ..
Figura 9. nada FH ao primeiro eixo, digo que o

re-

Figura ,.
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reélangulo das abeifas AF ,FB defte eí-
xo he ao quadrado da ordenada FR, co-
mo o quadrado do primeiro eixo AB
he ao quadrado do fegundo CD; ou ,
o que vem a fer o mefmo , como o qua-
drado de AE ao quadrado de DE.

Chamemos AE, ou BE a, CE, ou
ED s, as indeterminadas EF x, FH y,
FG s, ferá AF a-x, e FB a+ x:
ifro fuppofto, devemos moftrar que
AFxFB: FH2:: AB2: C02, ou ::AE2:
EOa, ou que aa-xx:yy:: a2: b2•

DEMONSTRAÇÃO~

Como pela definição daEllipfe cada
huma das ordenadas he quarta propor-
cional ao eixo maior AB, ao pequeno
CD, e á ordenada FG, fera AB: CD
:: FG : FH, ou 2a: lb:: s:y: logo AB2:
CO:z :: FG2: FHol , ou 4a2: 4b2::JS :yy ;
mas pela propriedade do circulo o qua-
drado da ordenada FG he igual ao pro-
duéto das abeifas, ou AF XFB== FG2 ,
e analiticamente ss:=aa-xx: logo pon-
do efta exprefsão em lugar de JS na an-
tecedente proporção, ferá 4a2: 4b2::
aa-xx :yy ; e invertendo, ferá aa"':""xx:

yy

•
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yy:: 4a~: 4b2 :: a2: b'l, dividindo por 4 os
termos da fegunda razão. O2 S.2 D.

COROLLARIO I.
Figura i. 638' Havendo duas ordenadas FH,

e IL , teremos pela propoíição prece-
denteAFxFB:FH'l::AB7:CIY, eAI
xIB: IL'l :: AB2: CD2 : logo AFx FB:
FH'l :: AI XIB : IL'l, ou alternando AF
XFB: AlxIB::FH2:IL2, iíto he , os
quadrados das ordenadas FH, IL são
entre fi , como os produétos das fuas
abcifas.

c o R o L L A R I o II.
639 Segue-fe tambem que fe do'

Flgura~. ponto H fe tira a ordenada HI ao fe..
gundo eixo CD, o reébangulo compre-
hendido das partes IC, ID he ao gua-
drado da ordenada IH , como o quadra ..
do do mefmo eixo CD ao quadrado do
feu conj 11gado AB. .

Como FH=EI, ferá EI=y; e fe
do FE =HI , ferá HI =x, ferá ID b-y,
CI ferá b+y: iílo íuppoílo , pela pro-
poíição precedente ferá aa-xx :yy:: aZ

:

b2; e tomando os produdos dos extre ..
mos,
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mos, e meios *, teremos aabb-xxbb == Tom. r.
f: bb d .• NumerYyaa ; e azendo paffar - xx o prl.. zoa. •

meiro membro ao fegnndo, e aayy do
fegundo para o primeiro, teremos aabb
- aa)'Y=bbxx, de que fe tira efta pra.. Tom; I.
porção bb - yy :xx :: bb :aa *, ifto he , ID ..Numcr~
XDC:IH2::DE2 :AE2; no que fe vêiu.
claramente que as propriedades das or-
deaadas ao eixo menor da Ellipfe são
inteiramente as mefmas que as do gran-
de eixo; de que fe póde concluir que
as ordenadas ao eixo menor da Ellipfe
são terceiras proporcionaes á metade
do eixo menor, á metade do maior, e
á ordenada lN de hum circulo deferi-
pro [obre o eixo menor, o que he fa-
cil de comprehender, fe attenderrnos
que na proporção IDxCD : lH2:: AE2:
DE2 fe póde pôr em lugar do reéhn-
gulo 10 X ue o quadrado da ordena-
da lN , que lhe he igual, de que fe de-
duz, tomando as raizes, e fazendo a
razão inverfa DE: AE: : IH :lN. Pó-
de-fe logo definir a Ellipíe , dizendo ,
que he huma curva, da qual todas as
ordenadas crcfcern , 011 diminuem .pro ..'
porcionalrnenre : creícem , ql1and? 0,

4 clr-
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circulo fe defcreve fobre o eixo me-
nor; e fe encurtão ,-~uando fe defere-
ve fobre o eixo m~ífór.

C o R o L L A R I o III.

640 Chamando a ao primeiro eixo
de huma Ellipíe , e b ao fegundo ,p opa"
rametro do primeiro eixo, teremos * a:
b :: b :p , e * aa :bb :: a: p'; mas pela pro ..
priedade da Ellipfe he aa -.xx :yy:: aa
: bb: logo ferá também aa - xx :yy ::~:
p, de que fe tirayy==aa-xxx: , ifto
he , o quadrado de qualquer ordenada
he igual ao produêto das fuas abciías ,
multiplicado pela razão do parametro
ao eixo; e aílim fe fe fabe que o para-
metro he os dons terços do eixo , o
quad rado de cada ordenada ferá igual
aos dons terços do reétangulo das ab...
ciías correfpondentes.

No T A I.
641 He de notar qpe por fer AFX

FB: FH2: : AI XIB: 1(t2, fe em lugar
dos reél:angulos AF X FB , e AI X IS fe
põem os quadrados das ordenadas FG,

elK,
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C lK, que lhe são iguaes pela proprie-
dade do circulo *, teremos FG2 : FH2:: ·Num~rIo
IK2: IL2 ; e tirando as raizes de cada 44;l~
termo, ferá GF: FH:: II\.: IL; e a\t.~r~
nando , FG: IK:: FH: IL, o que dtof-
tra que fe as linhas FH, e IL fe to-
marem por elementos da fuperficie do
quarto da Ellipfe EAD , e as lirih~s.
FG, e IK por elernentos do qtla rro dà:
circulo EAM, os elementos do quarto
da Ellipfe eftão na mefma razão qne os
elementos do qnarro de circulo, que
lhe he corrc[pondente.

No T A II.
641. Já vimos que em huma pro-

gref:<;ãocompofta de elementos infini-
tos, v. gr. FG, IK de hum quarto de
circulo, a [ornma dos quad rados de to-
dos eíles elementos feria igual ao prÜ'"
duRo do quadrado do maior elemento
EM pelos dons terços da linha AE,
que expreffa o numero; e como os ele-
mentes da Ellipfe tem todos a mefma
razão com os elementos correfponden-
tes do quarto de circulo, fegue-fe que
terâo a mefrna propriedade das do cir-:
Tom. n, R cu-
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eulo; e por confequencia fe houver hu-
ma progrefsão compofta de infiniros
termos dos elementos de hum quartO
da Ellipfe EAD, a fomma dos quadra-
dos de todos os elementos taes cornc
FH, IL he igual ao produélo do qua-
drado do maior elemento E D pelos
dous terços da quantidade, que exprel-
fa o numero, ifto he , pelos dous ter-
ços da linha AE. .

Eftas duas advertencias nos hão de
fervir muito na Geometria prática, e
por iffo precisão eftndallas com todo o
cuidado para fe comprehenderem bem.

DEFINIÇÃO I.
Figura 10. 643 Charnão-fe diametros de hnms

Ellipfe a duas linhas, como CD, e EF,
que paílando pelo centro da Ellipfe ,
fe terrninão na cnrva.

D E F I N I ç Ã o II.
644 Tendo tirado de qualquer pon-

to C da Ellipfe hum diametro CD, e
huma ordenada CK ao eixo, fe fizer ..
mos GO terceira proporcional, ct.GK,
~GA, O diametro EF, que fe tirar pa-

ral..
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rallelo a CO, [e chama diametro con-
jugado ao. diametro CD, e reciproca-
mente o diarnetro CD [e diz conjuga-
do ao diamctro EF.

D E 1<' I N I ç Ã o III.
645' Toda a linha, como RI, tira-

da de qualquer ponto H do diametro
CD parallelamente ao [eu conjugado
EF fe chama ordenada ao diamerro CD.

D E 1<' I N I ç Ã o IV.
646 Ruma terceira proporcional aos

diametros conjugados CD, EF ferá o
parametro do diamerro , que he o prí-
rneiro termo da proporção.

C o R o L L A R I o.

647 Pois * fe fez GK: GA:: GA: •Numcr ..
GO, Iegue-Ie que Ie chamarmos GKx, 6044.,
GA a, KO z, teremos GK x: GA a :: f

GAa:GOx+z, doquefefegnexx+T . I
XZ=aa *; e .paffando te» do primeiro ao •~~~e;.
fegundo membro, teremos xz==.aa-xx, 202~

ou OKx KG=AKxKB. Efte corolla-
rio Ie deve comprehender bem, pois
nos ha de fervir de muito nas feguin-
tes propofi~ões.

R ii PRO-



IItNumer. Pela propriedade da Ellipfe * AKX
~38. KB xz: AP X PB aa- ff:: KC'2 PE2; e [e

em lugar de an no fegundo termo da
proporção fe põe xx+zx, que lhe he
igual *, e em lugar de KC2, e PEz fe
põem KO"'zz, e PG2.lJ', que eílão na
mefma razão por caufa dos triangulos
femelhantes COK,EGP, que dão CK:
PE:: KO: PG, teremos AK XKB :APX
PB : : KOz :PG2, ou xz : xx +xz - ff::
zz : ff: logo o produél:o dos extremos,
e dos meios dá efta equação ta ta zz +
~Z} _/2 Z2 /2 z~*; e tranfpondo JfZf4t

do,

"'NlImer.
647·

"Numer.
647.

Tom. V
...Numer,
:0%.

~6o .: N O VOe U .R SO

. P R O P O S I ç Ã O II.
T H E O R E 111A.

-~ 648 Se dos extremos C, e E dos
dous diametros conjugados CD, EF
fe tira ao eixo AB as ordenadas CK,
EP, digo que o quadrado da parte GP
fera igual ao rec.1aogulo de KA pÇf 1\.B. '

Tendo AG=a,GP=f,GK=x,KO= z, ferá GO= x+ z: ifto fuppoílo ,
moílr aremos que AKxKB aa-xx, Oll
xz*==fJ.

O E M o N S T R A ç Ã O.
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do primeiro membro para o fegundo;
teremos XXZZ +XZl =f2 Z2 + f2 zx: di-
vidindo ambos os numeros da equação
por z, teremos xxz+z2x=ffz+flx;
e tornando a dividir ambos os membros
por Z + x, ficará xz -=-ff, ou AK X KB
::::GP2. O 2S.2D.

C o R o L L A R I O.

649 Como temos xx+xz=aa *, fe- • Numc:n
gue-fe defta propofição , que pondo ff647."
em lugar de xz, que lhe he igual, te-
remos xx+ff aa; e paífando ff do pri-
meiro para o fegundo membro, ferá
GK2 xx=APxPB aa-jJ.

....
P R O P O S I ç A O III.

T H E o R E M A.

-6,0 O reéhngulo feito das partes
eH , HD do diametro CD he ao qua-
drado de hnma ordenada HI, como o
quadrado defte rnefmo diametro he ao
do feu conjugado FE.

Depois de ter tirado as linhas lN,
HL parallelas a CK, e a linha Hl\1 pa-
rallela a AB, chamaremos GK IX, CKy, .
AGa,KOz, MH,ouLN c,GLg,GCs.

DE-
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D E M O N S T R A ç Ã o.

He evidente que os triangulos GKe,
GLH são fernelhanres , e ferá G K x ;

KC y : :GLg :LH g; ; e os triangulos

COK, IHM, que são tambem feme-
lhanres , pois tem os lados parallelos
cada hum ao Ieu , nos dão OK z: KC y
: :HM c :1M c: , do que fe tira 1M+

HL=IM +MN, ou lN=gy +cy ,cu-
x Z.

• d \1\' ~ Cd\' 2 CC\'V

Jo quadrado he !:!_...:_ --I- _ ..._ +_..:além
ccx ;cz. zz.

diflo LN-LG=GN=c-g, cujo
quadrado hc cc- 2Cg+/fg: iiro fuppof-
to, bníque-fe outro valor de lN , que
fe achará pela propriedade da Ellipfe *,
porque AK xKB: ANx NB, ou GB2_
GN2*::CK2:INz, ou an.aliticamente
aa-i-tcx ; aa-cc+ 2Cg-gg :: ~'Yy: JJ' x
lT(J_CC+2Cl!_.I!.l! =IN2 ou fazendo a mul-

aa-xx ,

. l' ,J r' aav» - ccvv -+- 7.Cl!YY -l!l!YVttp lcaçao lera .. .. . . . ....
, \ {/II-X."'C ,

e fazendo huma equação com eíles dous
va-
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'Valores, ferá ggyy 4- 2Cgy2+ ccyy = a:y'l
xx :2X' ~2

ferá ccyy + 2Cgyy + ggyy = oayy _ ccyy 4- 2Cgyy
'tz. xz. xx ~x

-::_ggy'.!, ou tirando de cada membro
. 1 '.!CffVY di idi d do termo 19na ~t"; e IVI ln o e-

Pois tudo pOl"y''Y fica!!.. + gg = aO-CC-.{!.f!., ~z xx aa-xx·

rnultiplique-Ie tudo por xx para livrar
gg de quebrado, e ficará cC;;_x +gg =
~CXX-f!gx.-.:: depois faça-fé paffar

tUI-XX

gg do primeiro ao fegundo membro,
e fe reduza a quebrado, cujo denomi-
nador feja aa-xx, e teremos efta equa-
_, ccxx C'2X4 aaxx _ ccccx _ oo"f! -\-
çao -~-;:- , ou X2Z2 = tltl xx
~t;gx~, e porque o primeiro mem-

ccxx &2:)(:4. ,Jbro _- he o mefmo que -_ ,pOIS naozz :X:2Z2

fe fez mais que multiplicar os dons ter-
mos de cada quebrado pela meíma gran-

de-
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deza XX; mas O primeiro membro def-
ta equação eitá dividido pelo quadra.
do de xz, ou de aa-xx, que he o di..
vifor do fegundo membro: logo def·
vanecer-fe-ha toda a fracção, multipli ..
cando o numerador do fegundo mem.. :
bro pOI' aa - xx, e teremos ccx+=aax» i

-ccxx-aogg X aa-xx=a4 X2_C2 a2 x'J.
-a4 s' - a2 x4 -I- C'2',x4-1- a2g'2,x2; c tiran-
do de huma parte, e outra c2 ,,"'4, e tranf ..
pondo a2 c2 ,,",2 do fegundo membro pa ..
ra o primeiro, ficará 112C2,x2=.14x2-a4's=« X4-1-a2g2 x2; e dividindo por a'2 x2,

a2 g2
dará cc zz a=r-r x? -I- r: ----;c2 =LN1:::::=
HM'2: ifto fnppofto, por ferem os tri ..
angulos GKC , e GLH ícmelhanres ,

fefá GKx: GCs ::GLg: GH ~ , e por
confcqucnciaGD2-GH2, 011 CHXHD

g2J2 s1x2_g2S'2 •* = ss - _- :::::= . • Para examl-x2 x»
nar fe he verdadei ra a proporção dada
no rheorerna , he prcciío advertir que
as quatro grandezas fegllintes C H X
HO, HM2, CG2, GP2 eítão em propor-
ção, pois diípondo-as em exprefsões

ana-
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ana1i ticas , fe acha fer o produél:o dos
extremos igual ao dos meios, ou, o que

vem a fer o mefmo, CHxHD ~-ge..:. xx

a2g2

KM2 a2 - x2 _l-g2 - -- : ; GC" ss :GP2x.l

aa+xe : logo fubílituindo em lugar dos
coníequenres as quantidades, que lhes
são proporcionaes, a faber, H12,eGEl,
como he evidente por caufa dos rrian-
gulas HIM, PEG ferem femelhantes,
ferá CHxHD:HI"::CG2:GE". 02
«s. D.

COROLLARIO I.
6, r Daqui fe vê que o mefmo que

na propofição primeira [e demoníirou
a refpeito dos feus eixos, fe entende
por cíla propofição a quaefquer dons
diametros; porque fé [e appHca o mef-
mo difcurfo da parabola á Ellipfe * , ,.Numer«
ver-fc-lia que a ranaenre BT ao extre- 621.

b ~ dmo A do eixo AB, tendo elcorrega o
"'f) longo da curva ao lugar QR, e teu- Figura II.
do-fé movido o eixo AB a occupar o
lugar FG, a ordenada KL, que fempre
a acompanharia parallela á tangente Hl,íe-
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ferá a ordenada OP; e como tambem
o eixo conjugado CD fe teria movido
parallelamente á tangente H[, virá a
fer o diametro conjugado l\tlN; e por
confequcncia ficando todas as linhas
com a mefma razão de hurnas a outras,
fegue-fe que o reélangulo feito das ab-
eifas OF , OG he ao quadrado da or-
denada OP, como o quadrado do dia-
metro FG ao quadrado do fcu conju-
gado MN.

e o R o L L A R I o II.
65'2 Segue-fé também que para ti-

rar por hum ponto F hurna tangente
QR á Ellipfe, hc prccifo baixar dcftc
ponto huma pe:.pendlclllar FS ao eixo
AB, e fazer E~tcrceira proporcional
as reélas E S, EA * para ter o ponto
Q, do qual fc tire a tangente pelo pon-
to dado.

C o R o L L A R J o III.
65'3 Segue-fé tarnbcrn dcfln propo-

IiçJO que toda a linha pnr.illcla á tan-
gente RQ cftá dividida igualmente
pelo diamctro liG, por quanto ore ..

aan-
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él:angnJo de FO por OG he ao quadra ...
do de O P, como o quadrado de FG ao
quadrado de MN : tambem o reéhngulo
de FO porOG he ao quadrado de OT,
como o quadrado de FG ao quadrado
de MN; de que fe fegue que o qua~
drado de OP he igual ao quadrado de
OT, e confeqnentemente OT=OP.

C o R o L L A R I o IV.

654 Segue-fé tambem que os qua-
drados das ordenadas a hum mefmo dia-
metro são entre fi como os reélangn ..
los das abeiras correfpondentes , do que
fe vê que chamando-fc a qualquer dia-
metro la, c ao feu conjugado zb ; o pa-
rarnetro do primeiro p, x, c y a abei-
fa , e ordenada correfpondentes , tere-
mos como nos eixos yy = nn - xxXP , if-

2a

to he , que o quadrado de huma ordc-
nada a qualquer diarnctro he igual ao
rcéhmgulo das abeiras, multiplicado
pela razão do paramcrro ao diamerro :
fc o diamcrro hc maior que o fcu pa-
rarnctro , o quadrado de qualquer or-
denada ferá maior que o rcHang1110

ln en ,.... das
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das abeifas: fe os dons diametros são
iguaes, o parametro ferá igual ao dia-
metro, e por confeqneneia o reaangll-
lo das abeifas ferá igual ao quadrado
de cada ordenada, e então ferão as or-
denadas iguaes á de hum circulo def-
cripto fobre hum dos diamerros , mas
obliquas a efte diarnetro , porqne nefta
curva fó as ordenadas ao eixo he que
podem fer a angulos reélos , como he
facil de conhecer, attendendo a que
fendo as ordenadas fempre Pirallelas,
as tangentes neceffariarnente devem fa-
zer com os feus diametros os mefmos
angulos que as tangentes.

P R O P O S I ç Ã O IV.
T H E o R E M A.

- 6), Os quadrados dos dons diame-
Figura 10. tros conjugados CD, e EF são ignacs

em fomma aos quadrados dos feus ei-
xos AB, QR.

D E 111o N S T R A ç ii o.

Confervando a mefma conítrucção
antecedente, teremos * GP2= aa-xx,

e



D E M A T H E M A T I C A. ::.69
e * GA2-GP2, ou APXBP=GK2= "Numc:"
x» ; mas pela propriedade da Ellipfe 64~·
ferá GA~:GIV:: AP X PB : PE2, ou ana-
1, . b hÕXX PEmcarnenre a2

: :!:: xx : ~;-. = 2, e
tambem GA2 : GR2 :: AK XKB:
: C K. 2 , e em letras a2

: b"; : aa=s«:
oobb- xxlrz , .• Nos triangulos reélangu-

112

los GPE~GKCferáEG2=Ep2+PG2::::
~'?l.. +aa-xx, ou EG2= a4-aoxx+bbxx
aa. K aa '

e rsmbern CG2 =CH2 +GK2:=:~-=
02

85:xx oObb- ""xx +aaxx 1 EGa_ +XX:=: : ogo
02

(lA. - atJxx.+b2x2 .+b2a2 - b2x'! ++CG2= -~--=---_._-~
a-

a2:~':. a~a2b'1. .•._ :=: 2 ; e dividindo por tl2, fe-
a

rá aa+ bb == EG'1.+CG'1., qne quadru-
plicando os termos de cada membro,
ferá AB:!+R~ == CD:!+EF?' O2s.
!2.:D. COROLLARIO.

6; 6 Segue •.fe deita propofiçao que
não pôde haver emhuma Elli píe maisque
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.. • que dous diarnetros conjugados, que
fejâo igl1aes ; porque como a fornma
dos quadrados dos dous femidiametros
conjugados he igual á dos quadrados
dos dous meios eixos" fe fe toma a
exprefsão geral defrelabmetros pelo
quadrado de hum dos dotJ~ iametros
conjugados iguaes , por exemplo, á de
CG2 , teremos eíla equação ~-2bbx2

aa

-+ 2tl
2
X
2 = aa .s-bb ; e multiplicando tu-

do por aa ; ferá 2a2b2_2b2x2+2a2x~ =a4 I

+a2 b2
, do que [e deduz, defrruindo

a2 b2 em cada membro, a2 b2 - 2b2 x2 +
2a2 x2 =a4, ou tranfpondo aabb- a4:::::
2bbxx-zaax1; dividindo tudo por bb-aa,
J! I '2 '2 na d r.ncara a =2:>'X, ou x = -; , e que ie

deduz eíla proporção ~ a: x:: x: a, o

que mofrra que a abcifa , que deter-
rmna os dous diarnetros conjugados
iguaes, he meia proporcional entre
metade, e a qnarta parte do eixo ma-'
ior; e como entre duas grandezas não
póde haver mais que huma meia pro-

por~
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porcional , fegue-fe que naEllipfe não
pôde haver mais que dous diametros
conjugados, que fejão ignaes •

....
~ R O P O S I ç A O V.

T H E o R E M A.

-6,7 Se pelo extremo A do eixo AB Figura U~

fe tira huma tangente, que vá encon-
trar nos pontos N, F os dous diame-
tros conjugados MG, IR continuados
quanto for neceflario , digo que o re-
Uangulo das partes AN, AF he igual
ao quadrado da metade do eixo CD,
e vamos a provar que ANxAF==CE:Z.

D E 1\1 o N S T R A C; Ã O.

ALXLB==EK2==XX*, e confçquen- "Numc,_
temente Af.2 aa: EC:zbb : :ALXtB xx: '49·

LM 2 úÚ~', e como elle ul timo termo
aa

he quadrado perfeito, extrahindo-lhe
a raiz, íerã LM == h; ; mas * AK XKB ..Numcr.

641.
::::LE2 ferã CE2: AE:z:: IK~:AK><KB,
OU EL2, e analiticamente bb: (la: :yy:
!!!:!1. z: L E2 ; e extrahindo tambem a

bll raiz .
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raiz a efta quantidade por fer quadra-
do perfeito, teremos EL =a~ : ifto fup-

poílo , por ferem os triangulos EAF,
ELM femelhantes, teremos efta pro-

, porção EL :LM: :EA: AF ; e pondo
os valores analiticos, que achamos fer
~ o õx o. anóxl! _ hóx =AF tambem por [e-
D • a •• aay - ay ,

rem femelhanres os trianguJos EAN,
e EKI, ferá EK: EA ::IK ; AN , ou x:

ao:y: ti_'; =AN: logo ANxAF=óóxX~ I
o x (ly x

=bb== CE2. 02 S.QD. J

I
t

c o R o L L A R I O.

6)'8 Por efta propofição fe podem
facilmente determinar na Ellipfe os
diametros conjugados iguaes, pois pa-
ra iflo bafta tomar [obre a perpendi-
cular AN da origem do eixo hnma par-
te AR igual CE metade do eixo me-
nor, e pelo centro E, e ponto R ti-
rar a linha ER, da qual a parte corn-'
prehendida entre o centro, e a curva
he hum dos femidiarncrros conjugados
iguaes; porque como fempr~ ANxAF
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::::CE'2, quando os diametros conjuga"':
dos são igllaes , ferão iguaes as partes
AN , AF, e por confeqtlencia deve fer
AR==CE.

...
P R O P O S I ç A O vr,

THEOREMA.

-659 Se hum cone fe cortar por humFigura 1+
plano obliqno á bafe, de modo' que os
dons lados Ciocone fiquem cortados en-
tre o vertice , e a bafe, a íecção ferá
huma Ellipfe.

Se o cone X fe cortar pelo plano AB
obliquo á [na bafe, e perpendicular ao
plano do triangulo N O X, que paíla
pelo eixo do cone, a fecção BEAF fe-
rá huma ElIipfe.
Supponhamosoconecor~dotambem

por hum plano CM parallelo á bafe, que
paíle pelo meio da linha AB, que he
a interíecção dos planos NOX , AEBF
no eixo dacurva', e tambem cortado
por hum plano LD tambem parallelo
á bafe, que paffe por qualquer ponto
I do eixo da curva: como eílas duas
fecções são circulos , tiremos as linhas
Tom.II. S EF,
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E F , K H, que cortarão os diarnetros
LO, CM a angulos reélos nos pontos
G, I, e a linha EF Ierã o eixo menor
da Ellipfe, e as linhas IK, e IR ferão
ordenadas: ifto fuppofto, feja AG, ou
GB==a, EG, ou FG==b, GM==c, CG
==d, IG==x, IK==y, ferá lB==a-l-x,
AI ==a - x: moftraremos asrora que A(
xIB aa-xx :IK2 yy ::AG2°aa:GF2 bb.

D E 1\1 o N S T R A ç ii' o.

Por ferem os trianpnlos Gl\'lB ,BID
femelhantes , ferã BG: BI:: GM: 10, •
011 a: a+x:: c: oe+ ex : tambem por íe..

II

rem femelhàntes os triangulos A L I,
ACG, Ierã AG: AI ::CG: LI, ou a:
a-x:: d: da ti dx: logo multiplicando ef-
tas duas proporçóes termos por termos,

*. ..d.oc+ex Od_flXteremos aataa=x» ..c. X ,
• ti ti

ou AG2:AlxIB ::CGxGM: LlxlD;
mas nos circulos CEMF, KDHL te-
remos GCxGM==GE2, ou GF2==bb,
e ID X IL == IH2 ,011 IK.2 ==yy: logo te-
remos AG2: IA X IB :: raz : EF2, ou in- I

y?rfr ver-
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'Vertendo, e aIremando AI X IB : IH2 ::
AG2 :EF2, ou aa-xx:)):: aa:bb.

GE''l. ....
P R O P O S I ç A O VII.

T H E o R E 1\1 A•

.,-660 Se hum cylindro fe córta por Figura I)~
hum plano obliquo á bafe, afecção he
hum a Ellipfe.

D E M o N S T R A ç A o.

. Para entender que a fecção BEA T
do cylindro Y he huma Ellipíe , baíla
ler a demonítração do theorema pre ..
cedente; e onde fe encontrar o nome
de cone fubítituir o de cylindro , a de-
monítração he a mefma.

P R O P O S I ç Ã O VIII.
T H E o R E 1\1 A.

- 66 I. Se de qualquer ponto, v. gr. Figura ,'-
G daEllipCe, fetirar as reélasGF ,GE
aos focos E', e F, a íomma deitas duas
linhas, tomadas de qualquer ponto,
ferá fempre igual ao eixo maior AB.

S ii
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-

D E M O N S T R A ç Ã o.

Os fócos E , e F fe determinão def..
crevendo do ponto O, extremo do ei..
xo menor, como centro, hum arco de
circulo com o raio DF igual á meta"
de do eixo maior, o qual circulo córre
o eixo maior nos pontos E, e F, de
que fe fegue que ED +DF =AB. Ps-
ra moftrar efta mefrna propriedade de
qualquer ponto G differenre do ponto
D , façamos AI=a, ID =b, EI= c,
IK==x, GK ordenada ao eixo e y: ifto
íuppofto , por fer o rriangulo EKG re-
él:angulo, ferá EG2 ==EK~ +GK?; mas
EK he c +x: logo o quadrado he cc+,
zcx +xx; e fendo GK ordenada ao ei..
xo , ferá GK2 ==bb- ""X3.. : logo EG:2::;:;

ti tI

cc+ 2CX + xx + bb_!!!:~ ., e tirando as
aa

raizes de cada membro, ferá E G ::;:;
Vcc+ 2CX +XX-'r- bb- bbx::_. Do rnefmo

a2

modo por fer o triangulo FKG reél an-
gulo , ferá FG2 ==FK2 + KG2; mas FJ{
=c-x: logo FK2=CC-:z.cX-I-x.x-, e

FG2
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FG2 == cc _ 2XC+xx + bb _ bo~ " e ti-ao

rando as raizes de cada membro, ferá
FG == Vcc - 2CX +xx + bb - úb::=_. Pre-

aa

fcntemente fe a fuppoíição da propo-
fiçao he verdadeira, igualando a fomma
das duas linhas com o eixo maior 2a,
chegaremos a algum principio eviden-
te, que nos fegure da verdade da fup ..
pofição , ou encontraremos algum ab-
furdo , que nos moftre que a Iuppoíi-
ção he falfa: faço pois eíla equação

'la-V CC+2CX+."ICX+bb- õb~ +VCC-1.;X
aa

.~+ uiJ - b~;-,do que tiro, tran[-

pondo 2a - V cc - 2CX + :Jt.'x+ bb -!:!:=:.
aa

::::Vcc+ lCX+x» +bb _ ó,,~; e qua ..
aa

drando ambos os membros, ferá 4tl? _..

4a.t X V cc_ 2cx+xx-t-bb - bb.~ +CC-1.CX
a"

+xx+bb- "b~==CC+ 2Cx+xx+bb-
tia

Db:>ex • d d h-;;;;-; e nran o e uma, e outra par-
te
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te as quantidades iguaes, e tranípon-
do a quantidade -ss» do primeiro pa-
ra o fegundo membro, teremos 4a2-

4tlyee- 2ex+ xx + bb- ob,:::.. = 4CX; e
aa

fazendo paflar 4 cx para o primeiro
membro, e o termo radical para o Ie-
gundo , depois de dividido por 4, fe-
rá a'2 - ex=a Vee-2cx +xx +bb _ bfJxx •

li" '

e quadrando cada membro da equação,
teremos eíla a4 - 2a2 cx+eexx == a2 (;2 _

2a2 xc+a2 x2 +a2 b? - bbX2, na qual def-
truindo de cada termo as quantidades
iguaes - 2a2 C.?(),ferá a4+c2 x2 == a2 c2+
IJ2 b2 +a2 x2 - bz X2; e finalmen te fe nef-
ta ultima equação puzermos em lugar
de c'l o feu valor, que he tia - bb , co-
rno he evidente, por caufa do triangu-
lo reélangulo ElD, teremos a4+a2 x'l
_ b2 x2 == a4 - a2 b'l +(,2 x2+ a'2 b? - bbxx ,
do que [e deduz, tirando de huma , e
outra parte as quantidades iguaes, e
reduzindo o fegundo membro o= o,
o que moílra a verdade da propofi-
~çao,

AD-
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A D V E R T E N C I A.

62 Hurna femelhante exprefsão oeco
talvez pareça aos principiantes bem ef-
tranho , e fe acharão embaraçados em
cornprehender como neíta equação fe
poffa fundar a verdade de hum theo-
rema, ou de qualquer outra propof ..
ção, Para comprehender iflo fe deve
atrender a que todas as demonílrações
fe fundão em axiomas, e bafta molhar
a connexão de hum a propoíição com
algum axioma para eílabelecer a fua
verdade; e fazendo reflexão em todas
as operações que fizemos, ver-fc-há
que trabalhando fobre a me [ma fuppo-
íição , chegamos a efte axioma, que na-
da he igual a nada, que tambem [e podia
eíiabelecer por hum dos primeiros a-
xiomas, pois efta verdade não fe póde
conceber de outro modo do que foi
expreflada : logo a noffa propoíição he
verdadeira, pois tem huma connexão
com o axioma. Os que lerem os Au-
thores , que tem efcrito muito fobre
as Mathematicas, verão de quanto ufo
he efte principio nas demonftraçóes de

grau-
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grande numero de theoremas; c fallan-
do com propriedade, póde-fe dizer que
he o melhor methodo de demonftrar as
propoíições , e deícubrir as verdades
da Algebra, porque bafta íuppôr que
he affim , c fe depois efta fu ppofição
nos conduz a algum abfurdo, conclue-
fe qne he falfa, e que he verdadeira
fe daqui fe chega a algum axioma" ou
outra verdade de fi mcfrno evidente,
ou já demonflrada,

P R O P O S I ç Ã O IX.
P R o L B E 1\1 A.

- 663 Dados os dons eixos conjuga-
figura 16. dos AB, e CD de huma Ellipfe , def-

crever a Ellipfe com hum movimento
feguido. S -

OLUÇAO.

Do ponto D, como centro, e com o
intervallo AI igual á metade de AB ei-
xo maior, fe defcrcva hum arco de cir-
culo, que corre o mefmo eixo nos pon-
tos E, e F , ql1e ferão os fócos da El-
Iipfe, Torne-Ie depois hum fio do com-
primento do mefmo eixo A B, cujos

ex-
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extremos fe prenderão nos pontos E,
e F, e com a pon ta de huma eflaca ,
que tenha fempre o.fio forte, fe moverá
do ponto A ao ponto D, e do ponto
D ao ponto B, defcrevendo a meia EI-
lipfe ADB; e fazendo paffar a eflaca
para a outra parte do eixo AB , fe def-
creverá do mefmo modo a outra meta-
de ACB. A demonftração defta práti-
ca fe tira doque demonftrámos na pro-
poíição precedente, que a fomma das
duas linhas, tiradas de hum dos pon-
tos da Ellipfe aos fócos, he igual ao
grande eixo, e fe podia tambem defi-
nir a'Ellipfe com efta propriedade, da
qual fe podião deduzir as outras todas •

. '_

.....
PROPOSIÇAO X.·

P R o B L E M A.

664 Dada huma Ellipfe, achar-lhe Figura JJ~
O centro, e os dous eixos conjugados.

S o L U ç Ã o.

Tirern-fe por quaefquer dons pon- '
tos A, C as linhas parallelas AB, c CD,
que fe dividirão ambas pelo meio nos

pon~
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pontos E , e F , para ter as ordenadas
"Numer. ao diametro GH *, que paffando pelos
'n· pontos E, e F, paííarã tambem pelo

centro da Ellipfe; e dividindo efta li-
nha GH pelo meio no ponto I, fera
efte ponto o centro da Ellipfe, do qual
defcrevendo o arco GL, dará dous pon-
tos na curva igualmente diflanres do
centro, que fervirão para delles fe fa-
zer a íecçâo M; e tirando. a linha MI,
a parte NO defta linha comprehendida
pela curva ferá o eixo maior; e 'para
termos o eixo menor, levantaremos no
ponto I huma perpendicular á linha·
NO. Efta propoíição eftá baílanrernen-
te demonítrada pelo que temos dito an-
tecedentemente.

---,----._-------- .....----,-----
C A P I T U L O III.

Da Hyperbole •

.»"')7 D E F I N I <1 Õ E S.(PJ' . l .
. 665T Irando em hum plano duas re-

éhs AB , DE, que fe cortem a
angulos rectos no ponto C, levante-fe

no
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no extremo B a perpendicular BS; e ten-
do continuado AB infinitamente para
O, e para P, torne-Ie fobre BO hum
numero de partes ignaes, v. gr. BG,
GL, para do ponto C, como centro,
defcrever os femicirculos GQ!, LRK,
&c., que cortarão a perpendicular BS
nos pontos F, e N : bufque-fe depois ás
linhas AB, DE ,BP huma quarta pro-
porcional GH, que fe levantará per-
pendicular no pomo G: do mefmo mo-
do bufque-Ie huma quarta proporcio-
nal LM ás linhas AB, DE, BN, que.
fe levantará perpendicular no ponto L ;
e continuando defte modo a bufcar hum
numero de pontos H, M, &c., a cur-
va, que paffar por eftes pontos, [e cha-
ma Hyperbole.

II.
666 Se ao mefmo tempo fe defere-

Verem duas Hyperboles , hurna do ex-
tremo A, outra do extremo B, cha-
mar-Ie-hão ambas Hyperboles oppofta!.

III.
667· A linha AB [e chama primeiro

. eixo, e alinha DE fegundo eixo de cada
huma das Hyperboles oppoftas.

IV.
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IV.
668 Os dous eixos AB, DE fe eha-

mão conjugados, de [arte que o primei-
ro AB [e chama conjugado ao [egundo DE,
e reciprocamente o fegundo DE C01'Jju-
gado aoprimeiro AB.. v.
669 O ponto C, em que fe cartão

os dous eixos a angulos reétos , fe cha-
ma centro da Hyperbole , ou das Hyper-
boles oppofias,

VI. .
670 Todas as linhas perpendicula-

res ao eixo AB continuado, como GH,
LM, &c., fe chamão ordenadas ao pri-
meiro eixo AB; c toda a linha, como TV,
tirada perpendicularmente ao fegundo
eixo ED, fe chama ordenada ao mefmo
eixo menor, V I r.

67 I As partes AG, BG do eixo,
e do eixo prolongado fe charnão abci-
fas da ordenada correfpondente GH, co-
mo tambem AL, BL, que são abcifas
da ordenada ML.

. VIII.
672 Ruma linha terceira propor-

cional aos' dous eixos fe chama Para-
me-
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metro do eixo, que he o primeiro ter";
mo da proporção,

lo<!

PROPOSIÇAO I.
T H E o R EM A•

• 6'73 Na Hyperbole oreélangulo das
abeiras AG , BG do eixo AB he ao qua-
drado da ordenada GH correfponden-
te, como o quadrado do eixo maior AB
ao quadrado do feu conjugado DE.

Chamemos CA, ou CB a, CD , ou
CEb, BP c, as indeterminadas GC , Oll
cr-, GHy, feráAG x+a, BGx-a.

D E M o N S T R A q A o.

Pela definição da Hyperbole AB :DE
::BF:GH, ou z a v xb ::c:y: logo qua-
drando os termos defta proporção, íe-
rá 4aa: 4bb:: cc :yy ; mas pela natureza
do circulo BP; OLI cc=IBxBG, ou AG
XBG=a+xXx-a=xx-aa; e pon ...
do efta exprefsão em lugar da de cc,
ferá 4aa:4bb::xx-aa:_yy, OLI tambem
x» - aa :yy :: 4aa: sbb, ifto he , AGXBG:
GH2:: AB2 : DE2. O Q.: s.2D.

co..
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c O R O L L A R I O I.
674 Segue-fe defta propofição que

os quadrados das ordenadas são entre
fi como os reé1angulos das fuas abci-
[as, porque tendo AGxBG: GH2::
AB2 : DE2, teremos pela mefma razão
ALxBL: LM:! ::AB:!:DE2; e como as
duas razões são iguaes a huma tercei-
ra *, ferá AGxBG:GH2::ALxBL:
LM2; e alternando AGxBG:ALxBL
::GH2: LM2: logo '. &c.

C o R O L L A R I o II.
67; Segue-fé defta propoíição , que

fe fe tira huma ordenada TV ao fegun-
do eixoDE, o quadrado defta ordena-
da ferá ao quadrado de TC, e mais ao
de De, metade do fegnndo eixo j co-
mo o quadrado do feu conjugado AB
ao quadrado do mefmo eixo OE, por-
que TV=GC=x, e TC=v.gr.=y;
mas xx-aa:yy:: 4aa: 4bb*: logo po-
demos tirar efta equação * 4a2YY=4bbxx
- saabb ; e paílando - 4aabbdo fegun-
do membro para o primeiro, teremos
4a2JJ+4aabb=4bb.""x, do que [e tira

xx:
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:xx :yy +bb:: 4aa: 4bb, OU TV2: CT2+
CD2:: AB~ DE2.

R E F L E X Ã o.

676 Como achámos pelo corollario
antecedente 4aayy= 4bbx2 - 4a2 b2

, di-
vidindo cada membro da equação por

bbx:» bb h h4aa, teremos yy =-;;;-- ,que e u-

ma equação, que nos ha de fervir de
muito ao diante.

DE F I N I ç Ã o.

677 Se pelo extremo B do eixo AB Figura IS.
fe tira huma reaa FG parallela ao fe-
gundo eixo DE, de forte que BF, ou
BG feja cada huma igual á metade do
rnefmo eixo, e do centro C fe tirar
pelos extremos F, G as linhas CF, CG
continuadas indefinitamente , eftas li-
nhas íe chamarão afymptotas daHyper-
bole LBM; e fe fe continúa tambem in-
finitamente para- a outra parte do cen-
tro, íerão ajymptotas da outra Hyperbo-
te oppo.fla.

PRO..
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P R O P O S I ç Ã O II.
T H E O R E M A.

-678 Se tirarmos hurna rcéla HI pa-:
rallela ao fegundo eixo DE, de forte
que corre huma das Hyperboles , e fe
termine nas afymptotas, digo que o
reétangulo de HK por KI ferá igual ao
quadrado de CD, ou FB, metade do
fegundo eixo DE.

Chamemos a CB a, CD, ou BF b ,
as indeterminadas CP x, PK y, deve-
mos provar que DC2, ou FH2=KH X
KI. D E 1\1 o N S T R A q A o.

Por ferem femelhanres os triangu-
lo~ CBF, CPH, ferá CB :BF:: CP :
PH, ou analiticamente a: b :: x: ": ==

. PH,. e affim ferá HP - PK =":- y , e

PI +PK == "~'>:+y: logo BP - PKxHP

+ PK, ou HKx KI ==úx _yxÓX +y,
(I ti

f d 1 . 1· .,J bóxx011 azen o a mu tIp rcaçao -;;;;-- yy ==
HK



D E M A T H E M A T I C A. 289

B bhxx 1 .
KxHI; mas * JJ =- -;,;- - bb : ogo ..Numtr~

fubftituindo eíte valor em lugar de Y1,666. (7h
ferá úúX3_ _ "h~ +bb == HK X KI ou bb

aa aa "
:::::FB2~HKxKI. O QS.QD.

COROLLARIO I.
679 Segue-fe daqui que fe fe rirão

as linhas TS ,QR parallelas ao [egun ..
do eixo DE, e terminadas nas afyrn-
protas , os reEtangulos TOxOS; RK X / /'Jlv
KI, e QP X Q!t são iguaes entre fi, ~l.,"'f.j J
pois cada hum deítes reétangulos he
jgual ao quadrado de FB, de que fe ti-
rão eftas proporções OS:HK:: KI:OT,
e KH:QL:: LR:KI.

C o R o L L A R I o II.
620 Segue-Ce também difto que as

partes MR, ~ comprehendidas en-
tre as aCymptotas são iguaes entre fi,
porque do melmc modo íe demoftra
MRXMQ F1V; e como as ordena-
das são iguaes, devem tambem as li~
nhas MR, Q!.. Ier iguaes.

Tom. II. T
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C O R O L L A R I O III.
68 r Segue-fé daqui que por mais

que íe continue a curva, e as fuas afyl11'
protas , nunca eftas duas linhas fe en-
contrarão, pois fempre ferá QL X LR
=FB2, o que não fuccederia, fe eftas
duas linhas fe encontraífem, pois neile
caro QL feria igual a nada, e por eila
razão eftas linhas CQ_, CR fe chamâe
afymptotas , ifto he , que não podem
tocar a hyperbole.

P R O P O S I ç Ã O III.
T H E o R EM A.

682 Se por quaefquer dons pontos
Figura II.K, O de duas hyperboles oppoftas fe

tirão duas reétas VX, e YZ parallelas
entre fi, e terminadas nas afyrnptotas,
digo que o rell:anglllo de VO por ox
hc igual ao de YK por KZ.

DEMONSTRAÇÃO
T'irem-fe pelos pontos O, K as li..

nhas TOS, HKI parallelas entre fi, c
ao Iegundo eixo DE para ter os trian ..

gu-
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gulos fernelhanres OSX, YHK, OTV,
c' KIZ, de que fe rirão as feguintes

i! proporções OS: HK:: OX: KY , c OT:
I' K1::OV: KZ: logo multiplicando ef..
I' tas duas proporç6es termos por termos,
teremos OSxOT: KHxKl:: OXxOV:

! lKxKZ; mas * OSxOT == KHXKl: 10- lO Numer.
go OX X OV =KYxKZ. 0!2.: S.!2.: D. 67~·

P R O P O S I ç Ã O IV.
T H E o R E 1\1. A.

- 683 Se por quaefquer dO~ls.pon tos '
A, e C de huma Hyperbole , 011 de Hy- Figura J'~
perboles oppoftas fe rirão duas reais I

AB, e CD parallelas entre fi, c outras '
dl~asAE , CF rambern paralle,las, c,~r-
minadas nas afymptotas , dIgo q1l0 •

. reaangnlo AE xAB ferá igual ao de
FCXCD.

D E 1\1 o N S 'f R A C; Ã o.

. Ti rem-te pelos pon tos A, eC as li-
nhas GAH, icx parallelas entre fi: por
ferem íemelhantes os triangnlos EAG,
FCl,. BAH, DeI(, ferã AG: AE : :
Cl : CF, e AR :AB : :CK :CD: logo

T ii mul...
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multiplicando ordenadamente eílas
proporções, teremos AGxAH: AE:><
.AB :: CI X CK : FC X CD; mas * AG:><
AH=ICXCK: logo tambern AExAB
=Cfix~ O 2S.2D.

COROLLARIO I.
684 Segue-fe defta propofição que

fe por qnaefquer pontos A, e C de
huma Hyperbole, ou de Hyperboles
oppoílas fe rirão as linhas AP, eCD,
A E , e C F parallelas ás afymptotas ,
os reétangulos AExAP, e CFxCO
ferão igúaes entre fi.:I porque fendo pa-
rallelas ás afymptotas , são parallelas
entre fi, e por confequencia eítão no
cafo das linhas AB, e CD.

e- . C o R o L L A R I o II.
68, Como o ponto L, extremo do

eixo, he hum dos pontos da Hyper-
bole, fegue-fe que tirando as hnhas
LM, LN parallelas ás aíymproras , te-
remos tarnbem LM XLN = EA XAP ,
011 LM X LN = CF x CO; mas como
LM:>< LN he o quadrado de ML, cha-
mando a LM a, AP x, AEy, ferá fern-

pre
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pre ApxAE, ou CFxCO xy=LM2

I aa, que he huma equação, que expref_
fa perfeitamente a propriedade da Hy-
perbole , e por meio da qual fe podem
determinar os íeus pontos.

P R O P O S I ç Ã O V.
P R o B L E M A.

686 Dado hum ponto, tirar por
elle hurna tangente a huma Hyperbo-
le , de que temos os afyrnptotas.

Para tirar huma tangente a huma Hy- Figura li.
perbole por hum ponto v. gr. A, tire-
fe deíte ponto a linha AB parallela á
afymptota oppofta EF , faça-fé BD=
BE, e a linha DAC tirada do ponto
D pelo ponto A ferá a tangente, que
fe bllfca ao ponto A, porque por fe-
rem femelhantes os triangnlos DCE,
DAB, ferá AC=AD; e Ie quizeffe-
mos que a Hyperbolc tocaffe tarnbern
efta linha no ponto H, far- fe ha AC
==HD , o que he impo11ivel, menos
que o ponto H não coincidifle com o
ponto A: logo eíla linha he tangente
ao ponto A. O 2 S.Q D.- c~
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c O R O L L A R I O.

687 Como [6 a linha CD termina-
da 110S afyrnptotas póde fer cortada
cm duas igualmente no ponto A, [e-
gue-[e que [e huma reé1a CD, termi-
nada pelas afymptotas de hurna Hy-
pcrbole , he tangente ao pon to A, em
que eftiveífe cortada por huma linha
IK, citaria dividida por efta linha em
duas partes iguaes AC, c AD.

DEFINI<:;ÃO L

Figtlra 20. 688 Se tivermos duas linhas AB,
CD, que fe cortem no cen tro da Hy-
perbole , ou das Hyperboles oppoílas ,
das quaes hurna AB [e tire pelo pon-
to do conraélo B, meio de hurna tan-
gente FG, e a outra CD parallela , e
igual á mefma tangente, citas duas li-
nhas fe chamão diametros das Hyperbo-
les, e ambos juntos diametros conjuga-
dos hum do outro.

D E F I N I ç Ã o H.
689 Se por qualquer ponto, v. gr.

H, da Hyperbole fc tira huma linha
HKI,
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HKI, terminada de huma , e outra par-
te na curva, e parallela á tangente FG,
eíla linha fe chama dupla ordenada ao
diametro EB, do qual a linha KH ferá
a ordenada: as partes EK, BK do dia-
metro fe chamão abcifas da ordenada

HKp R O P O S I ç Ã O VI.
T H E o R E l\1 A.

690 O ql\adrado de qualquer orde-
nada KH parallela a hurna tangente FG Figura 20.

he para o reétangulo AK X KB das ruas.
abeiras, corno o quadrado do diametro
CD he ao quadrado do diametro AB.

Pelo extremo B do diametro AB fe
ti rem as rectas Be, eBD, e a tangen-
te FG parallela ao diametro CD, e por
confcqueneia pelo precedente corolla-
rio fera dividida em duas igua1mente
no ponto B: continue-fe a linha HI até
as afymptotas , o que dará as partes
iguaes KM, KL: feja AE, ou EB == a,.
CE, ou DE=b, EK=x, HK, ou KI
=s» do que fe tira BK.=x-a, e AK
==x+a.
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D E M O N S T R A ç Ã o.

He evidente que os triangulos EBF,
EBD são iguaes, como tambem os tri ..
angulos EBG, CBE, porque eftes rri-
angulos tem os lados parallelos cada
bum ao [eu, e hum lado commum: lo-
go FB =EC, 011 ED::;:: : iílo fuppof-
to, os triangulos EBF , EKL são [e-
melhantes, e ferã EB :BF: : EK :KL ,

011 a: b : : x : "; ::;::KL: logo LH::;::KL

_KH::::ú: -y, e HM:;:::KM, ou KL
'+KH::;::óX +y; mas pela propriedade

a •

das aíymptoras 1€M xHL =FBz: logo
Ix lJx b'. hbXX • bb-;;-+-y X -;- - y:;::: v, ou ~-;;- - yy == ,
...l fi' ÚbXX bb blux:» nabb\le que e tll'ay'Y=- ~ ::::;-- - ~aa aa na ,

ou a~yy ==.'bbxx - aabb, O que dá eíla
proporção xx- aa :yy :: aa :bb , ou AK
X KB :KH2 : : AB2

: CD\ O Q s.2D.
C o R o L L A R I O.

691 Segue-Ce que o que ternos de-
monílrado na propoíição primeira a

rcí-
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refpeito dos dons eixos de hurna Hy-
perbole , fe eftende por efta a todos,
e quaefquer dons diametros conjuga-
dos AB, CD, como tambem todas as
outras propriedades, que fe moftrárão
de huma Hyperbole com as fuas afym-
protas , do que fc convencerá facilmen-
te aquelle, que tornando a ler os arri-
cnloJ precedentes, puzer a palavra dia-
metro em toda a parte, em que encon-
trar o termo eixo, porque fubfiftirá do
mefmo modo, ou o angulo E B F feja
rcélo , ou não.

....
P R O P O S I ç.A O VII.

T II E o R E 111A.

691, Se hum cone reélo ABC fe cor- Figura 22f

tar por hum plano pa rallelo ao eixo BQ, .
digo que a curva FHDKG ferá hurna
~·II)'Ir,if.tdl~ .

Continlle~é o lado CB do cone para
P, de forte que BP feja igual a BD: a
linha PD ferá o primeiro eixo da Hy-
perbole ; e a ljnha BN , tirada do pon-
to B perpendicular ao meio da linha
PD, ferã metade do Iegundo eixo, de

for-
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'forte que [e fizermos ON =BN , ferá
OB o fegundo eixo: charnem-Ie as da-
das NP,ND a, NO, ouNB h, as in-
determinadas NI x, IK, 011 IR y, DI
ferá x-a, e PI x+a: vamos molhar
que xx- aa :yy:: 4aa: 4bb, ou P1XID :
11(2:: PDz: B02, .

D E M o N S T R A ç Ã o.

Os triangulos PNB, PIM s50 fernc-
Ihantes , e ferá PN :NB:: PI: 1M, ou
a:b:: a+x: ~+xxó =MI.Tambem por

1/

ferem os triangulos DNB, DIL equian-
gulos, ferá DN:NB::DI:IL, ou a:b
::x_a:x-:x.!..=IL: logo multipli-

cando eflas duas razões termos por ter-
mos, fera aa: bb ::xx-aa :MI X lL; mas
pela propriedade do circulo iM X IL =
IK2, ou lH2, ou yy: logo ferá aa: bb
::xx-aa:yy, e rambern 4aa:4bb::xx
- aa : yy, e invertendo PI X lD : IK 2

::

PDz:BOz. O 2S.2D.
Não fallámos nefte tratado dos dif-

ferentes modos de delinear a Hyper-
bole, porque nunca nos fervimos der-

ta
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ta curva na Geometria prática, e por
cita razão bafta tocar eíta materia para
paffarmos ao que vamos tratar depois,
que he o mais importante de tudo o
a que fe chama Geometria prática, [o-
bre tudo daquella Geometria, que per-
tence particularmente ao O.fficial En-
genheiro.

A D V E R T E N C I A.

Aquelles, que naturalmente goftâo
das Mathematicas , não fe contenrão
com ler os íimples elementos, bafta que
eIles lhes moftrem que fe póde ir mui-
to mais adiante para lhes mover o ap-
perire de livros, que enfinem coufas
novas; porque os que tem genio de
Geometras, procurão inrreter-íe com
as verdades de huma fciencia, que dif-
iicultoíamente fe conhece fem a amar.
Procurão inforrnar-fe de ql1aes são os
melhores livros Mathematicos,. que
não tem ainda vifto; mas muitas vezes
de quem fe hão de informar? Terei
o gofto de apontar aqui as melhores
ob~as de Mathematica, por onde pof-
são eftndar. Só fallarei dos principaes

li-
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livros, que tem fahido de França; pois
fe houveífe de citar todos os outros,
que tem fido impreífos em outras par-
tes, principalmente na Inglaterra, fer-
me-hia precifo hum volume fó para fa-
zer a relação. .

Independentemente de tudo o que
tenho tratado de AIgebra neíles ele-
mentos de Geometria para faber per-
fei tamente todas as operações , fe po-
derá recorrer ao livro da Sciencia do .
calculo do R. P. Reyneau. Efta obra
ferve de introducção a outra do mef-
mo Author , intitulada Analy(e demonf-
trada ; que he a coura melhor que te-
rnos da AIgebra , e eftá irnpreílo em
dous volumes em quarto. No primei-
ro fe enfina a refolução dos proble-
mas, que fe reduzem a equações fim-
plices , ou compoftas, que he o unico
objeéto da Analyfe. No fegundo fe a-
chão novos calculos, ifto he , o calcu-
lo differencial , e o integral, que he ou-
tro genero de Algebra. Depois fe ap-
plicão os calculos á refolução de gran-
de numero de problemas Fyíico-Ma-
thernaticos , que moítrão a belleza dos

cal-
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calculos, e hurna parte dos bellos deí-
cubrimentos , que fe fizerão neíles ul~
timos tempos.

Depois difto fe póde ver o livro dos
infinitamente pequenos do Marquez do
Hofpiral, que trata unicamente do cal-
culo differencial applicado á Geome-
tria das curvas. Efta obra he a melhor
que temos em França; e como he hum
pouco abftraél:a, fe poderá recorrer
ao Cornrnenrario , que lhe fez ~r. de
Croufes , que feryirã muito a ajudar
os principiantes.

Ainda que no tratado das Secções
conlcas falIei de Mr. do Hofpital, per-
fnado-me que devo recommendar ou-
tra vez aos principiantes eítudem fe-
riamente efta obra, fe querem fazer
progreífo, e lello tambem immediara-
men te depois de terem eftudado o pri-
meiro tomo da Analyfe demonflrada , por-
que fe confirrnarão , e terão o efpirito
melhor difpofto para verem o fegundo
tomo da Analyfe.

Tambem ha outro livro de Mr. Larré
ácerca do calculo integral, que he hu-
ma applicação deite calculo á medida

das

I
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das Iuperficies , e folidos, e ao modo
de achar o centro da gravidade, &c.,
o que tambem he bom faber pará co-
nhecer o ufo do calculo.

P R O P O' S I ç Ã O VIII.
P R o B L E M A.

". 693 Achar duas meias proporcío-
naes entre duas linhas dadas.

Para achar duas meias proporcio-
!"igura lJ. naes entre duas linhas M, e N, farei

AD =N , e AB=M: divido pelo meio
a linha AD em H, e deífe ponto le-
vanto Ga igual á metade da maior ' '
AB : do extremo G da perpendicular
defcrevo hum circulo com o intervallo
GA, e depois defcrevo huma parabola
com a linha AD, que lhe deve fervir
de parametro ; e do ponto C, em que
a parábola córta o circulo, abaixo hu-
ma perpendicular C E Iobre a linha
AB , digo que as linhas CE, e AE
são meias proporcionaes entre as duas
AB, e AD.

Chamemos A D ti, CE y, A E x,
FEz, DE ferá x-a: abaixando a per-

pen-



tr rr.

2

f---~---tP

.A

I:s 7



/2

I

I
I XII.



F

T.II.



D E M A T l!: E M ATI C A. 3o3
pendicular GI , teremos CE+EF y + z
== AB: devemos moftrar que a:y::Y:
x ::x:y +z.

D E M o N S T R A ç Ã o.
Pela propriedade da parabola * a: lO Numer.

y ::y :x, e pela do circulo" x:y:: z :~7J~mcr
X - a , de que fe rirão eftas duas equa- 442• •

,Jçoes yy = ax, e xx - xa=yz, ou tam- Tom. I.
bem xx=yz + xa* ; e pondo yy em lu- •Numc~~
gar de {IX, teremos xx ==yz + yy, de 20.

que Ie tira efta proporção y : x:: x:y +
z; e juntando os dous ultimos termos
defta proporção aos dous da feguinte
a:y::y:x, teremosa:y::y:x::x:y+z.
O 2S·2D•

FIM DO NONO LIVRO.

IN-
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DAS MATERIAS, QUE SE

comprehendem nefte fegundo
Tomo.----.-----------------------

L I V R O III.
Das differentes poíições das linhas reélas a

refpeito das outras red'as,

DEfinições. Pago 3·
Prop. 1. Probl. Tirar de hum pon..
to buma perpendicular a huma li..

nba ; pago 9.
Prop, II. Probl. Levantar de hum ponto
fobre buma linha buma perpendicular,
pag.lo.

Prop. III. ProbI. Dividir buma linha pelo
meio, pago I I.

Prop. IV. Theor. De bum ponto não [e
pôde [obre huma linha levantar mais de
buma perpendicular, pago 12.

Prop. V. Theor. De hum ponto fora de
buma linha náo [epôde abaixar mais de
buma perpendicular, pago 13.

Prop. VI. Theor. A perpendicular he ti
mais curta de todas as linhas, que de hum
ponto [e pôde tirar fobre outro, p. 14'

Prop.
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Prop. VII. Theor. Duas reEtas? que fi

cort ão ,formão os angulos verttcalmen-
te oppoflos iguoes , pago 16.

Prop. VIII. Theor. Duas parallelas ca-
. bindofobre outra , fazem os angulos pa-
ra a mefma parte iguaes, pago 17·

Definições , pago 18.
Prop, IX. Theor. Ruma reéla cortando

duas parallelas, faz primeiro os angu-
los alternos iguaes : fegundo OJ int ernos ;
ou externos para fi 11'IeJmaparte iguaes
fi dous reãos , pago 19,

Prop, X. Theor. Se hU111a reãa , cortan-
do outras duas, faz os al1gulos alternos
iguaes, ou os dous internos, ou exter-
nos iguaes a dous reélos, efias duas fe-
rão parallelas, pago 20.

Prop. XI. Probl. Tirar por humponto bu-
ma pnrallela a outra linha ; pag.22.

Prop. XII. Probl. Dados trez pontos, a-
char o raio do circulo, que paffajJe por
elles , pago 23.

Tom. II. v LI-
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L I V R O IV.

Das propriedades dos triangulos , e paralle-
logramos.

DEjiniçõe.r. Pag.2;.
Prop. I. Theor. O a11gulo exterior

de qualquer triangulo be igual aos dOUJ
interiores oppoflos , e todos trez iguaeJ
a dous reãos , pag.28. I

Prop. II. Theor. Dous triangulos sáo
iguaes, quando tem os feus trez lados
refpeãiuamente iguaes , pago 32.

Prop. III. Theor. Dous triangular sáo
iguaes , quando tem hum angulo igual
comprebendido entre lados refpeãiua-
mente iguaes ; pago 3;.

Prop, IV. Theor. Dous triangulos são
igaaes , quando tem hum lado igual ao
que lhe correfponde no outro, e os angulos
fobre elle refpeãivamente iguaes , p. 36.

Prop. V. Theor. Dous parallelogramos ,
que tem a mefina bafe, e eflão entre as
mefmas parallelas, são iguoes , p. 37·

Prop. VI. Theor. Dous triangelos , que
tem a mefma bafe, eeflão entre as me]-
mas pariülelas , são iguaes , pago 39•

Prop,
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Prop. VII. Theor. Os complemento! de

hum parallelogramo são igzlaes, p. 4z•
Prop. VIII. Thcor. Os paraUelogramos ,

que tem a mefma altura, efláo entre fi
como as [uas bafes, pago 43·

Prop. IX. Theor. Se os lados de hum tri-
angulo fe cortarem por buma linha pa ..
rallela á bafe, os lados ficão cortados
proporcionalmente, pago 44·

Prop. X. Theor. Dous triangulos são fe-
melbantes ; quando os trez lados de hum
são proporcionaes aos tree lados do ou-
tro , pag.48.

Prop. XI. Theor, Dous triangulos sãofe-
melbantes c quand» tem hum angulo igual
comprebendido de lados proporcionaes,
pag.5'0.

Prop. XII. Theor. DOtlS triangulos são
[emelbantes , quando os dous angulos de
hum são iguaes aos dous tmgulos d() ou..
tro , pag. 51.

Definição , pago 5' 4.
Prop. XIII. Theor. Em hum triangulo re..
[!angulo a perpendicular, tirado do an-
gula reélo [obre a hypothenufa, o divi-
de em dous triangulos femelha11tes en..
tre fi, e ao primeiro, pago 5' 5'.

V ii Prop~
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Prop. XIV. Theor, Em hum triangulo re ..
éttmgulo o quadrado da bypotbenufa be
igual em [omma aos quadrados dos ou"
tros dous lados, pago 56.

Prop. XV. Theor. No triangulo obtufan ..
guio o quadrado do lado, oppoflo ao an-
guio obtufo , be igual aos quadrados dos
outros dous lados, e mais a dous reãan-
gulos feitos do lado oppoflo ao angulo ,
de que fe tira aperpendicular pela par-
te do mefmo lado continuado até encon-
trar a perpendicular , pago 62.

Prop. XVI. Theor. No trionguio acut an-
guIo o quadrado do lado, oppoflo ao an-
guIo agudo, be igual aos quadrados dos
outros dous lados, menos dous reãangu-
los, feitos do lado oppoflo ao angulo ma-
ior ,fobre que cabe a perpendicular pe-
la parte comprebendida entre o OUtl'Oatz..
guIo, e a perpendicular , pago 65.

LI-
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L I V R O 'T.

Das propriedades do Circulo.

DEfinições. Pag.67.
Prop. L Theor. Huma perpendicu-

lar, tirada do centro de hum circulo [o-
bre buma corda, divide-a pelo meio; e
continuada, dividirá também pelo meio
o arco, de que be a corda, pago 69.

Prop. II. Theor. Se buma reãa paffa pelo
centro ; e divide a corda, ou o arco em
duas partes iguaes ,ferá perpendicular
á corda, pago 7 I.

Prop.1I1. Theor. Se buma reãa perpen-
dicular á corda a divide, e o leu arco
pelo meio, paffará pelo centro, pago 7 z.,

Prop, IV. Theor. Se do centro de bum cir-
culo fe tira buma reãa aoponto, em que
a tangente toca o circulo, .ferá pcrpm-
dicular d tallgeilte, pago 73.

Prop. V. Theor. O angulo ; que tem o[eu
'Vertice na circumferencia do circulo, tem
por medida metade do arco compreben-
dido entre os jeus lados, pago 74.

Prop. VI. Theor, O angulo formado pela
tangente, e pela corda tem por metade

do
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do arco comprehendido entre a corda, e
a tangente, pag.76.

Prop. VII. Theor. O angulo , que tem o
oertice entre o centro, e a circumferen-
da do circulo, tem por medida metade
do arco , [obre que fe eflriba ; e mais
metade do arco comprebendida pelos [eus
lados continuados para aparte de fdra ;
pag.77.

Prop, VIII. Theor. O angulo , cujo ver-
tice efldfõra da circumferencia ; e os la-
dosfe terminão naparte concaua da me]-
ma circumferencia ; tem por medida me-
tade' do arco concauo ; menos metade do
arco convexo comprebenâido entre osfeus
lados, pag.78.

Prop, IX. Theor. Se duas refias fe cor-
tão dentro no circulo, o reãanguto fei-
to daspartes de buma be igual ao reãan-
guIo feito daspartes da outra, pag.80.

Prop. X. Theor. Se de hum p011tOfora do
circulo Je tirão duas reãas , que fe ter-
mináo na parte concaua da clrcumfereu-
cia , o reãangulo feito de buma pelafua
parte exterior he igual ao reãangulo fei-
to da outra fecante pela Jua parte ex-
terior, pago 8I.

Prop.
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Prop. XI. Theor. Se de qualquer p011tO

na circumferencia de hum circulo [e tira
buma perpendicular [obre o diametro ; o
quadrado da perpendicular be igual ao
reélangulo feito das partes do diame-
tro, pago 82.

Prop. XII. Probl. Dado hum ponto fóra
de.hum circulo, tirar delie buma tan-
gente ao circulo, pago 8,.

Prop, XIII. Theor. Se de hum ponto fóra
do circulo fe tiráo buma tongente , e bu-
ma [ecante , o quadrado da tangente be
igual ao reãangulo da [ecante inteira
pela parte exterior, pago 86.

Prop. XIV. Theor. Se huma tangente for
perpendicular ao extremo do diametro ;
Je do outro extremo fe tirarem [obre a
tangente quantas reãas quizerem ,fem-
pre o quadrado do diametro lerá igtlal
ao re[/afJgulo de qualquer das feCa1ltes
pela parte exterior, pago 88.

Prop. XV. Probl. Dividir buma linha em
meia, e extrema razãa , pago 39.

LI-
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L I V R O VI. /
Dos Polygonos regulares inícriptos , e cir-

cumfcriptos no circulo.

DEjinições. Pag.91•
Prop. I. Probl. Infcreuer hum Ex-

agono em bum circulo, pago 94·
Prop, II. Probl. Iufcrever bum Duodeca-

gono em bum drculo ; pago 9),
Lemma. Em bum triangulo Ifoceles , cu-

jos a1Zgulosda baJe fejáo duplos do do
»ertice , a li/lha, que dividir em âous
igualmente bum dos angulos da bafe,
dividirá o lado, que lbe fica oppofio ,
em meia, e extrema razão, pago 96•

Prop. UI. Probl. Infcreuer bum lJecago-
no em hum circulo, pag.98.

Prop. IV. Theor. Ruma reã a ; compojla
dos lados do Exagono , e Decagono , in-
fcriptos no me/mo circulo, efiar á divi-
dida em meia, e estrema razão no pon-
to da união dos dous lados, pago 99·

Prop. V. Theor. O quadrado do lado do
Pent agono , infcripto em hum circulo,
be igual á fomma dos quadrados dos la-

dos
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dos do Exagono, e Decagono inJcriptos
no mefmo circulo , pago 100.

Prop. VI. Probl. lnfcrever hum Pentago-
no em bum circulo , pago 102.

Prop. VII. Probl. lnfcrever hum quadra-
do em hum circulo, pag. 104_

Prop. VIII. Probl. lnfcrever hum Oélogo..
no em hum circulo, pago 10, •

Probl. L Dividir buma linha nas partes
iguaes que quizerem ; pago 106.

Probl. II. Dividir hum arco em hum nu-
mero de partes iguaes em numero par,
pago 107.

Modo de defcrever a quadratr'iz, pagIno
10~L .

Prop.IX. Probl. Dividir hum angulo em .
trez: partes iguaes, pago 110.

Prop. X. Probl. Infcreuer hum Enneago-
110 em hum circulo, pago I I I.

Prop, XI. Probl. Infcreuer hum Eptagono
em bum circulo, pago I 12.

Prop, XII. Prob]. Infcreuer bum Undeca-
gano ~m bum circulo ; pago I I 3.

Prop. XIII. Probl. Circumfcreier qual-
quer Potygono a bum circulo, pag.1 14·

LI-
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L I V R O VII.
Da razão, que tem entre fi 'os circuitos das

figuras femelhantes, e proporção das
fuas fuperficies.

DEfinições. Pago II,.
, Prop, L Theor. Os circuitos de dous

Polygonos regulares, e[emelbantes são
entre fi como os [eus raios, pago I 16.

Prop. II. Theor. A [uperficie de bum Po-
Jygono he igual áde hum triangulo , que
tiver por bafe buma linha igual ao cir-
cuito do Polygo 11o , e altura igual a hu...
ma perpendicular, tirada do centro do
Polygono [obre hum dos lados, pago I I 8.

Prop. III. Theor. .âfuperficie de hum cir..
cuio be igual á de hum triangulo , que
tiver a bafe igual á circumferencia , e o
raio por altura, pago I 19. .

Prop, IV. Theor. As [uperficies de dous
POlyg0110Sfemelbantes são entre fi como
os quadrados das perpendiculares, ou
como os quadrados dos raios, pago 127.

Prop, V. Theor, As [aperficies de dous
circules são entre fi como os quadrados
dos [eus raios, pag.130•

Prop.
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Prop. VI. Theor. Dou! triangulos [eme-

lbantes são entre fi como os quadrados
dos [eus lados bomologos , pago 132•

Prop.VII. Theor. Os parallelogramo! ef-
tão entre fi na razão compofia das [uas
bafes, e alturas, pag.135'·

Prop. VIII. Theor. Dadas trez linhas em
proporção continua, o quadrado da pri-
meira [erd ao quadrado da fegunda, co-
mo a primeira linha d terceira, p. 13"7•

. Prop. IX. Theor. O re8angulo de duas
linhas be meioproporcional entre os qua-
drados das mefmas linhas, pago 138•

Prop. X. Probl. Achar buma linha meia
proporciona! entre outras duas: dadas,
pag·139·

Prop, Xl. ProbI. Achar huma terceira pro-
porcional a duas linhas dadas, pago 14 I.

Prop. XII. Probl. Achar buma quarta pro-
porcional a trez linhas dadas, pago t 44.

Prop. XlII. Probl. Fazer hum quadrado
igual a hum reãangulo , pago 145'.

Prop. XIV. Probl. Amar hum quadrado,
que [eja a outro em huma razão dada,
pag.146.

Prop, XV. Probl. Achar a razão , que tem
duas figuras [emelbantes , pago 147·

Prop~
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Prop. XVI. Probl. Fazer [obre buma li-
nha dada hum rec7angulo igual a outro,
pago 148.

Prop. XVII. Theor. Dous triangulos , que
tem hum angulo igual, são entre fi co-
mo os produãos dos lados, que compre-
bendem o angulo igual, pago 1,2.

, Lemma 1. Probl. Infcrever hum circulo em
hum triangulo , pago 1,7.

Lernma II. InJcripto o triangulo no circu-
/0 , achar a [emifomma dos lados, e a
fomma das trez âifferenças dafemifom-
ma dos lados a cada hum dos mefmos la-
dos, P!g. I 'i9·

Prop, XVUr. Theor. AJuperficie de qual-
quer triangulo be igual d raiz quadra-
da do produélo dafomma dos trez; lados
petas dijferetlças da mefma Jomma a ca-
da hum dos lados, pago 16 I.

LI-
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L I V R O VI1I.

Das propriedades dos Corpos) fuas fuperfi-
cies , e folidez. .

DEfinições, Pago I65'.
Prop. I. Theor. .âfuperficie de bum

prifma , não comprehendendo aJua baJe,
be igual á de hum reélangulo feito da
[omma dos lados do priJma pela altura
do mefmo prifma ; pago 172•

Prop. II. Theor . .Afuperftcie de qualquer
pyramide reãa be igual á de bum trian-
guIo, cuja bafe foJJe igual dfomma dos
lados dopolygono regular, que lhe fer-
~e de bafe, e a altura buma tinha igual
á perpendicular, tirada do vertice da
pyramide [obre hum dos lados, pagino
173·

Prop.III. Theoro Os prifmas , e paralle-
lipipedos efião entre fi na razão com-
pofia das razoes das [uas trez dimen..
soes, ou como osproduélos das tress di-
mensões, pago 175'.

Prop. IVo Theor. Toda a pyramide be o
terço de hum pri[ma, que tiver a meJ-
ma bafe, e altura, pago 177.

Prop.I .
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Prop. V. Theor. Duas pyramides com a
meJma altura efláo entre fi na razão
das fuas bafes, pago 183.

Prop. VI. Theor. Dous priJmas, cujas
bafes , e alturas são reciprocas, são
iguaes , pago J8;.

Prop. VII. Theor. Huma pyramide trun-
cada he igual a buma pyramide , cuja
bafe foffe igual aos dous planos Jupe-
rior , e inferior, 'C mais hum plano meio
geometrico entre elles , e a altura do
eixo, pago 186.

Lemma. Huma linha meia proporcional
entre as duas partes do diametro docir-
cula maior da coroa, cortado na parte
interior da coroa, he o raio de hum cir-
culo igual á coroa, pago 19 I.

Prop. VlIl. Theor . .11 meia esfera inferi-
pta em hum cylindro be igual aos dous
terços do cylindro, pago 192•

Prop. IX. Theor . .11 joüdes: das esferas
Jegue a razão dos cubos dos feus dia-
metros, pago 196• '

Prop. X.Theor . .âfuperfiae de buma meia
esfera be igual á de hum cylindro , em
que elia be infcripta ; pago 20 I.

Prop. XI. Theor • .11 folidez de buma Zo-
na
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na be igual aos dous terfos do cylindro
do circulo maior , e mais ao terço dfl
cylindro do circulo menor, pago lOO.

Prop. XII. Theor. Se buma meia esfera,
infcript a em hum circulo, fe corta por
hum plano paralle/o á lua bafe , a fu-
perficie da Zona he igual á do cylindrfl
correfpondente , pag.209.

Prop, XIII. Theor. Dadas trez linhas em
proporção contínua, o paralle/ipipedo
feito deflas trez linhas be igual ao cu-
bo feito da media, pago 21I.

Prop. XIV. Theor. Dadas quatro linhas
em progrefsão Geometrica , o cubo fei-
to da primeira be para o cubo da Je-
gunda , como a primeira para a quar-
ta, pag.212.

Prop, XV. Probl. Achar duas meias pro-
porcionaes entre duas linhas dadas ,p.l. I 3

Prop. XVI. Probl. Achar dous numeras
meios proporcionaes entre dous nume-
ros dados, pago 1.I s,

Prop. XVJI. Probl, Fazer hum cubo, que.
[eja para outro em buma razão dada,
pag.c rs.

Prop.XVIll. Probl. Fazer hum cubo igual
a -hum paraUelipipedo, pago :2.2.0.

LI...

\
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LIVRO IX.

Das Secções Conicas.

CAP. I. Das propriedades da parabo-
la. Pag.226.

Definiçoes, ibid.
Prop. r. Theor. Na parabola o reãangu-

lo da abeira pelo parametro be igual ao
quadrado da ordenada, pago 1.27.

Prop. II. Theor. Na parabola os quadra-
dos das ordenadas são entre fi como as
[uas abciJas, pag.228.

Prop. III. Theor. Tirar por hum ponto
buma tangente á parabola, pago 23 r,

Definição, pag.234·
Prop, IV. 'I heor. Se Je tirar humo per-

pendicular aoponto do cont aão , e delle
buma ordenada ao eixo, aparte do eixo,
ÚJmprehmdida entre a ordenada, e a
perpendicular, be igual d metade do
âiametro da parabola , ibid.

Definição, pag.236.
Prop. V. Theor. A fubt angente he dupla

da abeira, pag.235'·
Prop. VI. Theor. Huma linha parallela á

tan-
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tangente fica dividida pelo meio do dia-
metro, pago 236.

Definições, pago 239.
Prop. VII. Theor. O quadrado de qual-

quer ordenada a hum diamctro be igual
ao reã angulo da abcifa pelo parametro
do mefmo diametro , pago 240.

Prop. VIII. Thcor. A [ecçiio de bum co-
ne por bum plano paratlelo a hum dos
[eus lados he buma parabola, pag.245'·

Prop.IX. Probl. Dado opar ametro , de! ..
creuer bunia p ar abola , pag.247.

Prop. X. Probl. Dada bum aparabola , a-
char-lhe o eixo, ibi d.

Prop, XI. Probl. Dada bunia paravo/a,
achar-lhe o parametro ç pago 249,

Prop. XII. ProbJ. Dada buma parabola ,
de que fe conhece o parametro , achar-
lhe o fdco , ibid.

CAP. II. Da Ellipfe, p:lO'. 750.
Definições, ibid. b

Prop. 1.Theor. Tirada buma ordenada ao
primeiro eixo da Eltipfe , o reiiangulo
das abcifas do mefmo eixo be ao qua-
drado da ordeuada ; como o quadrado do
primeiro eixo ao quadrado do Jeg undo ,
pag.25'3_
Tom. II. X Prop.
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Prop, II. Theor. Se dos extremos dos dou!
diarnetros [e tiráo ordenadas ao eixo, o
quadradQ de buma das abcifas corref-
pondentes, [abindo do centro, be igual
ao reãangulo das partes do mefmo eixo
feitas pela outra ordenada, pago 260.

Prop. III. Theor. O quadrado de buma
ordenada a qualquer diametro be ao
produc10 das fitas abcifas , como o qua-
drado do diametro parallelo ás ordena-
das ao do diametro das abcifas ; p. 26 I.

Prop. IV. Theor. Os quadrados de âous
diametros conjugados são em fomma
iguaes aos quadrados dos [eus eixos,
pag.268.

Prop, V. Theor. Se pelo extremo do ei-
xo fe tira buma tangente , que vá e11..
contr ar os dous diametros conjugados
continuados quanto for neceffario , o re-
Ela11gulo das partes defla tangente be
igual ao quadrado de metade do eixo,
pago 271.

Prop. VI. Theor. Se hum cone Je cortar
por hum plano obliquo á bafe, de modo
que os dous lados do cone fiquem corta-
dos entre o ve"tice, e a bafe, a fecçáo
[erâ buma ElIipfe) pago 273·'

Prop.
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. Prop, VII. Theor. Se hum cylindro [e

córta por hum plano obliquo d bafe, a
[eeção he buma EllipJe, pago 275.

Prop, VIII. Theor. Se de qualquer P011-
to da Ellipfe fe tiráo reãas aos [dcos ,
a [omma defias duas linhas be igual ao
eixo maior, pago 275. .

Prop. IX. Theor. Deferever a Ellipfe
com hum movimento ftguido, dados os
[eus dous eixos conjugados, pago 280.

Prop. X. Theor. Dada huma Eltipfe , a-
cbar-lbe o centro, e os dous eixos C()11-

jugados, pago 28r.
CAP. III. Da Hyperbole, pag.282.
Dej1nições, ibid.
Prop, I. Theor. Na Hyperbole o reãan-

gulo das abcifas he ao quadrado da or-
denada correfpondente , como o quadra-
do do eixo maior ao quadrado do fe«
conjug ado , pag.285.

Prop. II. Theor. Se buma reãa , paral-
leia ao [egundo eixo, córta a Hyperbo-
te em dous pontos, o quadrado do [e ..
gundo eixo be igual ao reélarJgulo das
partes defla linha, terminada nas afym-
ptotas , pago 288.

Prop.
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Prop.Hf. Theor, Os reltangulos de duas
linhas parallelas, terminadas nas afym-
ptotas, são iguaes , pag.290. .

Prop. IV. Theor. Se por quaefqaer dous.
pontos de buma Hyperbote , ou de Hy-
perboles oppoflas fe tirão quatro linhas,
cada duas parallelas entre fi termina-
das nas afymptotas , os reãangulos das
partes defias linhas lerão refpeéliva-
mente iguaes, pag.191.

Prop. V. Probl. Tirar por hum p011tObu-
ma tangente a buma Hyperbote , pago
293·

Prop. VI. Theor. O quadrado de buma
ordenada a qualquer diametro he aopro-
du80 das luas abcifas , como o quadra-
do do diametro parallelo á ordenada ao
quadrado do diametro , [obre que Je to-
mão as abeiras, pago 29).

Prop. VII. Theor. Se hum C01Je[e corta
por hum plano parallelo ao eixo, a cur-
va [erd Hyperbole , pago 297·

Prop. VIII. Probl. Acbar duas meias pro-
porcionaes entre duas linbas dadas, pa-
gin. 302.

I
\ .



AVISO AO LIVREIRO.

As 19. Eflampas defie Tomo II. fi devem
encadernar pela ordem feguinte,

Eftampa 1. e 2. - - - - - - Pag.14.

Eftampa 3. e 4... - - - - .. Pag.66.

Eftampa ,. e 6. - - - - - - Pago90.

Eftampa 7. e 8. - - - .. - - Pag.I14·.

Eftampa 9.10. e II. - - - - Pago 164.

Eframpa 11..13.14. I,.e 16. Pag.2.1.2.

Eframpa 17. 18. e 19, - - - Pag·303·
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